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m Para proporcionar retroalimentacion inmediata a bos
caiudiantes, los problemas se presentan al final de
las secciones; la mayor parte de los capitubos fer-
minan con problemas de repase. Hay alrededor de
| 500 problemas, agrupados por grado de dificultad:
el Grupo A comprende la prictica de las téenicas bdé-
sicas, ¢l Girupo B abarca los conceptos fundamenta-
les v el Grupo C se relaciona sblo con la teoria,

m En ¢l libro s¢ evitan los cjercicios teoricos en exce-
sa, ¥ s prefieren los problemas de aplicacion, Mu-
chos problemas se basan en aplicaciones publica-
das. La exposicion e muy esmeradn, mediante
varios ejemplos én cada capitulo, para guiar al estu-
diante paso a paso inclusive hasta en los temas mas
cumpli-:_::u,!-ux

m Con el fin de avudar a los alumnos a estudiar para
Ios exdamenes, en la mavoria de los capitulos hay un
resumen de concepios y de formulas. La respuesta a
los problemas seleccionados se encuentra en un
apéndice.

Complementos

Esie libro cuenta con ung serig de complementos para
el profesor, los cuales estdn en inglés v solo se propos-
cionan 4 los docentes que adopten la presente obra
COMED [EXTD para sus cursos. Para mayor informacion,
favor de comunicarse con las oficinas de nuestros re-
presentanies o a los siguientes commeos elecironicos

Thomsen Méxieo v Centroamérica
clientesi@thomsonlearning. com.ms,

Thomson América del Sar
clithomsonimandinet.com

Thomson Caribe

amy.reves(dthomsonlearning com

Archivos

En ¢l sitio www.thomsonbearming. com.mx cstan los ar-
chivos de sofiware que complementan este libro, Es ne-
cesa. o entrar en el catalogo de ingenderias v buscar este
titulo pars legar a la opcidn de descargar ¢l material

Cobertura y organizacion

La seccifin de programacion lingal del libro ¢s inde-
pendiente por completo; todo o gue se requiere de an-
tecedentes matematicos se encuentra en el capitulo 2.
Loz estudianies que saben multiplicar matrices no de-
beran tener problemas con los capitulos 2 a 11, Para las
partes de los capitulos restantes, s¢ requicre un oonio-
cimiento basico de caleulo v probabilidad equivalente
al que se bogra con cursos de céloulo v de estadistica

die un semestre cada uno, Todos les emas de cileulo v
probabilidad que s¢ usan en los capitulos 13 a 24 =2 re-
pasan en ¢l capiule 12

Como no todos los estudiantes necesitan un trata-
micnto tednco completo de andlisis de sensibilidad,
hay dos capitulos sobre ¢l tema. El capitalo 5 es un en-
foque aplicado ol amilisis de sensibilidad, en el que se
destaca la interpretaciin de los resultados que da la
computsdors. En el capitulo 6, se estudia por comple-
1 el andlisis de sensibilidad, dualidad v ¢l metodo dual
simplex. El profesor debe cubrir ¢l capitulo 5 o el &, pe-
o oo ambos, Los grugos de clase en los que se enfati-
cen habilidades para construccion v formulacin de
mindelos, deben estudiar el |J:||'|il|||-:‘:- £, Las clases en las
gue s¢ destaguen los algontmos de la programacidn
matemdtica (en particular las clases en las que los estu-
diantes seguirdn mas adelante con el estudio de imvesti-
gacidn de operaciones), deben estudiar el capitulo b, 5i
se estudin ef capitulo 5 ¥ no el capilulo 6, enlonces =
podria omitir el capitulo 2,

Cambios en la cuarta edicion

La cuaria edicidn de esta obra contiene vanas cambios
sustanciales, El mas importanie es la inclusidn del Mo-
dele de procesos (Cap, 22) para desarrollar simulacion
de colas. v @Risk (Cap. 23) para gjecutar simulscio-
nes basadas en hojas de céleulo. Entre otros cambios,
eEtAn bos siguientes:

® 5S¢ afadicron mas de 200 nuevos probliemas,

B Se utiliza especialmente Microsoft Excel. Las hojas
de cilculo de Lotus gue pparecian en I edicion an-
terior, s¢ convirticron en Excel.

m 5S¢ analiza mas la ophmizacion mediante las hops
e chleulo. Se cambit el método para resalver pro-
blemas de optimizacion con hojas de caleulo por el
de Whar's Best to the Excel Solver,

B Seanadio el anilisis de funciomnes importanies de Ex-
cel, como MMULT, OFF5ET, MINYVERSE y NPV

m En ¢l capitulo 4 hay mis instrucciones para el uso
de LINDO y LINGO

m En el mismo capitulo 4 se analiza con mas detalle |a
peormseiria de | programacion lineal

m Muevas aplicaciones de programacidn no lineal para
problemas de precios, se presentan en el capitulo 11,

m 5S¢ imcluyen |l nuevos casos para los que se re-
quiere programaciin matemdtica, El profesor Jeff
Goldberg, de la Universidad de Arizona, escribid
los casoes,

m Enel capitulo 12 hay un andlisis de las funciones
de distribucidn normal v de las transformadas = de
Excel.
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m En ¢l capituln 13, se tratan las aplicaciones de los
efecios de la feora v del confexto en la toma de
decisiones.

m Las politicas de mventano POWER-OF-TWO
mpdelos EOO) de producios mdliiples se fratan en ¢l
capimalo 15,

& Ahora s trata, en el capitulo 20, e cileuls de pro-
habilidades de Poisson v exponencial con Excel, el
métedo de Buzen para redes de colas cerradas,
aproximaciones para sisiemas de colas Onins, el
wso de lablas de datos en oplimizacidn de colas v
cilculo de probabilidades ransitorias para sistemas
de colas,

m En el capitule 22, se ilustra como usar &l Modelo
Process del paguete de ssimulacion amigable con el
usiario para simvubar los sistemas de colas,

m El capiiulo 23 irata del @@ Risk para Excel para [a
simulacion de Monte Carlo, Entre las dreas de apli-
CACI0N S encueniran presupiesios, de capatal adms-
nistracidn de provecios v confiabilidad,

o La= iablas de datos de Excel v Ia funcion OFFSET,
s usan para optimizar el nirmers de penodoes enun
proadstics de promedios mdviles en el capiiuln 24,

Uso de computadora

En deferencia al vso cast universal de Exeel, se da una
atencidn especial a esie soffware & través de tondo el 1i-
bro cuando es apropiade. Cuando las capacidades ori-
ginales de Excel estin limitadas, en el texio s¢ analiza
el sofrware complementanio que confia en las posibili-
dades de Excel, o s usa soffware independiente,

Las ilustraciones del soffware, con fodas las instroc-
Clones piso a paso, se encuentran al final de las seccio-
nies, com ¢l Fin de proposcionar la madxima flexibilidad
a los profesores que desean emplear distintos paquetes
die soffwarre €0 SUS CUrsos,
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Introduccidn a 1a construccion

de modelos

1.1

Salacian

introduccidn a los modelos

i llamada ciencla de la administracitn

s, simplemente, un enlogue clentibico en la foma e decisones que busca ¢ mepor dise

La lnvestlgackin de operaclones (con frecuen

Ny operar an ststemit, por lo regular en condiciones que requicren ln asignacion de

L LIS S el TS (e
Por sistema, se quiere dar o entepder una organizaciion de componenties interdepen-

dientes, que trobngan puntos porn lJogemer un obgetvo del sisteme, Por @emplo, foegd W

I LR

QM) 28 un sistemna cuya meta o maximizar lps utlidedes que seé putsden gano
mechante ln producenn de vehiculos de cahidsd

El ferming imvesiipacion de operaciones s¢ acuno durnnie ba Seponds Cuerra Mumn-

W i o8 cieniificos ¢ ingenic-

dial, cuando los comandemes militares brivinicos solicie
ros analizar vanos problemas malitores, como el desphegoe de los radares v el control

de convoyes. bombardeos, operaciones antisubmarinas ¥ colocacion de minas

Em el enfoque crentiben de toma o decisiones, se requiere ¢l uso de uno o mas mo-

| " .
delos matemdticns. Estos son representaciones matemdticas de situaciones reales que
s¢ podrian usar para tomar mejores decisiones, o bien, simplemente para entender me-

jor la sitoacion real, | glemplo siguente debe aclarar muschds de [0S ermimnos m

twtes que se wsan para explicar los modelos mateméticos

EIEMPLO 1 Maximizacion de la produccion de Wozac

Eh Doy fabrica Worsae en endrmes careans. medanie @ cllentamenio de unn mescin

quimica en un contencdor presunzado. Cada vez goe se proces) med caren, se podiace

. |
produckdn ex el rer

1 Can d distinia de Woerae, La ¢

{medido e hibms). A Dasy be inferesn |-||'|=1'_"|.,!-_-:' los tactores doe mfheven en el ren

3 - 1 1
dimienio del proceso de produccidn de Wozae, Describa ur PO E S0 de construccidn de
mvrdEloes para esta satuacion
Lo prumero gue e interesa @ Linsy o determunar 108 [actores que influyen en el rendi

- - 4 - 1 I v . | || | § 1 -
miento del proceso, A esto se le podna llamar mogeln descriptive, pomgue descrbe el
Ry |l||-| maeEnto g codinuento real como wrka funcion dc vanos fociores, LEpsy o -

defa determimar {medianie métodos de represion gue se estudian en gl capltule 24) cual

de los faciores sigwientes miluyven én el rendimienio

® Volumen del conenedor en litros (V)

® Presion del contenedor en malilitros (P

B lemperatura del contenedor en orados Uelsius (T

# Composicion quimica de la mescln procesacda

A, B v C son los porcentajes de In mercla compuesta por los productos quimicos A

B v, epntonces, Daisgy pokrin descubrr, por @pempdo, que

remdimeenio { 1) 00 + E8Y + 0O1P + 0.06T + 0O0IT*P 00T 10 )
11.7TA + 948 + 164C + 19A%B + 1]1.4A% O AR




Para determinar esta relacion, se tendria que medir el rendimiento del proceso para mu-
chas combinaciones distintas de los factores mencionados. 51 Daisy conoclera esta ecug-
cidn, podria describir el rendimiento del proceso de produccion una vez que conociera el
volumen, presidn, femperatura ¥ composiciin quimica.

Modelos prescriptivos o de optimizacion

La mayor parte de los modelos que se analizan en esie libro, son prescriptives o de ap-
timizacidn. Un modelo de este tipo “dicta™ ¢] comportamienio para una ofganizackon guoe
le permitird a dsta alcanzar mejor su(s) meta(s), Enire los elementos de un modelo pres-
criptive estdn:

m Funcidnies) objetivo,

m Variables de decisitn,

m Resmcsionss.

En pocas palabras, un modelo de optimizacion wrata de encontrar valores, entre el conjun-
o de todos los valores para las varables de decisibn, que optimicen {mMaximicen o midni-
micen ) una fomciin ebjetivo gue satisfagan las resiriceiones dadas.

La funcién objetivo

Como e natural, a Daisy le gustaria maximizar ¢l rendimiento del proceso, En la mayo-
ria de los modelos hay una funcion que deseamos maximizar o munimizar. Esta funcidn
se llama firciin abjerive del modelo. Pero para maximizar el rendimiento del proceso, se
requiere encontrar los valores de W, BT, A, B v C, que hacen que (1) sea tan elevado co-
mir 5ea posible,

En muchas situaciones, uni empresa puede tener mas de un objetivo. Por ejemplo, pa-
ra asignar estudiantes a las dos escuelas de bachillerato de Bloomington, Indiana, la Jun-
ta Escolar del Condado de Montoe establecid gue la asignacidn de sstdiantes tenda los
sigrientes objetmnns:

w lgualar la cantidad de estudiantes en las dos escuelas,
® Roducir al minimo ka distancia promedio de viaje a la sscucla.

® Tener un conjunto de estudiantes variado en ambas escuelas.

Se analizan problemas de toma de decisiones con objetivos maltiples en las secciones
414y 1115

Variables de decisién

Laz vartables cuvos walores estin bajo nuestro conitrol @ influyen en el desermvpedio del sis-
termna, se denorminan variables de decision. En el gjemplo, ¥, B T, A, B v C son vamiahbles
de decisidn, La mayor parte de este libro se destina a un analisis de como determinar el va-
lor de las variables de decisidn gque maximiza (a veces, minimiza) una funcidn objetivo.

Restricciones

En la mayor parie de las simaciones, s6lo son posibles ciertos valores de las variables de
decisidn. Por ejemplo, ciertas combinaciones de volumen, presidn y temperaturn, podrian
ser peligrosas. Ademas, A, B v C deben ser mimeros positivos que se afisden a 1. Las res-
tricciones de los valores de las variables de decision se denominan resiricciones. Supdn-
gase lo siguierte:

2 cerituln 4 veccion @k consmoctiie de madels



El volumen debe estar enire 1 v 5 litros.

La presion debe ser de entre 200 y 400 mililitros.

La temperatura debe estar entre 100 v 200 grados Celsius,
La mexcla debe estar compuesta solo de A, B, v C.

Para que el firmaco s comporte de maners adecuada, sblo la mitad de la mezcla
cuando mucho puwede ser del producto AL

Estas restricciones s¢ expresan en forma matemdtica como sigoe:

V=<3
Y=I1
P = 400
P = 200
T=2M
T = 100
A=
B=0

A+B+C=]
A=S5

Modelo de optimizacién completo

Después de hacer que £ represente el valor de la funcion objetivo, €] modelo completo de
optimizacion se escribe como siguwe:
Maximizar = = 300 + 0.8V + 0.01P + 0.06T + 0.00IT*P — 0.01T® — 0.001P*
+ 11.7A + 948 + 164C + 19A*B + 11 4A*C - 9.6B*C
Sujeto a {5.4.)
V=25
Vvl
P = 400
P =200
T = 200
T=100
Az=0
B=40
Ca=0
A+B+Cwm]
ASS
5S¢ dice que cualquier especificacion de las vanables de decision que cumple con todas las
restricciones del modelo se encuentra en la regidn factible. Por ejemplo, V = 2, P = 300,
T=150A=04 B =03 yC =0l estan ¢n la region factible. Una solocidén dptima
para un modelo de optimizacidn es cualguier punto en la regidn factible gue optimice {en
este caso maximice) la funcion objetive. Mediante ¢l paguete LINGO que viene con este
libro, se establece que la solucidn dptima para este modelo sV =5, F =204, T = 100,
A=02% B =0,C=07Hyz = 18338, Por consiguients, un rendimiento maumo

de 183,38 libras se obtiene con un contencdor de 5 litros, presion de 200 mililitros, tem-
peratura de 100 grados Celsius y 29% de A v T1% de C. Esto quicre decir que con nin-
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guna pira combinacidn factible de las vaniables de decision es posible oblener un rendi-
miento gue sobrepase 183,35 hbras,

Modelos estaticos y dindmicos

U'n modelo estatico c= uno en el cual las vanables de decision no requicren succsiones de
decisiones para periodos midltiples. Un modelo dindmico es uno en €] cual las variables
de decision si requieren sucesiones de decisiones para periodos midltiples. En esencia, en el
modedn estitico s¢ resuelve un problema huego de un solo intento, cuyas soluciones dictan
valores dphmos de las varables de decision en todos los puntos del iempo. El epemplo 1 &5
ena mugstra de un modelo estitico; 1a selacin dptima le indicard & Daisy cdmo maximi-
zar ¢l rendimuiento en todos los puntos del tempo.

Como giemplo de un modelo dindmice, considérese una compafia (Jldmela Sailco)
que debe determinar como maximizar ¢l costo de cumplir {justo a tiempo) la demanda de
Botes de vela durante el proximo afo, Es evidente que Saileo debe determinar cudntos ba-
tes debe producir durants cada uno de los siguientes cuntro timestres. En las decisiones
de Salleo s¢ consideran penodos mokiples, de agui que un modelo para ¢l problema de
Satler (wease seceion 3. 100 seria un modelo dimdmis,

Modelos lineales y no lineales

Supdnase que siempre que las varables de decisidn aparecen en la funcion objetive v en
las restriceiones de un models de optimizacion, esthn multiplicadas por constantes ¥ aco-
miodadas en forma de suma. Un models de esta forma 25 un modelo lineal. 51 un modelo
de optimizaciin no es Eneal, enfonces cs un modebo no lneal. En las restriccionzs del
ejemple 1, ks variables de decisidn siempre estan multiphicadas por constantes v acomoda-
dus en formuo de suma. Por consignente, las restricciones del ejemplo | pasan la prucha del
modeln lineal, Mo obstante, los iérminos 0001 T*E —0.01T, 19A*B. 11 4A%C v =8 aB*(
hiscen que ¢l modelo sea no lingal en la funcidn objetivo del gjemplo 1. Por Jo regular, los
modelos no lineales son muche mas dificiles de resolver que Ios Incales. Estos Gliimos se
esiulian del capitudo 2 al 10, Los modelos o lingales se watan en el capimalo 11.

Modelos enteros y no enteros

51 una o mas variables de decisitn deben ser enteros, entonces se dice que un modelo de
optimizacion ¢s un medelo enters. 51 todas las vanables de decision som libres para asu-
mir valores freccionanios, emonces ¢l modele de optimizacion ¢s un modelo no entern.
Es evidente que ¢l volumen, temperatara, presson y composscion del porcentaje de nues-
tros datos, pueden tomar valores fraccionarios. Entonces, el gjemple 1 es un modelo no
enterc. 51 en un modelo ks variables de decision representan el numero de mabajadores
que empieza 8 labomr durante cada turno en un restaurante que sirve bocadillos, enton-
ces es claro que se tiene un modelo entero. Los modelos enteros son mucho mas dificiles
de resolver que los modelos no lineales. Se tratan con detalle en el capituls 9,

Modelos deterministicos y estocasticos

Supingase que para cualguier valor de las vanables de decision, se conoce con cerieza el
valor de la funcidn objetivo v & las restricciones se complen o no, Enfonces sé tiene un
madels deterministicn: de no ser a=i, s¢ tene un models extocastico. Todos los mode-
bos de los primeros doce caplitules son determindsticos. Los modelos estocisticos se tra-
tun gn bos capitulos 13, 16, 17 y 19 al 24,

51 s¢ considera al ejemplo 1 como un modelo deterministico, entonces s¢ esti hacien-
der la suposicion (irreal) que para bos valores dados de WV, B T, A, B v C, &l rendimiento
del proceso siempre serd ¢l mismo, Esto s muy improbable, Es posible ver a (1) como
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una representacidn del rendimiento promedio del proceso para valores dados de las varia-
bles de decision. Por consiguients, ¢l objetivo ¢s determinar valores de las vanables de
decision que maximicen el rendimiento promedio del proceso,

Sc pucde ganar con frecuencia conocimiento profundo v diil dentro de las decisiones
optimas aplicando un modelo deterministico én una siteacidn donde es mds apropiado un
modelo estocistico, Considérese el problema de Bailco de minimizar el costo de cumplic
con la demanda (justo a tiempo) de botes de vela, La incertidumbre respecto a la deman-
da futura de botes de vela, quiere decir que para un programa de produccion dado, no se
sabe si se cumplird a tiempo con la demanda. Esto lleva a pensar que £5 necesario un mo-
delo estocdstico para modelar la situackon de Sailco. Es posible desarrollar un modelo de-
terministico para esta situacion que da lugar a buenas decisiones para Sailco, como se ve
en la seccion 310,

1.2

El proceso de construccidn de modelos de los siete pasos

Cuando ko investigacidon de operaciones se utiliza para resolver un problema de una empre-
54 e debe practicar el siguwiente procedimiento de construccion de modelos de siete pasos:

Pass 1: Piamiear el problema  Fl investigador de operaciones define primero el problema
de 1a empresa. En dicha definicion se ncluyen los objetivos especificos de la frma v las
paries de ésta que se deben estudiar antes de poder resolver ¢l problema, En el ejemplo
1, ¢l problema es deterrminar como maximizar el rendimiento de un lote de Wozac,

Paso 2: Observar of sistema £l investigador de operaciones redne luego informacion para
estimar el valor de parimetros que afectan el problema de la empresa. Estas estimaciones
s utiliean para elaborar (en el paso 3) ¥ evaluar (en el paso 4) un models matemidtico del
problema. En el ejemplo 1, los datos se reunirian en un intento para determinar como in-
Auyen los valores de T, B,V A, B ¥ C, en ¢l rendimiento del proceso.

Paso 3; formular un modele matemédtico del problama En cste paso, el imvestigador de opera-
ciones elabora un modelo matemitico del problema. En este fibro se explican varias técnicas
matemiticas que s pueden usar para modelar sistemas, En el ggemplo 1, el modelo de opti-
rizaciin sera el resubtado del paso 3.

Paso 4: Verificar ol modelo y ssar @ modelo para predecir £ investigador de operaciones
trata de determinar i el modelo mateméatico elaboradoe en el paso 3 25 una representacion
exacta de |a realidad. Por ejemplo, para validar ¢l modelo, =& endria que verificar v obser-
var si { 1) represents exactamente el rendimiento para valores de las variables de decisidn
que o fueron wsados para estimar (1), Incluso 51 un modelo es vilido para la situscion ac-
tugal, debemos estar consciemes de ni aplicarlo a ciegas. Por ejemplo, si ¢l gobiermo mgsonse
nugvas restricciones a Woeae, enfonces se tendra que afiadir nuevas restricciones al modebo,
con lo cual podria cambiar el rendimiento del proceso [y la ecuacion (1)].

Paso 5: Seleccionar una opeidn adecuads Bl investigador de operaciones, dado un modelo
v un conjunin de opclones, selecciona ahora Lo opeion que cumple mejor con los objeti-
vos de la empresa. ([Puede haber mis de una!). Por gjemplo, neestro modelo permite de-
terminar que el rendimiento s¢ maximizaconV =5 P=200,T = 100, A = 0294, B =
0,C = 0706 ¥y z = 183.38.

Pasa @: Presentar bos resuftados y |3 conclusion del eshedio = ks empresa  Aqui, ¢l investigados
de operaciones presenta el modelo v las recomendaciones surgidas del paso 5 a la perso-
na o al grupo que toma las decisiones. En alpunas situaciones, uno podria presentar varias
opciones, ¥ dejar que la empresa seleccione la gue mejor cumple con sus necesidades.
Diespués de presentar los resultados del estudio de investigacion de operaciones, el ana-
lista podria encontrar gue ka empresa no aprueba la recomendacidn, Lo anterior podria ser
el resultado de una definicion incorrecta de los problemas de la empresa o del fracaso
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para hacer infervemr a guien foma las decisiones desde ¢l inicio det proyecto. En este ca-
w0, ¢l imvestigador de operaciones debe regresar al paso 1, 2 ¢ 3,

Pasa 7: Pener en marcha y evaluar las recomendaciones  5i la empresa acepia ¢l estudio, en-
tonees el analisia aveds a poner en marcha las recomendaciones. Se debe monitorear (v
actuealizar de manera dindmica a medida gue ¢ entormoe se moditique) en forma continea
el sistena, para tener la certera de que las recomendaciones permiten que la empresa
cumpla con sus obpetivos,

A continuackon, se estudian tres aplicaciones exitosas de ba ciencia de la administra-
ciim, Se proporciona una descripeitn detallada (pero no cuantitativa) de cada una. El and-
hzis de cadas aphicacidn se liga con ¢l procesa de construccion de modelos en siete pasos
que s¢ describid en la secoiin 1.2

1.3

CITGO Petroleum

Elingman v col. (1987}, aplicaron una vanedad de téenicas de la ciencia de la adminis-
tracion & CTTGO Petrolenm. Medinte su trabajo, la compafiia aborrd unos 70 millones
de détares por aito, CITGO es una compafiia gue refina v comergializa petnbleo; la com-
pri Sowthland Corporation (los propietarios de las tGendas 7-Eleven). 5S¢ tratan los dos as-
pectos de b investigacidn del equipo de CTTGOx:

1 Un modele matemdtico para optimizar la operscion de Las refinerias de CITGO,

2  Un modelo matemitico —sistema de abastecimento, distnbucion ¥ comerciplizacion
(AT - que se usé para elaborar on plan de |1 semanas para comercializar, distribuir v
abastecer, que funcionara para toda la empresa.

Optimizacion de las operaciones de refinacion

Pago 1: EKlingman v col., gquerian minimizar ¢l costo de operacidn de las refinerfas de
T,

Pase ¥  Larefineria Lake Charles, de Lovisiana, fue sometida a esirecha observacion en
un intenio por estimar las relaciones clave, comao:

1 Cudnto depende el costo de produccion de cada uno de los productos de CITGO (Tu-
bricante para motores, aceite combustible ndmers 2, twrbosing, gasoling v varios lubn-
cantes para motor mezclados) en los insumos usados para manufacourar cada producto,

2 Cantidad de energia necesaria para producic cada producto. Bsto requiere Lo instala-
Clid e un sistema nuevo de medieion.

3  El rendimienio asociado con cada combinackon de insumos-producto. Por ejemplo, si
un galin de aceite crodo rinde 0.32 galones de lubricante, entonces el rendimiento seria
igual a 32 por clento,

4 Para disminuir los costos de mantenimiento, la informacidn se reunio a partir de in-
ventarios de piczas ¥ fallas de equipo. Para obtener datns precisos, se requirid la mstals-
cion de on sistema nuevo de sdministracion de bases de datos v de un sistemna integrado
de informaciin de mantemimicnto, También se instald un sistema de control de procesos,

con el fin de monitorear con toda segunidad los insumos ¥ regursos usados para elaborar
cada producto.

Pase 3: Se wled un modelo para optimizar las operaciones de las refinerias usandp pro-
gramacion lineal, El modelo establece ¢l método pars minimizar fos costos de combinar
fodos los insumos para manufacturar los productos deseados, EI modelo contiens restric-
clones que aseguran que bos insumos s¢ mezclan de tal manera, que cada producto es de
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la calidad especificada. La combinacidn de restricciones se estudia en la seccidn 3.8, EI
modelo impide que se exceda 1a capacidad de la planta, v facilita a todas las refinerias lie-
var un inventano de cada producto final. Las secciones 3.10 v 4,12 tratan sobre las res-
tricciones del inventario,

Paso &: 5S¢ reunicron los insumos v productos de un mes en la refineria de Lake Char-
les, para validar el modelo, ¥ dados los insumos reales en la refineria en dicho mes, el rén-
dimiento real s¢ compard con el pronosticado por ¢l modelo. Luego de cambios notables,
el rendimiento pronosticado por el modelo estaba cercano al rendimiento real.

Paza 5: La aplicacidn de la programacidn lineal proporciond diariamente una esiralegia
para administrar la refineria. Por ejemplo, el modelo podria producir, digamos, 400 000
galones de turbosing wiilizando 300 000 galones de aceite crudo 1y 200 000 galones del
crudo 2.

Pasa By T: Una vez que el control de la base de datos v del proceso estuvieron en su lugar,
el modelo se ush para guiar dia tras dia las operaciones de las refinerias, CITGO estimd que
los beneficios globales del sistema de las refinerias fueron mayores a los 50 millones de dd-
lares por afio,

El sls;mna de abastecimiento, distribucion y comercializacién

Paso 1: CITGO deseaba un modelo matemdatioo que se pudiera usar para tomar decisio-
nes respecto a abastecimiento, distribucion v comercializacidn, como

1 Domnde se debia comprar el petrdleo crudo®

2 Donde se debian vender los productos?

3 ;0 precios se debian pedir por los productos?

4 Cuinto de cada producto se debia consenvar en imventano?

El ohjetivo era, naturalmente, maximizar la utilidad de estas decisiones,

Paso 2 Se instald una base de datos que scgula con atencidn ventas, inventario, comercio
¢ imtercambios de todos los productos refimados. Ademas, ¢ usd un omdlisis de regresion
{capitule 24) para elaborar prondsticos para precios de mayoreo v demandas de mayoreo
para todos los productos de CITGO.

Pasos 3y 5:  Scusdun modelo de flujo de redes de costo minimo (MFROM) (véase seoccidn
7.4) para determinar una estrategia de | | semanas de abastecimicnto, comencializacion vy
distribucion. El modelo toma todas las decisiones que se mencionan en €] paso 1. Correr
un modelo caracteristico de 3 (00 ecuaciones v 15 000 varables de decisidn, requicre sd-
ko 30 segundos en una computadora [BM 4381,

Paso 4: Los mddulos de prediccidn se evaloan en forma continua, para tener la seguri-
dad de que dan predicciones exactas,

Pasos By 7: Poner en marcha el ADC requinid varios cambios en la empresa. Se busco
un neevo vicepresidente para que coordinara la operacion del ADC v del modelo de pro-
gramacion lineal (L) de las refinerias. Los deportamentos de abastecimiento de produsc-
tos v programacion de productos, s¢ combinaron para mejorar la comunicacion v flujo de
la informacidn,

1.4

Horarios del Departamento de Policia de San Francisco

Taylor ¥ Huxbey { 1989) elaboraron un sistema de homanos de las patrullas de la policia
(SHPFF). Todas las demarcaciones de la policia de San Francisco utilizan ¢l SHPP para
calendarizar a sus oficiales. Se estima que con este sistema, la policia de San Francisco
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ahorra mis de 5 millones de dilares al aflo. Ciras ciedades, como Virginia Beach, Virgi-
mia, ¥ Richmond, Califorma, también adoptaron dicho sasterna. Enseguda se presenta la
descripcidn del SHPF segln ¢l procedimiento de disefio de modelos en siete pasos,

Paga 1: El Depariamenio de Policia de San Francizco queria un método para programar
a los oficiales de las patrullas en cada demarcackin, que proporcionars rapidamenie {2n
menes de una hora) un programa, ¥ lo desplegara en forma grifica, El programa deberfa
determinar primers el personal necesario para cada hora de Ta semana. Por gjemplo, po-
drian necesitarse 38 policias entre 1 y 2 ara del domingo, pero se requeninan solo 14 ele-
mienios de 4 2 5 and del mismo dia. Los oficiales deberian enfonces ser programados para
reducit al minimo la swma, ¢n cada hora de la semana, del déficlt v excedenie respecto a
la cantidad necesana de oficiales. Es decir, 51 se asignamn 20 policlas al tormo de §a me-
dianoche hasia las B am del domingo, habria un déficit de 38 — 200 = 15 oficiales desde la
1 alas 2 ast v un excedents de 20 = 14 = 6 policias desde las 4 o las 5 s, Un segundo
criterio era minimizar el déficit miximo, porque un déficit de 10 elementes durante una
hora, g5 s grave gue un déficit de un policia durante 10 horas distintas, El Deparamen-
to de Policia también queria un sistema de horanos que los capitanes de la demarcacion
pudhieran afinar ficilmente para generar la programacide dptima,

Pazo 2:  El Departamento de Policia wenia un complejo sistema de despacho computanzs-
dio () para seguir con atencion lodas las llamadas gue solicitaban ayada de la policia,
fempo de vigge de Jos oficiales, fiempo de respuesia, ete, Los administradores de dicho de-
partaments tendan un porcentaje de tempo estandar en que, segun ellos, cada oficial debia
estar ocupade. Mediante DO es fcil determinar la cantidad necesaria de trabajadores pa-
ra cada hora. Por gpemplo, supongase que on oficial de policia debe estar ocupado B0% del
tiemipo, ¥ DO indica que 30.4 h de trabajo entran de 4 o 5 A del domingo. Entonces se
requicren 38 oficiales de 4 a 3 am el domingo [0,.8%(38) = 30,4 horas].

Paso 3: 5 planted un modelo de PL (véase el analisis de los modelos de programacion
en Lo seccidn 3.5} Come se establecid en el paso |, el principal objetive era minimizar la
swima de déficit v excedentes por hora. Al principio, los programadores supusteron gue los
policias trabajaban oche homs diarias en cineo dias consecutivos (esto érs priondad par
¢l SHPP) ¥ que habda tres cambios de turmo {(digamos, 6 am, 2 e v W e Las mestne-
ciones cn ¢l modelo del SHPF reflejaban ta cantidad hmitada de oficiales disponibles, ¥
la relacion entre la cantidad de policias que trabajaban cada cierta hota, v el déficit v ex-
cedentes para dicha hora, Loego SHPP generania un horario gue le indicaria al capitin de
b demarcacion cudnios oficiales deberian empezar a trabajar en coda turne. Por ejemplo,
SHPP podria sefialar gue 20 policiss deberian empezar a trabagar a las 6 as del lunes (tra-
bajarian de & axia 2 ma de Junes a viemnes) v M policias deberian iniciar sus labores a las
2 pu del sibado (trabajarian de 2 vt o 10 s die sdbado a midreoles), El hecho de que la
cantidad de policias asignados & un turno debe ser un enters, dificulto mas encontrar un
horario dpiimo, (Los problemas en los cuales las vaniables de decisidn deben ser enteros,
s¢ trotan en ¢l capifulo 9.)

Pasa &:  Anies de poner en marcha ¢l SHPP, el Departamento de Policia de San Francis-
co probd los horarios del SHPP contra los horanos elaborados en forma manual. El SHPP
produjo wna reduccion de 50% tanto en los déficit comn en los excedentes. Egto comven-
cid al Departamento de Policia sobre la conveniencia de poner en marcha ese sisiema

Pesa 5: Dados los tiempos de inclo para los bermos v el tipo de horano de trabajo [ooa-
tro ks consecutivos v 10 homs de trabajo por dia (el horario de 4 por 10}, o cinco dias
consecutivos por ocho horas de trabajo por dia (horano de 3 por B)). el SHPP fue capaz
de gencrar un programa que minimizaba la suma de déficit ¥ excedentes. Pero lo mis im-
portante £ que este sistema s puede usar para expenmentar con los cambios de fumoe ¥
reglas de trabajo, Mediante SHFE, se determind que si se wilizaban s0lo tres turmos, enton-
ces el turmo de 5 por & era superior al de 4 por 140, Pero si s¢ establecian cingo cambios
de o, entonces wn korario de 4 por 10 era mejor, Este hallazgo fue determinante, por-
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que los oficiales de la policia habian quenido cambiar & un horario de 4 por 10 durante
aiios. La ciudad se habia resistido al horano de 4 por 10, porgque parecia gue se reducia
la preductividad. El SHPP demosind que los horarios de 4 por 10 no reducen la produc-
tividad. Después de la introduccién del SHPF, el Departamento de Policia de San Fran-
cisco establecid los horarios de 4 por 10 v jmeiore la productividad! El SHPP también
permitit experimentar con una mezcla de patrullas con uno ¥ dos policias.

Pasos By 7. Seestima que el SHPP generd 170 D00 horas productivas por aio adiciona-
les, por lo que la ciudad de San Francisco ahornd 5.2 millones de ddlares al afo, El 6%
de todos los trabajadores prefirid los horarios generados por ¢l SHPP que los elaborados
en forma manual. Ademis, ¢l SHPP permitid que ¢l Departamento de Policia efectuara
cambios estratégicos (como el de un horario de 4 por 10), lo cual hizo que los policias sc
sinticran mds contentos ¢ incrementaran su productivided. Luego de que se puso en mar-
cha el SHPP, mejoraron en 20% los tiempos de respuesta a las llamasdas,

Una de las principales razones para €l éxito de SHPE, fue que ¢l sistema permitid a los
capitanes de la demarcacion afinar el horario generado por computadora, ¥ obiener uno
nuEvo en menos de un minuto, Por ejernplo, los comandantes de la demarcacion podrian
afkadir o borrar oficiales de policia con toda facilidad, agregar o eliminar furnos, v ver de
inmediato chmo estos cambios modificaban el horario maestro,

1.5 GE Capital

GE Capital ofrece el servicio de tarjetas de crédito a 50 millones de cuentas. El balance
vigente total promedio excede los 12 000 millones de dilares. GE Capital, dingido por

Makuch v col. (1989}, elabond el sistema BAYMENT para reducir las cuentas vencidas v
¢] costo de cobrarlas.

Paso 1: GE Capital tene, en cualquier momento, mas de | 000 millones de dolares en
cuentas vencidas. La compaiiia gasta 100 millones de dalares al afio por el procesoe de di-
chas cuenias, Todos los dias, los empleados se comunican mediante cartas, Mensajes o
llamadas telefonicas directas, con mds de 200 000 tarjeta-habientes con crédito venaido.
El objetive de la empresa era reducir las cuentas vencidas y el costo de procesarias. Para
hacerlo, GE Capital requeria dar con un método pars asignar escasos recursos de trabajo
a las cuentas vencidas, Por gjemplo, PAYMENT determina gué cuentas vencidas reciben
llamadas telefdnicas directas ¥ con cudles no se tene contacto,

Paso 2. La clave parn modelar cuentas vencudas, es ¢l concepto de una matriz de movi-
mienio de deudas en mora (MMDM). Esta matniz determina qué tanio de la probabilidad
del pago de una cuenta vencida durante el mes presente depende de los sipuientes factores:
Tamado del saldo insoluto [ <300 dolares o = 300 délares), accidn tomada (ninguna acciin,
Hamadas telefdnicas directas, mensajes grabados, cartas) v un puntaje de cumplimiento (al-
to, medio, bajo). A medida que es més alio el pontaje de cumplimeenio relackonadio con una
cuenta vencida, es mds probable que se pueda cobrar la cuenta. En la tabla | se proporcio-
nan las probabilidades de una cuenta de 250 dblares que ticne dos meses de demora, su
puntaje de cumplimiento es alto v se contactd mediante un mensaje telefimico.

TABLA 1

Enfradaz 0 la magsia i |2 WMON

Evaniy Pratubibdad
Cuenta pagada por completo .30
Pxga un s .40
Mo pagn nada 030

Como GE Capital tiene millones de cuentas vencidas, hay datos suficientes para esti-
mar exactamente la matriz. Por cjemplo, supingase que hubicra 10 000 cuentas que no
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han pagado en dos meses, cuyo saldo estd por abajo de 300 dilares, que tienen un alip
puniaje de cumplimiento ¥ fueron contactadas mediante mensajes por tekfono. 51 3 000
de estas cuentas fueran saldadas por completo en el presente mes, entonces se podria es-
timar que Ia probabilidad de que una coenta sea saldada por completo durante ¢l presen-
te mes e 3 OO0 000 = 0,30,

Pase 3: GFE Capital elabord un modelo de programacidn lineal, La funcida objetive pa-
ra ¢l modelo PAYMENT era maximizar la cantidad de cuentas vencidas que se esperaba
cobrar durante los siguientes seis meses. Las variables de decisidn representaban las frac-
ciones de cada tipo de cuoenta vencida (las cuentas se clasificaron en balance de pagos,
puntaje de cumplimiento vy meses vencidos) que expenmentaron todo tipo de comtacto
(ninguna accion, Namadas telefonicas directas, mensajes felefdmicos grabados o cariag).
Las restricoones en el modelo P4EMENT aseguran que los recursos disponibles no deben
T usados on excesn. Las restricciones relacionan también la cantidad de cada tipo de
cuentas vencidas existente en, por ejemplo, enero, con &l ndmeno de cuentas vencidas de
cada tipo presentes durante el mes siguiente (febrero). Este aspecto dimdmico del mode-
lo PAYMENT, es decisivo en la obtencidn de resultados satisfactorios. Sin este aspecto, el
madelo sdlo sefialaria las cuentas que se pueden cobear con facilidad cada mes, Esio da-
ria como resultado pocos cobros en los meses sigmientes.

Paso & PAYMENT se sustentd sobre un conjunio de inversiones de 62 millones de dola-
res para una tienda de un solp departamento, Los gerentes de GE Capital aplicaron sus
propiss estrategias para hocerse de recursos (llamadas en forma coleciiva CHAMPION).
Las cuentas vencidas de la tienda s asignaron en forma aleatoria a CHAMPION y a PAY-
MENT. Este usd miés llamadas telefénicas directas v “ninguna”, solo la estrategia CHAM-
PION. Por medio de PAYMENT lambién se cobsaron 130 000 dblares mis por mes que con
cualguiera de las estrategias de CHAMPION, una mepora de 5 a T, Obsérvese que usar
mds de la estratepia “ninguna accidn”, ocasiona clertamente jun ineremento a lango tiem-
po en el boen nombre del cliente!

Paso §: Como se explictd en el paso 3, para cada tipo de cuenta, PAYMENT indica a los
gerentes de crédito 1a fraccidn que debe recibir cada tipo de contacto. Por gjemplo, para
las cisentas vencidas de tres meses con un peguefio saldo insoluto (- 300 dblares) v alw
puntaje de cumplimiento PAYMENT podria dictar 30% de ninguna accidn, 20% de cartas,
3% de mensajes telefonicos v 209 de lamadas telefonicas directas,

Pasoe By 7: FAYMENT se aplicd luego a 18 millones de cuentas de la canera de 4 600
millones de dolures de Lo tienda de departamentos Montgomerny-Wand. 51 se comparan los
resultados de las cantidades cobradas para el mismo periodo del afio antenior, se determi-
fid que P4 FMENT incrementd la cantidad cobrada en 1.6 millones de dolares al mies (mshs
de 1% millones de délares al afio). En realided es una estimacion conservadora de 105 be-
neficios obtenidos con PAYMENT, porque éste se aplicd primero a la carters de Montgo-
mery-Ward durante la parte mas imténsa de una recesdn v una recesidn dificulta adn mas
el cobeo de cuentas vencidas.

GE Capital estima en forma global que PAYMENT incrementd las cantidades cobradas
en 37 millones de ddlares por afio, ¥ usd menos recurses que las estrategias anteriongs,
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2.1 Matrices y vectores
Matrices

DEFINICION B LUna matriz es cunlgoier arreglo rectangolar de numercs, u

Por ejempla,
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DEFINICION =

A veces se usard la notacion A = [a,] para indicar que 4 es la matriz cuyo j-ésimo ebe-
mentio €5 dy.

Doz matrices A = [a] v § = [by] son iguales si v silo si A v 5 son del mismo
orden, para toda i y j.ag = by =

Ll PO I W

cntonces. A = Bmysilosix = l,y=2,w=3yz=4,

Por ejemplo, si

Vectores

Cualquier matriz con sdlo una columna (es decir, cualgquier matriz m X 1) se considera
como un vector columna. La cantidad de renglones en un vector columna es la dimen-
sidn del vector colummna, Entonces,

N

podria considerarse como una matriz de 2 X | o un vector columna bidimensional. Me-
diante B™ se denotard el conjunto de todos los vectores columna m-dimensionales,

Todo lo anterior se puede aplicar a cualquier vector con sdlo un renglon (una matriz de
I m) como un vector remghin. La dimension de un vector renglon es el nldmero de oo-
lumnas en el vector. Por consiguiente, [9 2 3] se podria considerar como una matriz
| ® 3, o bien, un vector renglon tridimensional, Los vectores aparecen en negntas: por
ejemplo, vector v, en este libro. Un vector m-dimensional (ya sea renglon o columna) en el
cual todos los elementos son iguales a cero, se llama vector cero (se escribe ). Entonces,

o
[0 0] ¥ 0

son vectores cero bidimensionales.

Cualquier vector m-dimensional corresponde & un segmento de recta dirigido en ¢l
plano m-dimensional. Por ejemplo, en el plano bidimensional, ¢l vector

o-[3

corresponde al segmento de recta que une ¢l punio
o
LI
)
Los segmentos de recta dirigidos gue corresponiden a

R T

sc trazan en la figura 1.

con el punto
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FiGURA 1
Les veciomes son
segmenios de
recta dirigidos

Producto escalar de dos vectores

Un resultado importante de multiplicar dos vectores es el prodiscto excalar. Para definir el
producto escalar de dos vectores, supdngase que se tiene un vector renglhén o = [,
li,] ¥ Un vector columna

My e

de la misma dimensitn. El producto escalar de uw v v (escribase w - v) es ¢l numero
My F piavy oo ok o,
Para que el producto escalar de dos vectores esté definido, el primer vector debe ser

un vector renglon v el segundo vector debe ser un vector columna. Por gpemplo, si

m=[1 2 3] y

enionces, w - ¥ = [(2) + 21} + 32) = 10, De acuerdo con estas reglas para calcular un
producto escalar, si

1
2| ¥ v=[2 3]

entonces o - v oo estd definido, También, =i

o=

[T 2 3 | ’ ]
u= 2 ¥ =
4 1
entonces, W+ v no estd definido porque los vectores son de dos dimensiones distintas.
Obsérvese gque los dos vectores son perpendiculares s v solo 51 su prodocto escalar es
igual a cero, Por tanto, los vectorea [|  —1] v [1 1] son perpendiculares.

Se nota que o+ v = |juf| vl cos 8, donde |uf es la longitud del vector u v #es el dngu-
Iy enire kns vectores u y v

2.1 Malrices y vectares
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FiGUmRA 2
Sama do vectores

Operaciones con matrices

A continuacion se explican ks operaciones aritmélicas con malrices que s¢ usan co ¢l res-
1 dled Libro.

Miitiplo escalar de una matriz

Dada cualquier matriz 4 ¥ cualguier nimerd ¢ (4 veces a un nomero s le lama escalar),
la matriz A ¢ obtiene a partit d¢ la matriz A &l mualtiplicar cada elemento de A por ¢ Por

ejemplo,
, I 2 1 6
51 A= . CRiOnCes i4 =
-1 0 -3 0
Para ¢ = — 1, la multplicaciin escalar de la mamz A se escribe a veces como —A,

Suma de dos matrices

Sean 4 = [ay] ¥ B = [&;] dos matrices del mismo orden (digamos, s = n). Entonces, la
matriz C = 4 + B se define como la matrniz m X n cuyo j~ésimo elemento es a, + by,
Entonces, para obtener la suma de las dos matrces 4 y B se suman los clementos corres-
ponddientes de A v B, Por gjemplo, si

[l 2 }] ["] . 3
4 - W ]
o -1 1 ’ 2 I —1]

=1
0+ 2

ENIONCCS

A+ RH=

-2 13 -3-]

[ﬂ-l‘lﬂ-'
=1+1 1-1

2 0 0y

Esta regla para la suma de matrices se puede usar para sumar vectores de la misma di-
mension. Porgemplo, sin =1 2X]yvy=[2 1], entoncesm +v=[1+2 2+1]=
[ 3]. Los vectores se podrian sumar en forma geométrica por medio de ln ley del pa-
ralelogramo {véase figura 2).

Se puede utilizar la multiplicacidén de escalares y la suma de matrices para definir ¢l
concepto de un sepmento de rects. Una mirada a la figura | debe convencer al lector de
que cualguier punio v en el plano m-dimensional corresponde al vector u m-dimensio-
nal que se forma al wnir ¢l origen con ¢l punto &, Para des puntos cualquiera o v v en ¢l
pland mr-dimensional el sepmento de recta que une & v v (Hamado segmento de recta o)
ex el conjunto de todos los puntos en el plano m-dimensional que corresponde a los vee-
tores o + (1 — civ, donde 00 = ¢ = | (figura 3). Por ejemplo, siw = (1, 2)y v = (2, 1},

w'-[." I]
= [ 2]
u-l-lu-[:l :l:

Lk, O]

ol
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FiGURA 3
Segmento de recta que | .
wne o= [12)y ' :
v=[41]

enlonces el segmento de recta wv consiste &n los puntos que cormesponden a los vectores
el 2] +(l—cfe 1j=[2—¢c 1 +4+eldonde=c=|.Pame=0yvc=1,se
obtienen los puntos Anales del segmento de recta wv; para ¢ = 1, se obtiene el punto me-
dio (0.5a + 0.5v) del segmento de recta we.

Mediante la ley del paralelogramo, el segmento de recta wv podria ser considerado
también como los puntos correspondientes a los vectores u + oy — ), donde 0 = ¢ =
1 (figura 4), Obsérvese que para ¢ = [, se obtiene el vector u (gue corresponde al punto
gl ¥ para c = |, 3¢ obliene el vector v (que corresponde al punto v,

La traspuesta de una matriz
Diada cualguier matnz m < &
di] @3 ... g
@3 F e T
A=] i
Porl Omz oo Qg

la traspuesta de A (escribase A”) es la matriz n X m

Ty

FIGURA 4

Representacian dal
segmentn de recta v
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Por consiguiente, 4" se obtiene a partir de 4 al hacer el renglin | de A la columna 1 de
A", el renglén 2 de A la columna 2 de A7, v asi sucesivamente. Por ejemplo,

1 23
14 5 6

I 4
I enionces A" =2 §
I 6

Obsérvese que (A7) = 4. Sea 8 = [1  2); entonces

#’=[zl] y (B =0 2)=8

Como se observa mediante estos dos ejemplos, para cualquier matriz A, (A7) = A.

Multiplicacién de matrices
Dadas dos matrices 4 v B, la matriz producto de 4 v B (escribase A8) estd definido 51 v
sl s

Mimero de columnas en 4 = mimero de renglones en & [1]]

Por el momento, supdngase que para alghn entero positive r, A tene r columnas v B
tiene r renglones, Entonces, para m y m, A e5 una matniz m > r y B es una matnz r X n,

DEFIHICIGM B La matrlz produocte C = AR de A v B es la mamz C m = 8 e f-tsimo ele-
menio 5 delerming como sigoe:

ij-t=imo elemento de O = producto escalar del renghon i/ de A 2 columna f de & = [2)

51 se cumple la ecuacion 1, entonces cada renglén de A y cada columna de B tienen el
misme namero de elementos, Ademds, si se cumple (1), entonces ¢l producio escalar en
la ecuacidn (2) queda definido. La matnz producto O = A8 ticne ¢ mismo nimere de
renglones que A ¥ el mismo mimero de columnas que 8.

Multiplicacion de matrices

Calcule C = AS para

1
A=F 'ﬂ y B=[2 3
1 2

Seoluchin Como A ¢s una matriz 2 ¥ 3 v B es una matriz 3 % 2, AF estd definida v C es una ma-
triz 2 X 2. De la ecuacidn (2},

1
ep =01 1 2]|12|=WI)+ W2+ 1) =35
I
o
cz=1 1 2]({3|= W)+ L(3) + 22) =8
F
11
ep=[2 1 3]12|=H1)+ W2+ 3{1)=7
1
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(1
em=[2 1 J]F =2AN+ N+ =1

7

s 8

{"=.dﬂ=[_l, i

Vector columna por vector rengion

Determing AR para

3

A |4| y B=[l 2

Solugiin Como A tene una columna vy 8 es de un renglon, O = AR si existe. De la ecuacidn {2) 22
sabe que C es una matriz 2 ¥ 2 con

1.'||__-"i'_3' {'j'|_d'|:_tr='4
Sy = 3{2! = § 3 = -ﬂﬂ} =§
Entonces,

EJEMPLDO 3 Veclor renglon por vecbor columna

Calcule ) = BA para A4 v 8 del ejemplo 2,

Solwckin  En ecste caso, [0 es una matriz 1 ¥ 1 (o un escalar), De la ecuackon (2,
dyy = [1 1||;;|= 1(3) + 264) = 11

Por consiguiente, D = [11]. En este ejemplo, la multiplicacién de matrices €3 equivalen-
iz a una multiplicacion escalar de un vector de un renglon v un vector de una columna.

Recuérdese que si se multiplican dos nimeros reales @ v b, entonces ab = ba. Esta es
la propiledad conmutativa de la mulriplicacion. Por medio de los gjemplos 2 v 3, se ilus-
ira que en lo que se refiere a la multiplicacion de matrices podria ser que A8 # B4, La

multiplicacitn de matrices no es necesariamente conmutativa. (En algunos casos & pue-
de ger AR = BA.)

EJEMPLD 4 Froducto de matrices indefinddo

Demuestre que AS o estd definido si

L2
‘|
L

|
BE=|0 1
1 2
Boluckin Mo esta definido porgue A tiene dos columnas v 8 es de tres renglones. Por tanto, ka ecua-
cidm (1) no se cumple,

I e e

2.1 Mairicas y vecioms 17




TABLA 1
Bblones 84 crvlo egagirios pan produc o jilie
o4 gasaling

T e

i
)

e
[EraegE
=

Muchoes caleulos que se requieren por bo regular en investigacidn de operaciones [y otras
ramas de las matematicas) se expresan en forma concisa por medio de multiplicacion de
meatrices, Con el fin de ilustrar lo anterior, supdngase que una compafia petrolera fabrica o
produce tres tipos de gasolina: premivm sin plomo, regular sin plomo y regular con plomao.
Estas gasoldinas se producen al mezclar dos tipos de petrdleo crudo: petrdleo crudo | v pe-
triilbeo crudo 2. La cantidad de galones de peirdleo crudo requenido para claborar un galin
de gasoling e da en la tabla 1.

A partir de esta informacion, es posible determinar la cantidad de cada tipo de peirdleo
crudo necesanio para obtener una cantidad dada de gasolina. Por gjemplo, si la compadia
desea producir 10 galones de premium sin plomo, seis galones de regular sin plomo v
cinco galones de regular con plomo, entonces, la cantidad necesania de petréleo crudo de
la empresa seria

Petrileo crudo | necesario = (3) (10) + (2) (6) + (1) § = 12.75 galones
Petrileo crudo 2 necesario = (1) (10) + ($) (6) + (3) 5 = B.25 galones
En general se define
po = galones producidos de premium sin plomo
iy = galones producidos de regular sin plomo
rp = gilones producidos de regular con plomo
¢, = galones requeridos de petrdles crudo 1
3 = galones requenidos de petrdleo crudo 2
Entonces, la relacidn entre estas variables se podria expresar mediante

e =@ pu+ G+ @
e = (Dpu+ Gyt @
Mediante la multiplicacidn de mairices, estas relaciones se podrian expresar de la mane-

13 siguients
MR
[ Figt
C3 = .y

Propiedades de la multiplicacién de matrices

Para terminar ¢5ta seccion, se tratan algunas propiedades imporiantes de la multiplicacidn
de matrices. En los temas siguientes se supone gue todos los productos de las matnices
estin definidos.

1 El renglén { de AB = (renglém i de A)B. Para ilustrar esta propiedad, sca

N

Entonces, el rengldn 2 de la matriz AR 2 % 2 es igual a

Bl i rad
] e | Bk
et |
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FlaurRa 8§

11
2z 1 32 3|=17 1
1 2

Esta respuesta estd de acuerdo con el gjemplo 1.

2 Lacolumnajde AF = A{columna § de B). Entonces, para 4 v B dadas, la primera co-
lurnna de AH es

[1 | 2] ;_[5]
21 3 7
l
Las propiedades 1 v 2 son Gtiles cuando se requiere caloular sdlo parte de la matriz A8,

3 La multiplicacidn de mairices es asociativa. Es decir, A(BC) = (AB)C. Para ilusirar-

lo, sean
cum 0ol eof]

Entonces AB = [10 13] y (AB)C = 10(2) + 13(1) = [33].

Por otro lado,
7
=[]
13

por lo que A(BC) = 1(7) + 2(13} = [33]. En este caso, A(BC) = (AF)C s cumple,

4 Lamultiplicacién de matrices es distributiva, Es decir, A(F + C) = AB + ACy (B +
C)yp = BD + CD.

Multiplicacién de matrices con Excel

Mediante la funcidn MMULT de Excel es ficil multiplicar matrices. Con ¢l propdsito de
ilustrarlo, seé usard Excel para encontrar el producto AR de matrices que & determind en
el ejemplo | (véase figura 3 v el archivo Mmult.xls), Se procede como sigue:

Pazo 1 Ingresar 4 v B en D2:F3 v D3.E7, respectivamente.
Paso 2 Seleccionar el intervalo (D9:E10) en el cual se calculara el producto A8,
Paso 3 En la esquina supenor quierda (D9) del mtervalo seleccionado escriba la fdrmula

= MMULT(D2:F3,D5:ET)

Luego presione Control Shift Enter (no sdlo Enter), v la matriz producto serd calculada,
Téngase en cuenta que MMULT e5 una funcidn de arreglo, v no una funcion ordinaria de
hoja de céleulo. Esto explica por qué se debe preseleccionar el intervalo para AR v usar
Control Shift Enter.

1 i Z
i, 1 ]
i 1
Z 3
1 F
E B
] T [T
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PROBLEMAS

i 1 2 3 1 2
1 m;-[d 5 ﬁ] ¥ s-l-n —1}.1.““
78 9 1 2
a -4 b 34 & A4+28
d A7 e BT 1 AR
g &4

2 Sdlo hay tres marcas de cervera disponibles (cerveza 1,
cervera I y cerveza 3) para la venta en Metropolis, De
cuando en cuanido, las persomas pruchan una u otra de es-
a8 marcas. Supdagase que al principio de cada mes, las per-
sonns cambian la cervera que estnhan tomando segin las
reglas sigussnbes:
A% de ks personas que prefieria la cerveza | cambia a la 2.
20% de las personas que preferia la cerveza | cambia a la 3,
300 de ks personas que prefera la cerveza 2 cambia a la 3.
307% de bns personas que preferin la cerveza 3 cambia o la 2,
100% de las personas que prefera la cervess 3 cambes a ba 1,
Para { = 1, 2, 3, sea x; el mimere de quienes prefieren la
cervera § al prancipio de este mes, v ¥, el ndmero de las per-
SOMas que cerveza i al principio del mes siguienie,
Por medio de la multiplicacion de matrices, relacione bo 5i-

Euienie:
» i
¥ ol

Grupo B
3 Demuvesine que la multiplicacion de mairices ¢8 asocka-
tiva,
4 Demuestre que pars cualquier par de matrices 4 v 8,
{AB)" = BTA",
§ Unamatriz A m % nes simétrica s A4 = A7,
a Demuestre que para cualguier matriz m % n, 447 es
s mElrie simétrica.
b Demuestre que para cunlguier matriz 4 de n = a,
{4 + A" es una matriz siméirica
[ Suponga que tanto 4 coma 8 son mainces & X oa, Des
musestre que al calcular ¢l producio AR de las matrices se
requiere & maultiplicaciones ¥ o° — & sumas.
T La traza de una matriz = la suma de sus elementos
diagonales.
& Parn cualguier par de matrices A v B, demuestre que
la traza (4 + H) = mara A + traza §.
b Para cualquier par de matrices 4 v B cuyos productos
ARy B4 estin defmados, demusitre que ba traca AR = tra-
za B4,

2.2 Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Considérese un sistema de ecuaciones lincales dado por

apry bty o ar, =h
anty toaxxy bt dagy, = b

: :

OuiXy * dpa¥z + 0 + QX = by,

En la ecuacion (3), xy, xa, . . . , X, 5¢ denominan variables, o incognitas, y las a, y b son
laz constantes. Un conjunto de ecuaciones como (3) se llama sistema lineal de m ecua-

ciones ¥ 1 varniables.

DEFIMICION =

LUna solucitm para un sisterna lineal de s ecusciones v A iNCOENItas €5 UM CoMjun-

1 de valores para las inchgnitas que satisface las m ecuaciones del sisterna. =

Para poder entender la programacidn lineal se requiere saber mucho acerca de las pro-
piedades de las soluciones para sistemas de ecuaciones lingales. Con esto en mente, 5o
tiene que dedicar mucho esfuerzo para estudiar dichos sistemas.

Una solucion posible para la ecuacion (3) se denota mediante un vector columna x
n=dimensional, en el cual el i~ésimo elemento de x s ¢l valor de x;. El ejemplo siguiente
ilustra el concepto de soluciin para un sistema lineal,
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Solucion para un sistema lineal

Demuesine que

£5 una solucién para el sistema lineal

(4

no es una solucidn para el sistema lineal (4).

«=[)

e85 una solucidn a las ecuaciones (4), se sustituye x; = 1 ¥ 12 = 2 en ambas ecuacionss y
s¢ comprucha que se cumplen; 1 + 2(2) =53y 21} -2=0,

[ ]
X
]

no ¢5 la solucidn para (4] porgue x; = 3 v ¥, = | no satisfacen 2y, = 1, = 0,

Solucdim Para demostrar que

Por medio del uso de matrices, se simplifica en gran medida el planteamiento y la so-
lucion de un sistema de ecuactones lincales. Para mostrar como las matrices sc usan pa-
ra representar en forma compacta ¢l sistema de ecuaciones (1), sean

dq dys ... Ty & by
31 @33 v Ta X3 by
4= =L o z=l:} b=
By . Bag wx M Xa by
Luego (3) puede escribirse como:
Ax=b 5

Observe que ambos miembros de |a ecuackm {5) son matrices de m X 1 (o bien, vectones
columna m X |). Para que |a matriz Ax sea igual a la matriz b (o para que el vector 4x sea
igual al vector b, sus elementos cormespondientes deben ser igunles, El primer elemento
de Ax es &l producto escalar del renglon 1 de A por x. Esto se podria escribir como

Xy
X3

[ay @z 0 @ | 3 | = anm + gk + o 4o,
Il’

Esto dehe ser 1gual al primer elemento de b (gue es &) Por tamto, (5) implics que g%, +
@yaks + =0 + dyx, = by, Eata eg la primera ecuacidn de (3], De igual manera, (5) impli-
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ca que €] producto escalar del renglin 7 de A por x debe ser igual a by, v dsta es justo ls
i-tsima ecuaciim de (3). Este andlisis demmestra que (3) ¥ (5) son dos maneras distintas
de escribir el mismo sistemna hineal, A lp ecuacidn (3) se lg llama representacién matri-
cial de (3). Por gjemplo, la representacion matricial de (4) es

;I

Algunas veces se abrevia {5) mediante

Alb (8)
514 s una matriz m X g, 58 supone que las variables en (6) son %, &3, . . ., X, Enfon-
ces, (6) es ofra representacion mas de (3). Por ejemplo, la matnz
I 2 32
01 203
1111

represenis ¢l sistema de ecuaciones
I| + h’z"‘ 3.\']_= I
X3+ 2y = 3
Xy "|'I'] ‘|"I] =]

PROBLEMAS

Grupo A
1 Ulilice matrices pam reprasentar ¢l sasiema sigments de =5 =4
ecuaciones de dos formas disiinias: Ir, +x, =6

.':'|+3.t-_;=3

2.3 Solucidn de sistemas de ecuaciones lineales mediante el método de
Gauss-Jordan
En esta seccidn se trata un método eficiente (el métndo de Gauss-Jordan) para resolver un

sistema de ecuaciones lineales, Por medio de este método, se muestra que cualquier sis-
tema de ecuacionss lincales debe estar en uno de los siguientes tres casos;

Caso 1 El sistema no tiene solucidn,
Casp 2 El sistema ticne una sola solucion.
Casa 3 El sistema tiens una contidad infinita de soluciones,

El método de Gauss-Jordan es también importante porque muchas de las operaciones que
s8¢ utilizan en el método, s usan cuando se resuelven problemas de programacién lineal
mediante ¢l algoritme simplex (véase capitulo 4).

Operaciones elementales con los renglones

Antes de estudiar ¢l método de Gauss-Jordan, es necesario definir ¢l concepto de una
operaciin clemental con los renglones (OER). Una OER transforma una matriz espe-
cifica A en una matriz nueva A° por medio de una de las siguienies operaciones.
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OER tipo 1

La matriz 4’ se obfiene al multiphicar cualguer renglon de 4 por un escalar diferente de
cero, Por ejemplo, si

1 2 3 4
A=|1 3 5 &
By

0
entonces una OER tipo 1 que muliiplica €l rengldn 2 de A por 3 daria
1 2 3 4]
A=|3 9 15 18|
¢ 1 2 3
OER tipo 2

Para empezar se multiplica cualguier renglom de 4 (p. g)., el renglon i) por un escalar dis-
tinto de cero . Para alguna § # J, sea el renglin f de A" = c{renglon § de A) + rengldn f
de A, y scan los otros renglones de A los mismos que los de A.

Por ejemplo, se podria multiplicar el renglon 2 de A por 4 ¥ reemplazar ¢l renglin 3
de A por Hrengldn 2 de 4) + renglon 3 de A. Entonces, el renglon 3 de 4’ s2 vuelve

41 3 5 6 +[0 1 2 J=[4 13 22 27]

y
I 2 3 4
A = |1 3 5 6
4 13 2 27
OER tipo 3

Intercambia dos renglones cualquiera de A. Por ejemplo, i s¢ desea intercambiar los ren-
glones | y 3 de A, se obtiene

0 1 2 3
A"=11 3 5 &
I 2 3 4
Las OER tipo | v tipo 2 formalizan las operaciones usadas para resolver un sistema de
ecuaciones lineales. Para solucionar el sisterna de ecuaciones
n+x;=2
g +dxy =7
sc podria proceder como sigue. Pimero sc reemplaza la segunda ccuacion en (7) por

~2(primera ecuackin en (7)) + segunda ecuacion en (7). Asi se obtiene el siguiente sistc-
mia de ecusciones:

M

0 +tx=2 -
2ry =3

Luego se multiplica la segunda ecuacidn en (7.1} por ; con lo cunl se obtiene ¢l sistema
n+x;=1

el s

Por Gltimo, se reemplaza la pnmera ecuacion en (7.2) por —1[segunda ecuacion en (7.2)] +
primera ecwackon en {7.2). Asl se obtiene &l sistema
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(1)

Pl B

Xy =

El sisterna (7.3) Gene una soluckon dnica x, = % Y= % Los sistemas (73, (7.1, (7.2}
y (7.3) son eguivalentes porque fienen ¢l mismo conjunto de seluciones. Esto quicre de-
crquex, =3yx = %1:5 también la dnica solucidn para ¢l sistema original (7).

i se ve a (7) en la forma de matriz aumentada ( A|b), se observa que los pasos utili-
zados para solucionar { T) se podrian considerar como OER tipo 1 v tipo 2 aplicadas a Afb.
Empecemos con Ia version de matnz sumentada de (7

[I | :] )
2 417 @

Ahora se cjecuta una OER fipo 2 reemplazande el renglén 2 de {7") por —2(renglén 1 de
(73 + renghin 2 de (7'} El resaMado es

03 --
0 213 o)

lo cual cormesponde a (7.1). Enseguida se multiplica el renghén 2 de (7.1") por | (OER 1i-
po 1), con lo que s& obliene

1 1

01

que corresponde & (7.2}, Por dltime g2 efectia una OER tipo 2 al reemplazar ¢l renglon
1 de (7.2 por =1{renglon 2 de (7.2')) 4 renglon | de (7.2°). El resuliado es

]
o1

Iov cual corresponde & (7.3). Al transformar (7.3 de nuevo en un sistemna lineal, se obtic-
e gl sistema x; = % ¥ I3 = : bo cunl es idéntico a (7.3),

;
s (r2)
i

(73]

Bl i 3 | =
L

Resolucion mediante el método de Gauss-Jordan

El aniligis en la seccidn anterior indica que, si la matriz 4'[b° se obtiene a partir de A|b
por medio de una OER, los sistemas Ax = by A"y = b" son equivalentes. Por consiguien-
te, cuslquier sucesitn de OER ejecutada én la matriz sumentada 4|b correspondiente al
sisterna Ax = b generard un sistema lineal cquivalente,
El método de Gauss-lordan resuelve un sistema de ecuaciones lineales utilizando OER. de
modo sistemédticn, El método se ilustra mediante la resolucion del sipmiente sistema lineal:
ll'| + 1.[;! + Xy = EI
.ll'| — N3 + 11'3, = ﬁ “}

X = I_!'l'.lf_q:j

La representacion de la matriz sumentada o3

2 2 1|9
Ab=|2 -1 2 Ly
I -1 2|s

Supbngase que mediante |a gjecucion de una sucesion de OER en (B') es posible trans-
formar (R') en
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1 o 0|1
o1 0|2 ")
0 0 1|3

Se observa que ¢l resultado conseguido cuando se gjecuta una OER en un sisterma de
ecuactones también se logra mediante la multiplicacidn de ambos miembros de la repre-
sentacion matricial del sistema de ecuaciones por una matriz especifica. Asi se explica por
qué las OER no modifican ¢l conjunto de soluciones para un sistema de ecuaciones.

La matriz (9") corresponde al sistermna lineal siguiente:

I I
) =2 [’]

Xy -= 3
El sistema {9) tiene la solucion dnica x; = 1, x; = 2, x, = 3. Como (9} se obtuvo a par-
tir de (B') mediante una sucesidn de OER, enfonces se sabe que [B) v (%) son sisternas
equivalentes lineales. Por consiguients, xy = 1.x; = 2, xy = 3 también debe ser solucidn

anica de (8). Enseguida se ilustra cdmo usar las OER para transformar un sistema relati-

vamente complicado como (8) en un sistema relativamente simple como (%), Esta es la
caencia del método de Gaoss-Jordan.

S empieza por usar las OER para transformar la primera columna de (8" ) en

{l

Luego se usan las DER para transformar la segunda columna de la matriz resultante en
3

1

10

Por altimo s¢ aphican las OFR para transtormar la tercera columna de fa matriz resultante en
.

0

|

Como un resultado final se obtiene (9"). Ahora s2 aplica el método de Gauss-Jordan para
resalver (R). Para empezar se usa una (QER tipo | para cambiar el elemento de (87 ) en el pri-
mer rengldn v primeras columna en un 1, Luego se suman madliiplos del rengldn | al renghin
2 v luego al renglon 3 (éstas son OER tpo 2). El objeto de estas DER tipo 2 es poner ceros
en el resto de la primera columna, La sucesiin siguiente de OER logra los objetivos,

Pasa 1 Multiplique el renglén | de (R") por ; Esta OER tipo | genera
1 ]
I I 3|3
=1 ¥4
Pazo 2 PReemplace el renglon 2 de A, by por =2(renglén 1 de 4, |b,) + renglém 2 de 4, |b,.
El resultado de esta OER tipo 2 es
in 1
Aqlby = in -3
I I

= mE]=
|
A e el
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Paso 3 Reemplace el renghén 3 de A3]bs por —1(renghin 1 de 45/b; 4 renglén 3 de 44/b,.
El resultado de asta OER tipo 2 es

1 1
Ashhy = |0 =3
o -2
La primera columna de (8") s¢ transformd en
1
]
]
Mediante este procedimisnio, se tiene la seguridad de que la variable x, =& encuentra

in solo una ecugcidn, v que en @s8a ecuacidn tiens un coeficiente de 1. Ahora se convier-
1e la segunda columna de A,y én

[ [REgee Y -
Lawd s | e

k=

L}
1
0

Se empicza por usar una OER tipo | para erear un 1 en el renglon 2 v columna 2 de 44/by.
Lucgo s¢ utiliza ¢l renglén 2 resultante para gjecutar las OER tipo 2 que se requieren pa-
ra pomer ceros en ¢l resto de la columna 2. Los pasos 4 a & consiguen estos fines.
Paso & Multiplique el renglén 2 de A3[b; por —2. El resultado de esta OER tipo | es

(I 3

Agby = 10 1

':' _2 2
Pasa 5 Reemplace el rengitm 1 de 4,/b, por —1{renglon 2 de 4,]b,) + renglén | de Ab,.
El resultado de esta DER fipo 2 25

]
il | e o | =1 |
-

MR
Aglbs = [0 1—§|:
— 3 !
0 -2 i

Paso @ Reemplace el renglin 3 de Afbs por 2(renglon 2 de As[bs) + renglin 3 de A|bs.
El resultado de esta OER tipo 2 es

] T
1 0 &3
Adbe = |0 1 —5 | 1
5| 5
oo 5l
La columpa 2 s¢ comvirtio en
0
|
1]

Dbgérvese gue la transformacion de la columna 2 no cambid la columna 1.
Para terminar el procedimiento de Gauss-Jordan, se tiene que transformar I tercers
columna de A4/bg en
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Primero se utiliza una OER tipo | para crear un | en el tercer renglon v tercera columna
de Agb,. Luego se aplican OER tipo 2 para obtener ceros para el resto de la ¢olumna 3.
Mediante los pasos 7 a 9 se alcanzan los objetivos.

Pazo 7 Multiplique el renglin 3 de Aglbg por : El resultado de esta OER tipo | es

10 23
A, =10 1 -3 |1
0 0 k. [-3

Pase 8 Reemplace ahora el renghin 1 de 4;|by por — {renglén 3 de Ab;) + renglén 1
de A+|b+. El resultado de esta OER tipo 2 es
1t a 0]}
Agbg =0 1 1
0 3

Paso 8 Reemplace el renglon 2 de Ag|byg por ﬂmngidrn 3 de Aglby) + renglon 2 de A, |b,,.
El resultado de esta OFR tipo 2 es '

1
3
|

1 0 Elll
Aglby =0 1 0|2
00 1|3
Aqg|by representa el sistema de ecuaciones
X1 =1
=2 1]
J:_n.L,]i

Por consipuiente, (%) tene la solucwn dmica x, = 1, x; = 2, x; = 3. Como (9) se obiuvo a
partir de (8) por medio de OER, la solucidn Gnica para (8) también debe serx, = 1,3, = 2,
X = 3.

El lector podria preguntarse por qué se definieron las OER tipo 3 (intercambio de ren-
glones). Con el fin de ver por qué podria ser 0fil una OER tipo 3, supdngase que se de-
sea resolver

2estxy =6
X + Xz — X = ¥ m
2x; + xa+ Xy = 4

Para resolver (100 por medio del método de Gauss-Jordan se forma primero [a matriz au-

mentada
0 2 ]‘ﬁ
.-I|l:l= 1 I =l |2
21 114

El cero del rengldn 1 ¥ la columna 1 significa que no se puede aplicar una OER tipo | pa-
ra obtener un | en el renglin 1 columna 1. Pero s1 se intercambian los renglones | v 2

{una OER tipo 3), se obtiene

1 1 -1]2
02 1|8 )
21 1|4

Y entonces va se puede proseguir de la manera usual con el método de Gauss-Jordan,
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Casos especiales: no hay solucién
© hay un nimero infinito de soluciones

Algunos sisternas lineales no henen solucidn, ¥ olros tenen un nimero infinito de solu=
ciones. Modiante los dos ejemplos siguientes se ilustra como el método de Gaoss-Jordan
H}l:l-li:l 4 reconooer $510%8 CHS08,

Sistema lineal sin solucion

Deterrnine fodas las soluciones del sistema kineal siguiente:
o+ =13
2ry 4 dry =4
Solucidn  Se aplica el méiodo de Ganss-Jordan a la matriz

Alb = [I 2 5]
2 4|4
Se empieza por recmplazas el rengldn 2 de A|b por —2(renglon | de A[b) + renglda 2 de A|b.
El resultads de esta OER tipo 2 es
E I 2
0o o

Abora lo mejor serfa transformar la segunda columna de (12) en

i
I
pere no es posible, El sisterna (12) es equivalente al sistema de ecuaciones siguiente:

.I:|+h:—.1.l
ll.r|+l1t;=—2

(*1)

3-| @
-2

=

Cualquiera que sea el valor que s¢ d¢ a xy ¥ 13, no se satisface l segunda ecuacion en
(§2"). Por consiguiente, (12°) no tiene solucion. Como (127) se obtove de (11) por medio
de OER, ampoco (11) tiene solucidn,

Mediante 2l gjemplo 6 se ilnstra la siguiente idea: i aplica o métado de Gauss-Jordan o

un sistema lineal v obtiene un renglin de la forma [0 0 -+ O] {c # U), entonces no
fene soluciin of sistema Hneal original,

Sigterma ineal con cantidad infinila de soluciones

Aplique el método de Gauss-Jordan al siguiente sigtema lincal:

I]"'I: =]
.T_!""I3=3 “3]
,1'|+1!1+I]_""¢

Soleckin  La forma de la matnz aumentada de (13) ¢s
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Se empieza por reemplazar ¢l rengldn 3 (porque en el rengldn 2, columna 1 ya hay un cero)
de Alb por = l{renglén | de Alb) + renglin 3 de A|b, El resultado de esta OER tipo 2 es

1 1 @]

Aiby=10 1 1|3 ()
o 1:1ls

Luego se reemplaza el renglén | de 4,|b; por —I(renglén 2 de 4,|b,) + rengldn | de
A,|by. El resultado de esta OER tipo 2 es

1 0 =1 | =2]
Asdbz =10 1 1 1|
[ I | 3J

Ahora de reemplaza el renglon 3 de As|bs por = l{rengldn 2 de dsibs) + renglén 3 de
Az|by. El resultado de esta OER tipo 2 es

18 =] -2
A =l0 1 1| 3
oo of o

Lo mejor seria transformar ahora la tercera columna de A4 |by et

0

1

pero esto s imposible. El sistemna lineal correspondiente a A4|b; es

% Iy = =3 [1a.1]
Xz i+ Xy = 3 {HII
u.l:| + Ux;- + r.h::l. = [} [‘"r‘]‘

Supdngase que se asigna un valor arbitrario &k a x5 Entonces (14.1) se satisface x; — &
=2, 5 r; = k — 2 De igual manera, (14.2)se cumplesiz; + k=3, esdecrx; =3 — &
Maturalmente, (14.3) se satisface para cualquier valor de xy, 73 ¥ xy. Enlonces, para cual-
quier namero &, 5y = & — 2, 13 = 3 — & x3 = k ¢35 una solucion de (14). Por tanto, {14)
tiene un numero infinito de soluciones (una por cada nimero £}, Como {14) 22 obtuvo de
(13} por medio de OER, (13) también tiene un namero infinito de soluciones. Una carac-
terzacion mas formal de los sistemnas lineales que tienen un namero de soluciones, se
presents después del resumen siguiente del método de Ciauss-Jordan.

L
Resumen del método de Gauss-Jordan

Pasa 1 Para resolver 4x = b obtenga la matriz sumentada Alb.

Pase 2 En cualquier paso defina un renglin aciual, columna actual v un valor actual (el
valor en el rengldn v columnas actuales). Empicce con el renglon 1 como renglén actual,
columna | como la columna achual v gy como el valor actual. (a) 5i ayy (el valor actual)
s diferente de cero, entonces utilice las OER para transformar la columna | (la columna
actual) en l

L]
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Luego obtenga el renglin, columna vy valor actuales nuevos desplazdndose hacia abajo un
renglén ¥ una columna a la derecha, ¥ continde con el paso 3. (b) 5i a;; (el valor actual)
s igual a cero, entonces ejecute una OER tipo 3 gue abargue ¢l renglén actual v cual-
quier rengldn que contenga un nimero distinto de cero en la columna actual. Utilice OER
para transformar la comuna 1 en

0
Lusgo obtenga ¢l renglon, columna y valor actuales macvos al desplazarse hacia abajo un
renglon v una columna a la derecha, Continde con el paso 3. (¢) 5i no hay nimeros dis-
tintos de cero en la primera columna, entonces obtenga una columna actual nueva ¥ otro
valor actual nuwevo al moverse una columna a la derecha. Luego continde con €l paso 3,

Paso 3 (&) 5i el nuevo valor actual es distinto de cero, entonces efectie OER para trans-
formario en | v ¢l resto de los valores de la columna actual en ceros, Cuando termine, ob-
tenga el renglon, columna v valor actuales nuevos. 5i o anterior es imposible, entonces
deténgase. Si no es asl, repita el paso 3. (b) 5i el valor actual es cero, entonces ejecute una
OER tipo 3 con el rengldn actual ¥ cualquier renglén que contenga un ndmero distinto de
cero en la columna actual, Luego use OER para transformar ese valor actual en | v el res-
io de bos valores de ko columna actual en ceros. Cuando termine, obtenga el rengldn, co-
lumna y valor actuales nuevos. Si lo anterior es imposible, entonces deténgase, pero si no
I g5, repita el paso 3, (¢) 5i la columna actual no tiene ceros abajo del renghin actual, en-
tonces obtenga la columna y ¢l valor actuales nuevos y repita el paso 3. Si es imposible,
deténgase,

Este procedimiento podria requerir omitir una o mis columnas sin transformarlas (véa-
s& problema &)

Paso 4 Escriba el sistema de acuaciones 4'x = b' que corresponde a la matriz A'[b" ob-
tenida cuando se completa ¢l paso 3. Entonces A"x = b’ tiene ¢l mismo conjunio de so-
luciones que Ax = b,

Variables basicas y soluciones a sistemas
de ecuaciones lineales

Es necesario definir los conceplos de variables bdsicas v no bisicas para poder describir
el comjunio de soluciones de A'x = b" v (4dx = h).

DEFINICION m Después que se aplicd ¢l método de Gauss-Jordan a cualquier sistema lineal, la
vanable cuvo coeficiente es 1 en una ecuacion ¥ 0 en todas las olras ecuackones,
sc llama variable hisica (VB). =

Cualguier varable que no &5 una varable bigica se [lama variable no isica
(VNEB. = '

Sea FB el conjunto de variables bdsicas para A'x = b" v VMNB el conjunto de variables
no bdsicas para A'x = b', El cardcter de las soluciones para A'x = b' depende de lo que
sucede en los casos sigulentes.

Casa 1 A'x = b’ tiene por lo menos un renglon de la forma [0 0 - 0Oj¢] (¢ # 0).
Entonces, Ax = b no tiene solucion {recuérdese el ejemplo &), Como gjermplo del caso 1,
supdngase que cuando el método de Gauss-Jordan se aplica al sistema Ax = b se obtie-
ne la siguiente matriz:
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L0 0 1] 1]
o 1 0 2 |
AR =0 0 1 3| -1
oo0o0c¢| o
00 06| 2

En este caso, A'x = b’ (¥ Ax = b} no tiene soluciin.

Cazo 2 Suponga que el caso | no se aplica y que WNB, el conjunto de variables no ba-
sicas, es vacio, Entonces A'x = b’ (y Ax = b) tiene solucion andca. Con el fin de ilustrar
lo anterior, recuérdese que al resolver

EIL';'lT]"' I:.|=9
1L'|__I1+h3;f.!
J:':|_.'li'_;"l'.h'1=5

con el méetodo de Gauss-lordan se obtuvo

1 0 01
A'lb'=}0 1 0|2
oo 1]3

En este caso, VB = {x, xs, xa} ¥ VNB es vacio, Entonces, la solucitn Gnica para 4'x =
hr '.:1'-"1: - h}:s'ﬂ = ]111 S 2|-":]- =3

Eazo 3 Suponga que el caso | no se aplica v que VNB no es vacio. Entonces, 4'xs = b’
(¥ Ax = b) tiene un ndmero infinito de soluciones, Para obtenerlas, se asigna primero a
cada vanable no basica un valor arbitrario. Luego se defermina el valor de cada variable
bdsica en términos de las variables no bdsicas. Por ejemplo, suponga

1 001 1}3

rlh,_uluzu 2 a9
' 0010 1]1
0 000 010

Como ¢l caso | no se aplica y VB = {x), &, 53} ¥ VNB = {x,, x.}, se tiene un ejemplo
del caso 3: A'x = b’ [y Ax = b} tiene un ndmero infinito de soluciones. Para ener una
idea de como lucen las soluciones se anota 4'x = b';

T + xg+ xy=13 (15.1)
1 2x, =2 (15.2)

3 + x5=1 (15.9)

Or, + Qx; + Ox; + Oxy + Qe =0 (5.4

Luego se asignan valores arbitrarios ¢ v k a las varables no basicas (1, ¥ xs); entonces,
y=cyxs™ kDe(lil)setenequexy; =3 —c—LApartirde(13.2),x; =2 — 2¢.
De {15.3) 56 tiene que x3 = | = & Como (15.4) se cumple para iodos los valores de las
variables, x;y = d =¢e=kn=2 =2Ic,x= | = k x = ¢ ¥ x5 = k son una solucidn
para A'x = b’ {v Ax = b) para cualquier valor de ¢ v de &

El estudio del método de Gauss-Jordan se resume en la figura 6. Se tratd este método
con detalle porgue al estudiar la programacion lineal se presentan en forma repetida ejem-
plos del caso 3 (sistemas lineales con ndmero infinito de soluciones). Debido a que el re-
sultado final del método de Gauss-Jordan siempre debe ser uno de los casos | a 3, s
demostrd que cualquier sistema lineal puede no tener solucidn, tener solucion Gnica o una
cantidad infinita de soluciones.
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i B dme un nenglte [0 @ << 0 cf {r 07

sl_l_-"'. '!‘-l'D."'-.__
: kY
Ax = hao Edcucmire VB
mmi ¥ VNE
s VIVE
vagint
FIGURA & "
| 0
Descripeidn del método N,
de Gauss-Jordan para AX = btiene wn
N Ax = b one pearal 8
resshver sistemas .,H__: rréemera infinilo
Grupo A
Utilice el méwndo de Gawss-lordan para determinar =i los si- [ i+ 2y =4
guientes sistemas lineales no tienen solucian, tiemen solu- Bt g+ o, =4
cidin imnica o un mimere infinito de soluckones. En caso de iz— X3 =10
expstir, determmae & solucuhn.
T Xy +.I:_1 =2
| I|+ X3 + iy =13 —|l:;|_+h;=3
X3 + X = 4 B+t =13
ntmtmntan=8 B ox+at xy = |
=I|+ .I:1+.I::|-'d I;-+2.T:|+.L|,=2
Xy +1|': = i Ty ™ 3
A x+ xmp=1
Iy + 3y =3 Grupo B
3o o+ 2y = . . o .
8 Supomga que un sistema linsal Ax = b e mhs varia-
d My —m oyt =6 bles que ecusciomes. Demuoesire que Ax = b no pusde ie-
Xy + 13 + o =4 mezr una. seducicn dnics,
‘ Xy + X3 = 5
Ky + 1!'.. = 3
Iy + D.ﬁ-.n = |
llij + Xy = i
o
2.4 Independencia y dependencia lineales
Los conceptos de conjunto de vectores linealmente independientes, conjunto de vectores
lincalmente dependientes v ¢l rango de una matniz se tratan en esta seccion. Estos con-
ceptos son (iles en el estudio de matrices inversas.

Antes de definir un conjunto de vectores linealmente independiente, ex necesario esta-
blecer qué ¢s una combinacion lineal de un conjunto de vectores. Sea V= v, va, ..., ¥)
un conjunto de vectores renglin con la misma dimensidn,

"En esta secitm se tratan temas que podrian omitines sin pérdida de continuadad.
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DEFINICION & Una combinacion Hneal de los vectores en | es coslguier vector de In forma
Cy¥y T E¥s - b Ci¥y |‘|||||q.!.q,_:.-| a1 . B =00 sscalares arhitranos ]

Por ejemplo, 5i ¥ = {[1 2],[2 1]}, entonces
2vi— w=3[ 2D-[2 11=[0 3]
vi+iIwu=[1 +32 1Ih=[7 5
v, +3v =00 01+ 32 Ih=[6 3]

son combinaciones lineales de los vectores en F. La definicion que sigue podria aplicar-
si tarnbién a un conjunto de vectores columna.

Supongs que 2 Hene un conjunio F = (v, va, ..., v ) de veclores renglon s-dimen-
sionales. Sea@ = [0 0 - 0] el vector O m-dimensional. Para determinar si F es un
conjunio de vectores linealmente independiente, se trata de encontrar una combinacion 1i-
neal de vectores en F que se pueda sumar a 0, Evideniemente, Oy, + vy + <« + v, es
una combinacion lincal de vectares en F que se puede sumar a 8. La combinacién lineal
de vectores en F para la cual ¢ = £3, = .. = o = (1 52 denomina combinacion lineal fei-
vigl de vectores en ¥, Ahora ya se pueden definir los conjuntos de vectores linealmente
independientes y inealmente dependientes.

CEFIMICION 8 LUn comjunto deé vectores m-dimensionales és linealmente independiente s 1a
unice combinacidin lineal de vectores en V' goe es igual a 0 es o combinacion
lineal trivial, =
Un conjunto de vectores m-dimensionales 3 lnealmente III."P[‘H{!!'['H“." & ||:|_'.'
una combinacion lineal no trivial de veclores en F ogquee se suma s 0. =

Mediante los siguientes ejemplos se aclaran estas definiciones.

EJEMPLO 8 Un vector O forma un conjunto LD

Demuestre que cualquier conjunto de vectores que contiene ¢l vector 0 es un conjunto 1i-
neilmente dependiente.

Soluckin  Para ilustrardo, s¢ demostrard que si F = {[0 0L [T O} [0 11} entonces F es lineal-
mente dependiente porque si, por ciemplo, oy # 0, entonces o{[0 O] + 01 0] +
[0 175 = [0 0] Por consiguente, hay una combimacion lineal no trivial de vectores
en Fgue se suma a (),

EJEMPLO £ Un conjunto de vectores LI

Demuestre que el conjunto de vectores B = [[1 0], [0 1]} 5 un conjunto de vectores
linzalmente independientes,

Solucion  Se tratard de determinar una combinackon lineal no trivial de los vectores en P que dan 0,
Para esto se requiene enconirar escalares o v o3 (por o menos uno de 1os cuales es distinto
e cero) que satisfaga o ([1 0]y + [0 1]) = [0 0] Por consiguienie, ©, v ¢; deben
satisfacer [¢; cx] = [0 0). Esto quiere decir que ©; = ¢z = (. Esta combinacion lineal
tnica de vectores en Fgue da 0 es la combinacion lineal trivial. Por consiguiente, V' es un
conjunto de vectores linealmente independientes,

EIEMPLO 10 Un conjunta de wectores LD

Demuestre que ¥ = [[I 2][2 4]} es un conjunto de vectores linealmente dependientes,

Solechen  Puesto gue 201 2]y — I(]2 4]} = [0 @), hay una combinacion lineal no trivial con
£y = 2y e; = —| gue da 0. Por consiguiente, F es un conjunto de vectores linealmente
dependientes
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Pero, jqué significa intuitivaments ¢l gue un conjunto de vectores sca linealmente de-
pendiente? Para entender el convepto de dependencia lineal, observe que un conjunto de
vectores Fes linealmente dependiente (con la condicion de que 0 no estd en F) si v solo &
e= posible representar un vector en V como una combinacion lineal no trivial de otros vec-
tores en V(véase problema 9 al final de esta seccidn), En el ejemplo 10, [2 4] = 201 2]
Por tanto, si un conjunto de vectores Fes linealmente dependiente, los vectores en F no son,
de alguna manera, “diferentes” vectores. Por “diferente” se quicre dar a entender que ka di-
reccion especificada para cualgquier vector en Fno se puede expresar sumando mialtiplos de
otros vectores en ¥, Por ejemplo, en dos dimensiones se puede demostrar que dos vectones
son lincalmente dependientcs si v solo =i estdn en la misma recta (véase figura 7).

Rango de una matriz

Mediante el método de Gauss-Jordan, es posible determinar si un conjunto de vectones €3
linealmente independiente o dependiente. Antes de explicar cudl es el procedimiento, se
define el concepto de range de una matriz

Scd A cualquier matniz m % n v los renglones de 4 para ry, rg, . . ., 1. También se
define R = {F1,.r5 ...y Fml-

oEFINICION ® El rango de 4 es ¢l mimero mas grande de vectores linenlmente independwenies
en ¢l subconjunio de K, »

Medmnte los sigunentes tres ejemplos se lustra e concepto de rango

Matriz con rango O

Demuestre que el rango de 4 = 0 para la siguienic matmz:

A_[n 0
o o

Belecién  Paru el conjunio de vectores & = ([0 0], [0, 0]}, es imposible escoger un subconjunto
de R que sea linealmente independiente {recuerde el ejemplo 8).

Matriz con rango igual a 1

Demuestre que el rango de A = 1 para bn siguiente matriz:
L &
A = 3 3

-
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Soluglin  Aqui B = [[1 1].[2 2]} El conjunia [[1 1]} es un subconjumo linealmente indepen-
diente de R, asi el rango de A debe ser por lo menos de 1. 5i se intenta encontrar dog vecio-
res linealmente independientes en B no se logra porgue 2{([1l 1]} —[2 2] =[0 0. Esto
quiere decir que el rango de A no pusde ser 2. Por tants, el rango de A debe serigual a 1.

Malriz con rango igual a 2

Demuestre que el rango de 4 = 2 para la siguiente matriz;
fn o

Solwcibn  Aqui B = {[I 0] [0 1]} Del gjemplo 9 se sabe que R es un conjunto de vectores li-
t nealmente independiente. Por ko gue ¢l rango 4 = 2,

e T

Para determinar ¢l rango de una matriz dada 4, se aplica simplemente ¢l método de
Gauss-Jordan a la matriz 4. Sea el resultado final la matniz 4. Se puede demostrar que una
aplicacidn sucesiva de OER en la matriz no cambia el rango de la misma. Esto implica que
el rango de 4 = rngo de A. También es evidente que el mngo de A es el ndmero de ren-
glomes no nulos en 4. Al combinar todos estos hechos, se encuentra que ¢l rango de 4 =
rango de 4 = nimero de renglones no nubos en A4

EJEMPFLD 14 Determine el rango de una matriz mediante el método de Gauss-Jordan

Encontrar el rango de la matriz A si;

1 0 0
A=[0 2 ]
n 2 3
Soluclén Con ¢l método de Gauss-Jordan se genera [a secuencia siguiente de :matm:crf
1 o0 [too] [1 oo []ﬂ&\
A=0 2 1j=|0 1 3|20 | 3|{={0 1
g 2 3 0 2 J-J oo 2 Lﬂ f
- A

Por tanto, el rango de 4 = rangnd.:j = 3.
I T

Cémo determinar si un conjunto de vectores
es linealmente independiente

Enseguida se explica un procedimiento para determinar s un conjunio de veclores ¥
1% ¥y o o e ) ¥ ! €8 linealmente independiente.

Formese la matriz A cuyo i-ésimo renglin és v, La matniz A tended m renglones, Si ¢l ran-
g0 de A = m, entonces Fes un conjunto de vectores lingalmente independientes, en tanto que
a1 ¢l mngo de A < m, entonces F és un conjunto de vectores linealmente dependiente.

Un conjunto de vectores linealmente dependientes

Determine s FF={[I 0 0L10 1 OL[1 I 0]} es un conjunto de vectores lincal-
mente independiente
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Seluciin  Mediante ¢l método de Gauss-Jordan, se obtiene la siguiente sucesion de matrices:

1
A=|0
0

a 0 1 00 1 0 0
ol—=l0 1 o|l=lo0 1 0|l=4
] o 1 o o 0 o

Furmm.ungnd:.!=m1¢ndei=2=:3.Lumldmmmque F es un conjumto de
vectores linealmente dependiente. De hecho, las OER usadas para transformar 4 en 4 se

pueden wtilizar para demostrar gue [ 1

0 =[1 0 0]+ [0 1 0].Estaecuacion

también demuestra que Fes un conjunts de vectores linealmente dependiente.

PROBLEMAS

Grupo A

[etermine 51 los sagubenies comjunios de vectones san lneal-
mente independientes ¢ linealmente dependientes,

1 Fef[l 0 1,01 2 102 2 2}
2 F={2 1| 0.1 2 0L[3 3 1]
3 ¥=q@2 1.0 2

4

F={2 0,[3 0]}

ral 18
el Tl

1 La] (9]
o1 1
2|0
1L

-

O D = ik k) e

Grupo B

T Dermuesire que el ssiema lmeal Ax = b tese wolucsin
gi v 5o 5 b ose puede representar como una combINACEN
lineal e las columnas de A.

B Suponga que hay una eolecesin de tres o mis vectones
bidimensionales, (Hrezca un razonamiento que demuestre
que & cobeccidn debe ser linealmenie dependienie.

B Demuestre que un conjunio de vectores ¥ (que no con-
tiene €l vector @) es linealmente dependiente s ¥y silo si
existe algin vector en F gue s pueda representar como una
combingcion lineal no trivial de ofms vectores en V)

2.5 |nversa de una matriz

Para resolver una ecuacion lineal como 4y = 3, simplemente s¢ multiplican ambos miem-
bros de la ecuacidn por el inverso mubtiplicativo de 4, el cual es 47", es decir, % De lo an-
terior sc obticne 4 '(4x) = (4~ ")3, donde x = 2. (Naturalmente, este métoda no finciona
para la ecuacidn (i = 3, porque 0 no tiene inverso multiplicative. b En esta seccidn se de-
sarrolla una generalizaciom de esta téenica que s¢ puede aplicar para resolver sistemas li-
neales en donde el nimero de ecuaciones ¢s igual al namero de incognitas. Para empezar,
s¢ proporcionan algunas definiciones preliminares.

DEFIMICION =
gue de columnas.

Una matriz cuadrada es cualquier matriz que tiene igual mimero de renglones

Los elementos diagonales de una matriz cuadrada son los elernentos ay, tal que

i=j m

Una matriz cundrada para la que todos los elementos diagonales son iguales a 1 v to-
dos los elementos o diagonales son iguales a 0 se [lama matriz identidad. =

La matriz identidad m = m se representa con f,. Por tanto,

J'—[I ﬂ] f—:]' 1 O
1= b 3 = '
01 -

as goritecs 2 Ngsn ineal bdsica

0o

o1



5i los productes [, A ¥ AL, estén definidos, es fcil demostrar que J, A = A, = A. Por
consiguicnie, dado gue el nimero 1 sirve como el elemento unidad en la multiplicacion de
bos nidmeros reales, [, es ¢l elemento unidad en la multiplicacion de matrices.

Recuerde que } es el inverso multiplicativo de 4. La razon es que 4(;) = (1M = 1. Es-
to da lugar a la definicion siguicnte de la inversa de una matriz.

DEFINICION & Pars ung mairie s 2 m motne A, deome = o matrie 8 es b imversaode 4 =
BA=AB=1, (vE)

{5c puede demostrar que st 84 = [, o hen, 48 = [, entonces la otra cantidod tum-
boen es igunla f,.) =

Alpunas matnces cuadradas no tienen inversa. 51 existe una matnz & de m ¥ m que sa-
tisface la ecuacion {16), entonces se representa con B = A4~ ', Por ejemplo, si

20 1]
A= 3 1 2
-1 0 1

¢l lector puede venificar que

¥ qui
10 1720 - [1 0 o0
£ 1 =7 I 2=l0 1 0
| o 2[-1 o 00 1
Por tanio,
10
AV '= | =% | =17
1 0 2

Para entender cudl ¢5 ¢l interés en ¢l concepto de matriz inversa, supingase que se de-
sea resofver un sistema lineal 4x = b que tiene m ecuaciones ¥ m incognitas. Supingase
que si existe 4. Al multiplicar ambos miembros de 4x = b por 4™, se observa gue
cualquier solucidn de Ax = b también debe satisfacer A~ (Ax) = A 'b. Si se aplica la
ley asoctativa v la defimicion de una matriz imversa, se obtiene

(A7 'Ax = A'D
0 ILx=4A""h
o r=4"'b

Esto demuestra que si se conoce 4 ' es posible encontrar la solucion Unica para un siste-

ma lineal cusdrado, Es andlogo a resolver 4r = 3 al multiplicar ambos miembros de la
ecuacion por 4.

El método de Gawss-Jordan se podria wtilizar para encontrar 4~ "o para demosirar que
A~ " no existe). Con el fin de ilustrar cdmo se puede aplicar el método de Gauss-Jordan pa-
ra invertir una matriz, supongase que s¢ desca determinar 4~ para

T
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Para esto 5¢ requiers qué s encuenire una mutriz

TR
L

D La ecuscidn (17) se obtiene el par siguiente de ecuaciones simultdneas que debe ser

safistecho para a, b, ¢ y ot
B N O M
Lol Lroalldl L
a

quie satisface

()

i

1 3

T

Par consiguients, para determinar

¢

ila primera columna de 4™ "), s aplica ¢l método de Ganss-Jordan a la matriz sumentada
i3 o
1 3|40
LUna ver que mediante OER se mmansformd

HN

0

en fy,

habri sido transformada en la primera columna de 4", Para determinar
L
i

(la segunda columna de A '), se gjecutan OER a la matriz sumentada
B
1 311
il
I 3
]
l

habri sido convertida en la segunda columna de 47", Por consiguiente, para determinar
cada columna de 4, se debe desarrollar una sucesida de OFR gue transforma

N

Cuando

s transforma en [,

pavivere 2 Mgehea naal bsic



en /5. Lo anterior hace pensar en que s puede encontrar 4 ™' al aplicar OER a la matriz

del = 4
_4|f;=[: 5|l D]
I 3101
Cuando
i
[ 3
ha sido transformada en £,

I
L
s habri convertido en la primera cohwmna de 4™, y
i
1

serd transformads en b segunda columna de 4 ' Por tanto, cuande A se transjorma en b,
I, e rransforma en A~ A continuacion aparecen los pasos para calcubar 4"

Paso 1 Multiplique ¢l renglon | de 4)/; por 1; Asi g2 obtiene

1 |3 0
A= *|1 ]
& || ilo o

Paso? Reemplace el renglon 2 de A"\ por = 1irengldn 1 de A1) + renglin 2 de 4]0
El resultido es
I
1
_E |_

Pasa 3 Multipligue el renglén 2 de A°[J% por 2. Asi sc obticne

1 £f L1 0
= | 2
A [u | - 1]
Paso 4 Reemplace el renglén | de A™|13 por — :[n:nglﬁu 2 de 477y + renglin 1 de

A”|IZ. El resultado ex
[1 0 | i 5]
g 11 -1 2

Coro A se transformd en fy, Ty foe transformada en A ' Entonces,

A =
-1 2

El lector debera comprobar que A4 ™' = 47" A = [,

1

fﬁ=[
]

oo | o b LR

Una matriz puede no tener inversa

Algunas wstrices no tienen inversa, Para 1lustrarlo, sca

oz y e f
A= l y ’T"L-h i)




Para encontrar 4" s8¢ tiene que resolver el par siguiente de ecvaciones simultineas:
1 2)e 1
Iz 4 [__r; u:rl el
L2 o
[z 4]L - [I] 18
Al intentar resobver (18, 1) mediante ¢ método de Gauss-lerdan, se tiene quie

AN
o ol )

Lo anterior quiere decir que (18. 1) no tene solucion, y que 4™ no existe,

Obsérvese que (18,1] no tiene solocion porque el método de Gauss-Jordan comvierie A
2N ung matris con un rengldn de ceros en la pane inferor, Esto sdlo sucede 4 el rango de
A < 2_%i la matriz A de m > m tiene un rango de 4 < m, entonces 4~ no existe.

s transforma on

Inversién de una matriz A de m x m mediante
el método de Gauss-Jordan

Pasa 1 Escriba la matriz m % 2m de A|f,.

Pasa 2 Apligue OFR para transformar A|7,, en [ |8, Lo anterior es posible sdlo gi el mn-
po de 4 = m. En este caso, 8 = 47" Si el rango de 4 < m, entonces 4 no tene inversa

Solucidn de sistemas lineales mediante la matriz inversa

Commie va se establecid, la imversa de la matriz s¢ puede utilizar para resolver on sistema -
neal Ax = b én el cual of nhmers de variables v ecuaciones s igual. Simplemente se mul-
tiplican ambos miembros de 4x = b por 47" para llegar a la solucion x = 4~ 'b. Por
gjemplo, pars resalver

.13(| + 5.[: =7 w
I + 3]'? = 4
escriba la representacidn matricial de (19
2 x| |7
[ k-
Sea
] _Iz 5
B

Sg enconird en el ejemplo antenior gue

o=
S
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FIGURA B

Al multiplicar ambos miembros de (20) por 4", se tiene

Al

[

BN Y I B
MEH

Por consiguienic, x; = [, x; = 1 &5 la soluecion unica para el sistema ( 19).

XNz

Inversion de matrices con Excel
El comando de Excel =MINVERSE facilita la inversion de la matriz. Refiérase a la figu-

Mimversexls ra B y al archivo Mimverse.x1s. Suponga que desea invertir la matriz
2.0 -1
A=| 3 1 12
-1 0 1

Simplemente s¢ introducen los datos de la matriz en E3:G5 v se selecciona el intervalo {se
escoge E7:G9) donde se desca que 4 sea calculada. La firmula se escribe en la esquina
superior izquierda del intervalo (celda E7)

= MINVERSE(E3:G5)

y se presiona Control Shift Enter. Asi s introduce una funcién de arreglo que caleula 4~
en el intervalo E7:G9. Usted no puede editar parte de una funcidn de arreglo, asi que si de-
sca borrar A, debe eliminar el intervalo completo donde estd presente A

PROBLEMAS

Grupo A

B Unilice la respuesta del problema 2 pam resolver el sis-
tema lineal siguiente;

Encuentre 4 ' (sl acaso existe) para las matnces sljpuienies:

| 3 L o I Xy + Xy = 4
‘ |1 % 1 4 | -2 4""-1_'_2'1_'._':.'
3 1 -1 gy Fay= ;=2
I o i L
4 (1 11 d |1 2 0 e . T
3 | % 3 4 T Demuesire que uns matriz cuadrada tene mversa sy s0-

by 53 xus renglones forman un conjunin de vectores lineal-

be independi g
B Lilice ka respuesta del problema | para resalver el sas- e | e

tema lineal siguwiente:
X t l‘l.'_z = 4
:1-'| + 5.1.'? =17

B Considere una matriz cuadmda 8 cuya imversa esti dada
por 8",
B En términos de 87, jcudl es b inversa de o mairiz
10ET




b Sea & lo mainiz obtenida a partic de B al duplicar ca- 10 Suponga que A tiene inversa. Demuestre que (47) ' =
da valor en ¢l renglén | de B. Eupliqwr:-n&mupa-Ma (A7 "Y', (Sugerencia: Utilice el hecho de que A4™" = [, y
obtener la inversa de 8 a partirde 87, toamse In transpuestn de ambos miembros.)

€ Sea B la matriz obtenida a partir de B al duplicar ca- 44 11y masriz cuadrada A es ortogonal si 447 = 1. ;Qué

da valor en la colamna | de 8. Explique como se podria - .
ka inversa de &' a partir de & . Wﬁh1mr]uculmstmm:m

8 Suponps que tanto 4 como B tensn inversas. Determi-
ne |a inversa de la matnz AN,

2.6 [Determinantes

Un niemero denominado determinanre de A (con frecuencia representado por det 4, o bien,
A o |4y, estd asociado con cualquier matriz cuadrada 4. Saber como calcular el determi-
nante de una matriz coadrada, es Gfil en o estudio de programacion no lineal,

Para una matnz A de 1 X 1 = [ay],

det 4 = a; [21]

[ @

det A = ay,02; — aya,:

Para una matriz de 2 = 2

Por ejemplo,
2 4
det [3 5] = 2(5) — 34) = -2

Amites de aprender como calcular el det A para matnees cuadradas mis grandes, e nece-
sario definir el conceptn del wuernor de uma matriz.

DEFINICION ® 5i 4 ¢s una matniz de s % m entonces para cualgquier valor de 1§ v ., el di-ésimo
menor de A (escribase A,) es la submatriz (m = 1) 2 (m = 1) de A obtenida Jue-
go de eliminar el renglin § ¥ la columna fde 4. =

Por cjemplo,

z ) _[4 ﬁ] ) [1 3]
g: ETONCES II_T'? ¥ %2 4 6

= e b

|
8 A=(4
7

Sca A cualquier matniz de m X m. Se podria representar 4 como

dyy  dyz o dl,

dyy  d3xz v Hay
A=

Ay Ami ' Tgn

Para calcular det A, escoja cualquier valor de 7 = 1,2, ., ., m) vy determine det A:
det A = (= 1) ayidet Ay} + (— 1) Tagidet 4g) + - + (—1)" "aidet A,) (@)
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La fisrmula {23) se denomina expansidn del det A por medio de los cofactores del renglin £,
La ventaja de (23) es que disminuye el cilculo del det 4 para una matriz de m = mr caloy-
los que requieren solo matrices {(m — 1) X (m — ). Se aplica (23) hasta que det A pueda
ser expresado en términes de matrices de 2 X 2. Después use la ecuacidn (22} para encon-
trar los determinantes de las matrices 2 ¥ 2 pertinentes.,

Con el fin de ilustrar el uso de (23) se encontrard el det 4 de

23
A=|4 5 6
7 & 9

5S¢ expande det A por medio de los cofactores del renglon 1. Obsérvese que ayy = 1, 82 =
2}'I"|1 - 3&4’:“1“5.

{ . 5
Ay g 9
v e (22), det Ay = 5(9) — B(B) = =3;
Az = 1
y de (22), det ;3 = H9) - 7(6) = —6; y
i 4 5
#1013 — .?

y de (22), det 4,5 = 4(8) — T{5) = —3. Entonces, por (23},

det A = (=1)""tay (det 4,,) + (= 1) 2a aldet ;50 + (= 1) " aysldet 4,5)
= (IHIN=3) + (= IH2A—6) + (DEN=F)==-3+12—-9=10

El lector interesado pusde comprobar que la expansion de det A por medio de los cofacto-
res del rengldn 2 o del renglin 3 también cs igoal a cero.

El estudio de los determinantes se fermina destacando que con ayuda de ellos es posi-
ble imvertir matrices cuadradas v resolver sistemas de ecuackones lineales. Pero como va
e estudid la aplicacidn del méodo de Gauss-Jordan para imvertir matrices v resolver sis-
temas de ecuaciones lingakes, ya no s¢ tratan estas ventajas de los determinantes,

PROBLEMAS

Grupo A Grupo B
1 23 4 8 [Demuestre que pam cuslguier matniz | = 1y 3 % ]
1 Comproebe que det [4 5 6| = 0 por medio de las det — A4 = —det 4.
7 B9 b Demuesive que parn cunlguier matriz 2 = 2y d = 4
cxpansiones de los cofactores del renglon 2 v 3. m_"{='fi'='"' :
i 060 0 e Generalice los resulisdios de bos meisos (a) v (b
- 02 00
2 Emcuentre det a0 30
0 009 5
3 Se dice que una matriz es triangular superior 2| para § =
Joay = 0, Demupestre que el determinante de cunbquisr ma-
iriz triangular 3 = 3 & igual al producto de los elementos
diagonabes de la mamriz. (Este resubtado es vilido para cual-
quier mabnz mangular supenor.}
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RESUMEN

Matrices

Una matriz ¢s cualquier arreglo rectangular de miimerps, Para la matriz 4, g representan
el elements de A en el rengldn § de Ia columess 1.

Una meatnz con solo un renglon o una columna s¢ podria considerar coma un vector.
Los vectores aparecen en negritas (vE Dado um vector renglon u = [ay e - @] v
una columna

de la misma dimension, ¢ producto escalar de w v v {cscribase w - v) ¢s ¢l mimeno
By ¥y =+ BzVy o W

Dadas dos matrices A v &, ol producto matricial de 4 v 8 (se representa con A8 esta
defmido & ¥ sifo si el ndmero de columnas en 4 = al mimero de renglones en B, Supon-
A gue Esie es el caso v que A hene m renglones v 8 tiene m columnas. Entonces ¢l pro-
ducto de las matrices O = AF de A v B ¢s la matriz s X # cuvo [J-Esimo elemento se
determina como se indica: el §-ésimo elemento de O = producto escalar del renglin i de
A por la columna § de B

Matrices y ecuaciones lineales
El sistema de ecoaciones lineales
apry Fagake oo b agr, = iy

335 + aaks + =+ 4 Tipky = h;

LT | 1 Hply borer Uty — .i:l_-

se podria escribir come Ax = b o bien, Alb, donde

@y ey o Ay & -ll’l
dzy  dyp - iy A2 by
i = I XK= b=
U] @emr . ey Ta ‘r}m
Método de Gauss-Jordan

Al aplicar las operaciones elementales con remglones (DER) se podria resobver cualquier
sigterna de ecuaciones lincales, A partir de una matriz 4, una OER genera una nuecva ma-
triz 4" por medio de uno de tres procedimisntos,

OER tipo 1

Se obtiene A" al multiplicar cualquier renghon de A por un escalar no nubo.

OER tipo 2

Se muliplica cualquier rengldn de A4 (p. ¢j., renglén ) por un escalar distinio de cero e
Para glguma § + i, sea el renglon j de A° = cirengldn § de A) + renglon § de A, v sean los
oiros renglones de A7 los mismos gue jos renglones de A,

ciriTaLe 2 Mgt teeal bdsica



OER tipo 3
Intercambio de dos renglones cualquiera de A,

En el método de Crauss-Jordan se aplican OER para resolver sistemas de ecuaciones linea-
les, como s¢ ilustra en los pasos siguientes,

Pasa 1 Para resolver Ax = b, s¢ determina la matriz aumentads A|b,

Pasa2 Se empieza con el renglén | como el renglin actual, la columna | come la colum-
na actual v ay; como el valor actual. (&) 5i ay, (el valor actual) ez no nulo, entonces. $e uli-
lizan OER para transformar la columna 1 (la columna sciual) en

I
il

0

Luego se obtiene renglon, columna v valor actuales nuevos medianie ¢l desplazamicnio
hacia el renglin de abajo ¥ una columna a la derecha, v s contina con el paso 3. (b) Si
ayy (el valor actual) es igual a cero, entonces se ejecuta una OER tipo 3 en cualquier ren-
glén con un valor no mulo en la misma columna. Se wtilizan OER para transformar la co-
lumna | en

]
¥ 32 continga con el paso 3 después de moverse a un renglon, columna v valor actuales

nuevos. (€} 51 no hay valones distintos de cero en la primera columng, entonces e proce=
de con una columna v valor actuales nuevos. Se continia con ¢l paso 3.

Paso 3 (a) 5i el valor actual es distinto de cero, se wiilizan OER para transformario en 1
v &l resto de los valores de ln columna actual en ceros. Asi se obtiene el renglén, la colum-
na ¥ el valor actuales nuevos, 5i cs imposible, entonces se detiene ¢l procedimiento. 51 no
25 asi, se repite el paso 3, (b) Si el valor actual ¢s cero, enfonces se efectta un reemplazo
mediante OER tipo 3 y cualquier rengldn con un valor distinto de cero en la misma colume-
na, Se transforma la columna aplicando OER, v hay que desplazarse al siguiente valor ac-
tual. 51 esto es imposible, se detiene ¢l procedimiento, v si no &5 asi, se repite ¢l paso 3.
{e). i la columna actual no tiene nimeros distintos de cero abajo del renglén actual, en-
tomces s busca la columna v el valor actuales nuevos, ¥ 52 repite el paso 3. Deténgase =1
esto 5 imposible.
En ¢l procedimienio se podrian omitir una o mas columnas, ¥ no transformarias,

Pasa 4 Se escribe el sistema de ecuaciones A'x = b’ que corresponde a la matniz A4'|b°
obtenida al terminar el paso 3. Entonces 4'x = b’ tendrd ¢l mismo conjunio de solucio-
nes que Ax = b

Para descrbir el conjunto de soluciones para A'x = b' (y Ax = h), se definieron los
conceptos de variables bisicas v no bdsicas, Después de aplicar el método de Gauss-Jor-
dan a cualquier sistema lingal, una varable que tiene un coeficiente 1 en una sola ecuacion
¥ un cocficiente cero en todas las otras ecuaciones se llama variable bdsica. Cualquier va-
riable que no s varable basica se denomina variable no hdsica.
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Sea V8 el conjunto de variables bdsicas para A'x = b' y VNB ¢l conjunio de variables
no bdsicas para A'x = b'.

Caso 1 A'x = b' contiene por [0 menos un renglon de la forma [0 0 - Ok)ic # 0}
En este caso, 4x = b no tiene solucida.

Caza 2 50 el case | oo se aplica y VMNB, ¢l conjunto de las variables no bisicas, es vacio,
entonces Ax = b fiene una solucion dnica.

Cass 3 5iel caso | no se cumple ¥y VINB no es vacio, entonces Ax = b tiche un ndmero
infinito de soluciones.

Independencia lineal, dependencia lineal
y rango de una matriz

Un conjunto ¥ de veckores m-dimensionales es limealmente independiente 51 la Gnica come-
binaciin lineal de vectores en F que es ignal a © es la combinacion linesl trivial. Un con-
Junto F de vectores m-dimensionales ¢s linealmente dependicnte s1 hay una combinacion
limeal no trivial de los vectores en V' que se suman a I.‘l.

Sea A cualbguier matriz mr X K v SCAN Py, T, .., . W05 TEREloNES de A, Tambkn sc
defive K = {ry, . .., Tl Bl range de 4 ¢35 el nomero de vectores en el subconjunto
més grande linealmente independicnte de 8. Para determinar ¢l rango de una matriz dada
A se aplica el método de Gauss-Jordan a la matriz A. El resultado final e la matriz .-! En-
tonces, ¢l rango de 4 = rango de A = nimero de renglones diferentes de ceno en A.

Para determinar si un conjunto de vectores F = {v, v5, ., ., ¥, ] &5 linealmente de-
pendiente s& forma la matriz 4 cuyo i-fsimo renglon es v, A fendrd or renglones. 5i el ran-
gode A = m, entonces ¥ es un conjunto de vectores linealmente independiente; 51 el rango
de A < m, entonces Fes on conjunio de vectores lincalmente dependiente,

Inversa de una matriz

Para wna matrie coadeada A de (s X m), 9 AR = B4 = I, entonces B ea la ieversa de A
(escribase B = 4 '), El método de Gauss-Jordan para invertrs wia matnz 4 de m % m y
obtemer A7 es <l siguicnte:

Pesn 1 Se cscribe la matriz me < Zm de A)F,,.

Pese 2 S aplican OER para transformar A|f, en £,|8. Lo anterior silo es posible si el ran-
gode A = m, En esic caso, B = 4™, Si el rango de 4 < m,entonces 4 no tiene inversa,

Determinantes

Un mzmero llamado determinante de 4 esta relacionado con cualguier matnz cuadrada A
e (m ® m) v se escribe det A, 0 bien |4l Para una matriz 1 % 1, det 4 = ayy. Para una
matriz 2 % 2, det 4 = ayyaaz = a@3pdys. Pars una mairiz general m 2 m se determina me-
diante aplicaciones repetidas de la formula siguiente (validapara i = 1,2, ., _, il

det 4 = [ — 1V agidet A0 = (=1 agidet Az) + -+ (= 1Y " ""aidet 4.}

Adqud Ay es el f-ésimo menar de 4, el cual es la matriz (m — 1) > (m — 1) obtenida a par-
tir de A después de eliminar el ~&simo renghon y la f-tsima columna de A
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PROBLEMAS DE REFASD

Grupo A

1 Encuentre tpdas las solucsones del sistema lineal si-
guients:

n ¥+ xy =

I3 + Xy =

X, + l:l:_'- + X3

1
By il ed

L
2  Determime la inversa de la matriz [g -'I |

d Todos los afios, el 2% del cuerpe de profesones de la
universidad estatal sin base se convierte en maesims con ba-
se, 5% deja de trabajar v T5% sigue sin base. Cada afto, 9074
de los profesores de ka universidad estatal con base sigue tra-
bajander ¥ 10% deja de hacerlo. Sea L el ndmero de prode-
sores de la universadad estatnl sin base al principio del afio
iy T, el ndmero de profissores con base,

Likilice ln multiphcacitn de matnces pam relacionar el
-Lu]
.l
4 Medante el mEodo de Gauss-Jomdan, determine todas
Ins soluciones del sistema lineal siguiente:
2o+ I = 3
Xy Kix= |
Xy + :"Jf: = I

¥
=1

veclar l J oo 2l veclor

o Z]
! af
B La= calificacsones del dltimo sermnestre de dos eshxlans
tes de In universidod estatal s¢ mucstran en |a tabla 2

Lo cursos 1 y 2 son de cuatro crédibos, v bos curses 3 ¥
4 valen tres crédatos. Sea GPA; el promedio de calificanciones
del semesire para ¢l estodiasie @ Urilice la multiplicacidn
GPA
GPA
die veika de la informacsin dada eén el problema

§ FEncoentre la invers de la matriz

de matrices para expresar el vecior

J desdie el punio

T Apligue ¢l método de Gauss-Jondan para encontrar fodas
las soluckones del sistema lineal sigwienie:

2 4+ x =3
oy + 5 =4
.'I.|_.i';l=|:|

) 3
B Determuine la myversa de la matne I-" :l

8 Sen o= pumero de nifos en Indaana al comenzar el afio

i ¥ A, = nimere de aduttos en Indinna al principio del aflo r
Dwranie cualquicr afo dado, 3% de todos los miftos se voel-

TaABLA 2
Eurse
Esludiarms 1 s 1 L
| 36 33 26 34
F .7 Al £5 A6

v adhalko, ¥ muere 1% de odos los rimios. Ademis, en cual-

quier Ak dade meere 3% de los adutios, Ltilice b mulipdi-

i

cacidm de matrices para expresar el vector | I
1

£n bErmi-

de| ="
TS "

I.

10 Por medio del método de Gaus-Jordan encuentre todas
las soluciones del sistema limeal de ecssciones sigudente:

iy — Iy =4
.'I':+.li:.=2
X+ xs = 5

11 Unilsce el método de Gauss-Jordan para deserminar la
] O 2

oo ﬁ].

a1 1

12 Encuabquier afo dado, 10%% de todos los residentes mirs-
les e desplar a las cludsdes, v 200 de los residentes de las
ciudades se cambin o una zona ruml (jiodas las otms perso-
nas se guedsn quietas!), Sea & la cantidad de residenbes rura-
les al principio del afio ¢ v O o camtdad de residentes de |n
ciudad al imicio del afio r. Mediante la multiplicacidn de

o

13 Determine s el comjunte ¥ = ([1 2 1]
[2 4 @]} e um conjunto de veciores linealmente mdepen-
dientes.

inversa de la mainiz

.
matrices para relacionar ¢l vector ['L' :] con el vector

W Determine s el conjundo F = [[1 & 0L 1 0]
[=1 =1 0]] 5 un conjunte de vectores linenlmente in-
Ijll".'plfl'l.ljin."ll[fh

;;'a 0 0

i b 1]

o 0 « of

|_l.|' 0 0 o

8 ;Para qué valores de a, b, ¢ v o existe 47

b %47 existe, entonces deteeminela.

(— B = ]

15 Smd=

18  Demuestre que 2| sistemna limeal sigusente tiens un mi-
mero infinito de soluciones:

I 1 0 o]z 2
0 0 1 tfxy| |3
1 01 ofx| |4
I:ILI:II_| |

17 Una compafiia obtiene utilidades de 60 000 dilanes an.
tes de pajgar bonos a los emplesdos @ impuesstos estatales v
federales. La compafita paga un bono a bos empleados, o
cual equivabe a 5% de wilidedes despuds de impuestos, El
impuesto estatal es 3% de lns wtilidades (después de pagar
los bomosh. Por ditinss, el impuesto fiaderal s 40% de las wis-
lelades (después de que se pagan los bonos ¥ kos impusstos
estatales). Establercn un sistema de ecuaciones lincales pa-
i encontrar las cantidades pagadas en bonos, impuesio es-
takal & impuesio federal

Prodfiemas o e a7

B B =



I 4 &
18 Ercuerire ¢ determinante de lamatrz d = |1 0 0
ool

18 Demuesire que par cualquier matnz A de 2 % 7 gue
e tices imeersa su determanants &5 ipual & coro,

Grupo B

M Sea A una mairiz a2 @,
& Demuoesire que siool range 4 = m, enbonces Ax = 0
b wna solucatn Urnce. [0l e la solucson amea’
b Demuesire que si el mnogo 4 < m, enfonces Ax = 0
rieme un ndmeso infniee de soluciones.

21 Comsidere ¢ siguicnie sistema lineal:

PSRRI Y T [
denide
Py M In
e M 7 Ps
P_ - - .
Wl Fad 7T Mew

5i la suma de cada renglén de lo mainz P es igual a |, enton-
oy medambe @ problemta 20 demuaesive que s sitema hi-
mien] fieme um mEreErs imfimin de soluciones,

7 La cconomia naclonal de Jerilandis manufectues tres
productos: woern, smomoviles v maquinas, (1) Para produ-
cir 1 @ilar de acere roguiere 30 centavos de acero, |5 cen-
tavod de autoordviles y HF centavos de maguanania. (2§ Par
producir un dilar de avtomdviles requicre 45 centavos de
weriy, 200 centavas de metomoviles y L0 cemavos die madgu-
nare. {}) Parn prodecir un ddlar de magquirana necesita 440
centaves de acene, [ centavos de automovikes v 45 centa-
v de maguinas, Damate 2] afio proximo, Serilandin quie-
re consurtir o, dolares de soern, d dolares de aolomasviles
¥ ally dilores de maguinarin

Paras ¢ priximo afio, sca
& = vakr dal diolar de acens producsdo
¢ = vl del ddlar de sutossdviles producidos
= valor del dolar de maguinaria producida.
Defina A com wna matriz 3 %0 3 cuyo if-ésimo clemento es
el valor del dilar del producio § necesano para producis un
dislar die prislucto § {acero = producto |, aulemdailes = pro-
ducto 2, magoanasia = producin 3),
8 Dietermine A,
B Demuestre que

£ x a1
o= Al e+ | de 24
m ml Lt

| Semerencia: Dbasrve gue & valor de la |1r|.'uJ.|..u;-|:u:'rn e acerg
died prédxime afi = (demsnda del consamidor de acero del
praximin aiio} + {acero neecsano pare producin el acenp
del préeimo afio) + {acero necesans para producir o sato-
moviles del proxims aio) + (SCer0 NecEsario par manu=
facturar la maguinana del proxime aiéok Lo antenior debe
mostrarks la idea general |

& Denneesore que b ecasoon (24 ) mmibien s polria es-

cribir comio

& i,
—dy c|=| 4
m al,

8 Dodes lop valores de a, o, v o, cxplique cdmo po-
dria utilizar usted (F = A% para determinar & Serilan-
dan == capaz de cumplir con la demanda del consumidior
el afbo pedwimo.

8 Supones goe k2 demanda de acero del aio proxinm -
mienéa un ditar. Esto incrementand el valor del scen, aubo-
miviles ¥y maanaria gque s fenen goe producir el afid
prdimmes. D acoerdo con (F = A} '. determims el came-
ki en las canbidades noncesarias de producesin del aito
[T LT
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Introduccion a la programacion lineal

La programacian ineal (PLI e una herramienta pars resolver problemas de oplimzacsta, Ef

1847 (Goorge Dantrg desarolla actwo, el algortmo simpéas, pars macker pro

blamas da programacion Ineal (tamibean conocads como PL). Desde que surpd dicho algond
ms, la PL se uliiza para resobver problemas de opbmizacidn an ndustras diverses, como fos
EAnGoE,; B eUTECH, 8

e y ransparbe de canga. En un estudio de las 500
amprasas do M

s Py

groin la enguesta o gue habila uEa
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En la seccion 3.1, &l estudio de i prograrmacion linsal se inicia describiendo as camacle
rigticas genarales que companen loa problemes de progeamecidn lnasl. En & saceda 3.2 ¢

Wi B0 fanmi Qrafi=l K |::-.'-::'r:-- ¥E oo PrOLTaErT

ey |

oontienan =00 dos vanables, A resolar esta programacon inag! sImpda nos hara, mas sens

S TS ] adas. En

btear mocelos de programacian linoal para sduaciones de ;

3.1

¢{ué es un problema de programacidn lineal?

En esta secon se mtroduce i pr JETIAIMILC N

neitl ¥ se detinen los ferminos onportan-
s gue s usan para explicar los problemas de

EJIEMPLDO 1 Glapetto's Woodcarving (Jugusles de madera Giapetto

Enhician

Giapetio’s Woosdeanang, Inc., manufactura dos tipos de

: tdada
ra: soldados y

[guetes e mads
T : || | 3 ¥ | a1
W, LITN BRILEEUHY & VETRAS &1 LD LSS It

aumere b dobiees de ma

rid promi. Lada
i b dqueee s Tabrica merementa lo mann S obrm varabde b |

o costos globales de Giin-

petto en [4 dalares. Un tren se vende en 21 ditare

y uiiliza 9 didares de su valor en ma
lerd prmo. Lodos g trenes Gabncados pumenton |6 mono o

¢ obra vardible v |08 costos
obales de O

§ - | _— + 4=} M . r { ..
petto en 10 dolores. La fabnicacion de x.'|-'..|l.|-l~_'. tremes die mim | FCCuc
re dos tipos de mano de obrm especializman: carpiniena v acahados. Lin soldado necesita

dos horas de trabujo de acabado v una he

kI
acabado v una hors de carpiiteria, Todas |as

O CArpimicref. L'n Enen DOQuincTe Wng e (e
J B pe i sparseiios TP T A i ral
LTTRIETES, RS UILE CEMES|RIUE TN il TTRIRETES

i ! ;
necesanio, pere sobo 100 horas Lo demancda de

de trabapo de acabado v B de carpemlen

trenes & Umilsan, pero s venden cunndo muc
P4

1l soddados por semud. Liapeiio de-

sea maximizar las utillidades semanales (ingroses

costos b Disefic un modele matermsn
ol pana L

T 1o gl Lnape
CIMpresa

VAU 5 USE PRI TTLHEXTIT

a5 ubhdades semunales de kn

% desarrollar el modela A Lk

w exploman lis caractensticas gue comparten to-

do= los problemns de programacion lineal

Variakies de decision e empes

por diefinir las varimbles de decsion periinentes. En
PRI

I
cbin lineal, las vorables de decision deben describir po

juier modelo de p

Ja [ wf 1 Rt T
. '-.lll\'ll [ R e B

05 QUi 52 Henen gue tomar (en este caso, Gipetio), Evidentemen
e Ui upeilo debe decidir cuantos soldmdos v irenes s¢ deben fabncor cado semann. S

| F
OlVidng |0 ENlerior, s dehne



xy = cantidad de soldados fabricados cada semana
x; = cantidad de trencs fabricados a la semana
Funciim sbjethe  En cualquier problema de programacidn lineal, el gue toma las decisiones
desen. maximizar (por lo regular, los ingresos o las otilidades) o reducir 4l minimo (casi
siempre, los costos) algunas funciomnes de las variables de decisitn. La funcidn que se desea
maximizar o minimizar recibe el nombre de funcidn abjetiva. En o que se refiere al pro-
blema de Giapetio, se observa que bos castos fijos (como La renta o 10§ seguros) no depen-
den de los valores de x; ¥ x;. Por consigusente, Grapetio sé puede concendrar en maximizar
(los ingresos semanales) — {costos de compra de la maleria prima) — {otros costos vanables).
Los ingresos v los costos por semana de Giapetio, se pueden expresar en términos de
las variables de decisidn x; v x;. Seria una fonferia que Giapetto fabricara mds soldados
de los que pueden venderse, asl que se supone que todos los juguetes producidos se vende-
Ingresos por semana =~ ingresos por semans proporcionados por los soldados
+ ingresos por semana proporcionados por los trenes
() () () )
sildado SETTHNA ren RETIANS
=E-|r.l.'| +21.I.'2

Asimismn,
Costos de la materia prima a la semana = [0xy; + 9,
ros costos variables a la semana = 14x; + 1l
Entonces, Giapetto quisre maximizar
(27x, + 2hx,) = (10x, + 9%} — {14x, + 10x,) = 3x, + 2xy
(tra manera de ver que Glapetto quiers maximizar 3x, 4 2x; &5 observar que
Ingresos semanales = contribucion semanal 2 la utilidad por parte de los soldados

= costos no fijos semanales
+ gontribucida semanal a la utilidad por parte de los trenes

. ( contribucion o las utilidades )(M)

soldado Lemana
. { contribucion a las utilidades }{ Irenes }
tren ] SEMAna
Tambaén,

contribucidn a las utlidedes _
o T=10=14=3

contribincion a kas utilidades 2 -9 =2

tren

Entomces, al igual que antes, se obtiene
Ingreses semanales ~ costos no Rjos semanales = 3x, 4 o

Por consiguiente, el objetivo de Giapetto es escoger ¥y ¥ X para maximizar 3x, + 2y, Se
wlilizs la variable = para denotar el valor de la funcidn objetive de cualgquier PL. La fun-
ciin objetive de Glapetio es

Maximizar z = Ix;, + 21a [

{ D agui en adelanie se abrevia “maximizar” con mas v “‘miniiza™ con i) El coeficien-
te de una variable en la funcidn objetive se denomina eoeficiente de la vanable de ls fun-
cion objetive. Por ciemplo, ¢l coeficiente de la funciin objetivo para @) es 3, y ¢l cocficiente
de la funcidn objetive para x; 5 2. En este gjemplo (v en mschos otros. problemas), el coe-

cariteie 3 Ieirodecciin 3 ls programaciin fnesl



ficiente de la funcion objetive para cada vanable es simplemente Lo contrbucidn de la va-
rizhle a la whlidad de la compaiiia.

Mestriceidn A medida que ©, v x; se incrementan, la funcion objetivo de Giapetto se ha-
ce mis grande, Esio quiere decir que si Giapetio fuera libre para escoger cualquier valor
para x; ¥ %3, la compadia podria tener unas wtlidades arbitrariamente grandes al escoger
¥y ¥ e muy grandes. Desafortunsdamente, los valores de x; v x; estin controlados por las
siguientes tres restricciones (con frecuencia llamadas limitaciones):

Restrieeién 1 5¢ pueden usar cada semana no més de 100 horas de tiempo de acabado.
Restricclén 2  Cada semana se pueden usar o mis de 80 horas de tiempo de carpinteria,
Restricciin 3 Debido a la demanda limitada, cuando mucho se deben producir cada sema-
ma 40 soldados,
Se supone que ka cantidad de materia prima en existencia cs ilimitada, asi gue no hay res-
triccitn alguna relacionada con esto.

El siguiente paso en el planteamiento de un modelo matemdtico para el problema de

(napetto es expresar las restnicciones 1 a 3 en iérminos de las vanables de decision x; ¥ x;.
Para expresar la restriccion | de acuerdo con 1 y 1, obsérvese que

Total de homas de acabado  _ " horas de acabado ] [\ soldados fabricados \J
Semann , soldado Semana
i l” horas de acabado H trenes fabricados )
\ iren Y LEmana

- :Uﬁ:l b o ".I';-_I‘ = l’ﬁ + X3

Entonces, la restriccidn 1 se expresa como

l'l.'| T X3 = 100 m
Obsérvese que las unidades de todos los drmines en (2) son horas de acabado por sema-
i, Parg gue wna resfriccion sea razonalle, fodos los trminos de la restriceion deben te-
ner las mismas unidades. De lo contrario, uno esta sumando peras con manzanas, por lo
que la restriceidn no tendra significado alguno.

Para expresar la restriccion 2 en términos de i ¥ X, ntese que

Horas totales de carpinteria ( horas de carpinteria } { trenes J

Lemana soldado RemAnd
" [ horas de carpinteria ]I: trenes fabricados ‘]
ren ST /

:”.Jﬁ', + IL.'?} =X + X3
Entonces, la restriccidn 2 se escribe como

I T X3 = R l!l
Obsérvese una vez mas que las unidades de todos los términos en (3) son las mismas (en
esic caso, horas de carpinteria a la semana).

Por Gltima, el hecho de que cuando mucho & venden a la semana 40 soldados, se ex-
presa limitando la produccidn semanal de soldados a miximo 40 de ellos. Asi se tiene la
siguienie restriccion:

x = 40 L]

Por consigusente, las ecuacsones (2) a (4) expresan las resineciones 1 a 3 en tbrminos de
laz variables de decisidn; s¢ designan con el nombre de restricciones para el problema
de programacion lineal de Giapetto, Los coeficientes de las variables de decision en las
restricciones se conecen con ¢l nombre de coeficientes tecnoldgicos. La razdn del nom-

bre es que los coeficientes tecnologicos reflejan a menudo las tecnologias utilizadas para
producir distintos productos. Por ejemplo, el coeficiente tecnoldgico de 12 en (3 es 1, o
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cual indica que un soldado requiere una hora de carpinteria, El nimere en ¢l segundo
mizmbro de cada restriceion se denoming segundo miembro de la restriceion (smr). Con
frecuencia cl smr representa la cantidad de un recurso que esti disponible.

Restricciones de signe 5S¢ tiene que dar respucsta a las preguntas siguientes para cada va-
riable de decizidn con el fin de completar la formulacion de un problema de programa-
cion lineal: la variable de decisidn puede asumir sdlo valores no negativos, o bien, ;la
variable de decizidn puede asumir valores tanto positives como negativos?

%i una vanable de decision x; sblo puede asumir valores no negativos, entonces s afka-
de la restriceidn de signo x; = 0. 5i una variable x, puede asumir tanto valores positivos
como negativos (o cero), entonces se dice que x; no tiene restricciones de signo (se abre-
via con frecuencia (nrs), Por lo que se refiere al problema de Giapetto, es evidente que x;
=0 v x; = 0. Pero algunas variables podrian ser ors en ofros problemas. Por gjemplo, si
X; representa un saldo en efectivo de la empresa, entonces x; podria ser considerada nega-
tiva si la empresa debe mas dinero del que tiene a mano. En este caso seria conveniente
clasificar x; como nrs. Otros usos de las variables nrs se tratan en la seccion 4,12,

$i se combinan las restricciones de signo x; 2 0 y x; 2 0 con la funcion objetivo (1) ¥
las restricciones (2) a (4), se obtiene ¢l modelo de optimizacion siguiente;

max = = v, + 2Ir, { Funcidn ohjetiva) n
sujeto a3 (5.a)
vy + 33 = 100 (Restriccion de acabado) (2
x + x3 = B0 (Restriccion de carpimteria) (1]
X3 = 40 (Restriceion por la demanda de soldados) (4]
X =0 {Restriccién de signo)t (s)
=0 (Restriccitn de signo) (&)
“Sujetn 87 (5.2) quiere decir que los valores de las vaniables de decision x; y r; deben sa-

tisfacer todas las limitaciones v todas las restricciones de signo.

e T e
Antes de definir de modo formal un problema de programacion lineal, se establecen los
conceptos de funcidn lineal v desigualdad lineal.

DEFINICION B Una funcién fix,, Xz, . .., rbde x, xy, - .., x, o5 una funcién lineal si y sdlo

% para algin comjumto dé CONSEMES Cy, 1 -+« 0 Coe JUTE X2y o o - o Tg) = O F
L i R T

Por ejemplo, f{x;. x3) = 2r, + x3 es una funcidn lineal de x, ¥ x5, pero fix;, x;) = xix;
no &5 und funcion lineal de x; v x; .

DEFIMICION & Pam cualguier funcion f(x,, ¥, . . ., x,) v cualquier nimero b las desigualdades
Sl xS By g, x5, 00, 5, = b oson desigualdades lineales, =

Por consiguiente, 2v, + 3x; = 3 v Xyy + x; = 3 son desigualdades lineales, pero
xix; & 3 no es una desigualdad lineal.

¥ Las restricciones de signo [imitan & usar clorios valones para las vanables do decisidn, peno preferimes consi-
derar las resincciones de signo comao si estavieran separadas de las lmmitaciones del problema. La rete seni evi-
denbe cundo se eshudic ¢ alporiomo simplex &a o capinibo 4,

52 ciritely 3 Ioirodeccide 3 [ programacide Neesl



DEFINICION B LUn problems de programacion lineal (PL) & un problema de ophimizacion pars
¢l cual se cfectus o stzuiente;

i 5S¢ intentn meximizser (mommizar ) una Tuncion fdeeal de las vanables de decision.
La funcuin que s¢ desea maximizar o minimizar s¢ llama fliscion afjetive

2 Los valores de las vanobles de decisson deben sihisfacer un conjunto de
reviricciones, Cadn restriccidn debe ser unn ecuaciin lineal o wna dessgualdad lineal

4 Se relsciona unn restricoion de sigee con cada vanable. Parm cualiuier sanable
ky, 13 restriceidn de signo especifica que 1 no debe ser negativa {x; == 0} o no tener
restriccionss de signo (nrs). w

Como el objetive de Giapetto es una funcion lineal de x; ¥ x5, v todas las restricciones
de Giapeto son desigualdades lineales, el problema de Giapetio es de programacion lineal,
Obsérvese que el problema de Giapetto os caracteristico de una amplia clase de problemas

de programacion lineal en Jos cuales el objetive de quien toma las decisiones s maximizar
la utilidad sujcta a recursos €5casos,

Suposiciones de proporcionalidad y de aditividad

El hecho de gue la funcidn objetive para una PL debe ser una funcidn lincal de las varia-
bles de decision, tene dos consecuencias,

1 La contribuciin de la funcidn objetivo para cada variable de decision, s proporcional
al valor de ésta, Por ejemplo, la contmbucion a la funcidn objetive por hacer cuatro solda-
dos (4 ¥ 3 = 512) ez exactamente cuairo veces la contribucion a la funcidn objetivo por
hacer un soldado (S3).

2 Lacontribucion a la funcidn objetiv para cualquier varishle, es independiente de los va-
lores de las otras variables de decision. Es decir, no importa cudl sea ¢ valor de x,, pero la
manufaciura de ¥y sobdados siempre contribuird con Ax; dilares a la funcion objetiv.,

Die manera similar, el hecho |:lr. que cada restriceion de PL debe ser una desigualdad lineal
o una ecuacion lineal, tiene dos consecuencias:

1 Lacontribucidm de cada vanable al primer miembeo de cada restriccidn, s proporcio-
mal al valor de In vanable, Por ejemplo, se requicren exactamente tres veces mis horis de
acabado (2 # 3 = 6 horas de acabado) para manufacturar ires soldados, que para fabncar
un soldado (dos horas de acabado).

2 Lacontnbucion de una variable al primer miembro de cada restriccion, es independien-
te de los valores de la variable, Por gjemplo, no importa cual sea el valor de x, pero la ma-
nufacturs de xy renes requiere x» horas de acebado v x5 hores de carpinteria,

La primera consecuencia que s da en cada lista, se denomina suposicidn de proporcie-
nalidad de la programacion lineal. La consecuencia 2 de la primers lista, implica gue el
valor de la funcidn objetivo es ka suma de las contribuciones de cada una de las variables,
vy la comsecuencia 2 de la segunda lista, es que el primer miembre de cada restriccion es la
suma de los contribuciones de cada variable, Por esta radn, 1o segunda consecuencia de
cada lista se denomina suposicion aditiva de la programacion lineal.

Para que una programacion lineal represente en forma adecuada una siluacion de la vi-
da cotidiana, las vanables de decision deben satisfacer tanto la suposicion de proporciona-
lidad como la de sditividad, También se tiene que cumplic con otrs dos suposiciones antes
de gue una PL represente en forma adecuada una sitaacion real; las suposiciones de divi-
sibilidad v de certidumbre,

3.1 ifod i o0 problema de propeamaciin Beeal? B3




Suposicién de divisibilidad

Esta suposiciom requiere que todas las vanables de decision puedan asumir valores frac-
cionarios. Por ejemplo, en el problema de Ciiapetio, la suposicion de divisibilidad quiere
decir que es aceptable fabricar 1.5 soldados o 1,63 trenes. Como Giapeiio no puede pro-
ducir en realidad una cantidad fraccionaria de trenes o de soldados, la suposicron de divi-
sibilidad no se cumple en ¢l problema de Ghiapetio. Un problema de PL en el cual alguna
de las vanables, o todas, debe ser un nimero entero no negativo, recibe ¢l nombre de pro-
blema de programacién entera. La solucidn de los problemas de programacidn entera se
trata en ¢l capitulo 9.

En muchas silnaciones donde la divisibilidad no estd presente, €l redondeo de las varia-
bles a un enteno, en la solucikin dptima de PL, proporciona una soluckon razonable, Supon-
ga que la solucion dptima para una PL establece que una compaiiia de automdviles debe
fabricar 130 000.4 vehiculos compacios durante el presente afho, En este caso, usted pue-
de recomendar que la compaiiia fabrigue 150 000 o 150 001 automiviles compactos, y
tener la confianza de que ez valor =2 aproximaria de manera razonable a un plan de pro-
duceidn optimo. Por otro lado, si el nimere de sitios para misiles que puede usar Estados
Unidos fuera una variable en una PL v la solucidn optima recomendara que se deberian
construir (4 sitios, habria una gran diferencia si se redondeara el nimero de sitios a cero
o8 uno, En esta situacion, s¢ podrian aplicar los métodos de programacidn entera del ca-
pitulo 9, porque el nimero de sitios para misiles definitivamente no es divisible,

Suposicion de certidumbre

Para esta suposicidn, se requiers conocer con certeza todos los parimetros (coeficiente
de la funciém objetivo, segundo miembro v cocficientes tecnologicos. 51 hay incertidum-
bre en la cantidad exacta de horas de carpinieria v acabado necesarias para manufacturar
un tren, %¢ incurriria en una violacion a la suposicion de certidumbre.

Regiones factibles y solucién optima

Dos de bos conceptos més bisicos relacionados con los problemas de programacian lineal,
som region factible y solucidn Gptima. Con ¢l objeto de definir estos conceplos, se usa el
término punte para sefialar una especificacion del valor para cada vanable de decision,

DEFIMICION m Laregidn Factible para una PL, ¢s el conjunto de todos bos puntos que satisfacen
las limitaciones v las restricciones de signo de laPL. w

Por ejermplo, en el problema de Giapetto, el punto (x, = 40, r; = 20) €314 en la region
factible. Obsérvese que x; = 40 ¥ x; = 20 cumplen con las limitaciones (2) a (4) v las res-
tricciones de signo (3) y (6):

Restriccion (2], 2, + x; = 100, s¢ cumple porgue 2(40) + 20 = 100,
Restriceion (3), x; + x3 = B0, 52 cumple porque 40 + 20 = B,
Restriccion (4), ¥, = 40, se cumple porgue 40 = 40,

Restriccion (5), x; = 0, se cumple porgue 40 = 0,

Restriccion (6), x3 = 0, se cumple porgue 20 = 0,
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Por otro lado, el punto (x; = 15, x; = T} no esth én |a region factible porque s bien x; =
15 y x; = T satisfacen (2}, (4], (5) ¥ (&) no cumplen con (3 15 + 70 no es menor o igual
que B0, Se dice que cualquier punto que no estd en la region factible 5 un punto no fac-
tible. Como gjemplo de un punto no factible, considérese (x; = 40, x; = —20). Aunque
este punto cumple con fodas las limitaciones v |a restriccidn de signo (5), no es factible
porque ne satisface la restriccion de signo (6), xz 2= 0, La regidn factible para el problema
de Giapetto es el conjunto de planes de produccidn posibles que Giapetto debe considerar
en la bisqueda de un plan de produccidn dptimo.

DEFIMICION ® Para un problema de muximizacion, una selucion aplima pan una PL ¢s un pun-

to gon el valor de I funcidn objetive mds grande en b region factible, De igual
mancra, pars un problema de minimizacion, una solucién Gpiima és un punto oon
el valor de la funcion objetivo mas pequeiio en la region factible,. =

La mayor parie de PL tiene s0lo una solucidn dptima. 5in embargo, algunas PL no tie-
nen solucion Gptima, ¥y otras tienen una cantidad infinita de solociones (estas situaciones
se tratan en la seccidn 3.3), En la seccion 3.2 se demuestra que la dnica solucidn dptima
para ¢l problema de Giapetto es (x; = 20, x; = 60). Esta solucidn genera un valor de la
funcion objetivo de

g = Axy + Xy o= H20) + 2(60) = 180 dilares

Cuando se dice gue (x; = 20, x; = &) es la solucidn dptima para el problema de Giapet-
ioy, lo que se quiere dar a entender es que ningdn punio en |a regidn factible tene un valor
de la funcion objetivo que sobrepase 180, Giapetto pusde maximizar la utilidad =i fabrica
20 soldados v 60 trenes cada semana. 51 Giapetio produjera 20 soldados vy 60 trenes cada
semana, las utilidades semanales serian 180 ddlares menos costos fijos semanales. Por
ejemplo, 5 los dnicos costos fijos de Glapetto feeran renta de 100 dblares por semana, en-
tonces la utilidad a la semana seria de 180 — 100 = B0 ddlares por semana,

PROBLEMAS
Grupo A

1 El agriculior Jomes debe decidir cudmios acres de madz y
trige Geme que plantsr este afio, Un acre de trigo prodsce 25
bushels de trign ¥ requiere 10 koms de tabaje por semana
Un acre de maiz produce 10 bushels de makz v requiere cus-
iro boras de rabaje a la semama. Todo el trgo se vende a 4
dolares el bushel, v el maiz s vends a 3 dilares ¢l hushel
Se digpone de siete acres de tierea v 40 horas por semana de
trabape. Las regulacsones gubernamentales estnblecen que
por lo mencs M) bushels de malz se produzcan duranbe el &io
actizal, Sea x; = nimero de acres con siembra de malz ¥
xz = pdimero de acres con slembra de trigo. Unilice ceias va-
rinbdes de decision y plantes una PL cuya selecion le indique
al agricultor Jomes cdmo maximizar ¢l mgreso iotal a partir
del tngo y el maiz

2 Conleste estas preguntas relacionadas con el problema 1
B (Est(x; = 1 x; = }) en ln regitn factibde?
LEstd {x; = 4, x; = 3) en la regitn Factible?
— 1} en ks regidn factible

b
B (Estiy=Lx=
d Eati(x, = 3, %, = 2)en la regidn factible?

3 Utilice bas variables ¥, = mimene de bushels de malz pro-
ducide v x; nkmero de bushels de tngo producidos para re-
plantear la FL del agrnculior Jones.

4 Truckco fabrica dos tipos de camiones: el | y el 2. Cada
camidn debe pasar por el talber de pintura ¥ el taller de en-
samble. 54 el taller de pintura estuvien destinado del todo a
pintar los cambones tipo 1, emtonoes se podrisn pintar 200 pos
dia; 5i el taller de pmtura estuviera dedicado por completo a
pintar bos camsones tipo 2, entonoes se podrian pantar 700 pos
dia. 5i el taller de ensamble s dedicara silo a ensamblar mo-
lores para los camiones tipo |, enonces se podrian ensame-
biar 1 500 por dia; si el taller de ensamble s¢ dedicara s6lo a
cnaamblar motores para los camiones Hpo 1, entonoes se po-
dmian ensamblar 1 200 por din. Cada comedn tipo 1 contribe-
ye com M0 ddleres o bas utilidsdes; cada camida tipo 2 con-
iribuye con 500 ddlares. Planies un PL que maximice las
wiihdades de Truckeon,

Grupo B

& ;Por qué no se permite que un PL tenga limitaciones
< g =7
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3.2 Soluciin grafica de los problemas de programacidn lineal de dos variables

Es posible resolver en forma grifica cualquier PL de dos variables. Las varables se deno=
minan siempre ¥, ¥ x> ¥ los ejes coordenados, ejes x, ¥ x;. Suponga que se desea graficar
el conjunto de puntos que satisface

2 tin =6 m
El mismo conjunto de puntos (x, x;) satisface
I =6 - Ixy
Esia dGltima desigualdad se podria escribir también como
x; = 306 — 2 = 2 - 3y, (#)

Puesto que al desplazarse hacia abajo sobre |a grifica decrece x> (véase figura 1), el con-
junio de puntos que satisface (8) y (7) queda sobre la recta x; = 2 = %.r.ﬂdehjud: ella,
Este conjunto de puntos se sefiala con un sombreado més oscuro en la figura 1. Sin embar-
g0, nitese que xz = 2 = Sxy, 3oy = 6 — 2x, v 2r, + 3x; = 6 50on la misma recta, Esto sig-
nifica que ¢l conjunto de puntos que satisface (7) queda sobre la recta 2, + 3, = 6o
debajo de ella. De igual manera, el conjunto de punios que satisface Zv; + 3o = 6 queda
sobre la recta 2x; + 3x; = 6 o amiba de ella. (Estos puntos de indican con un sombreado
meenos oscuro en ba figura 1.)

Considérese una hmitacion de desigualdad lineal de la forma fTx), x50 2= bo fx, i) =
b, En general, se puede demaostrar gque, en dos dimensiones, el conjunto de puntos que £a-
tisface una desigualdad lineal comprende los puntos en la recta fix,, x2) = b, que define la
desigualdad més todos bos puntos de un lado de la recta,

Hay una manera fcil de determinar ] kado de la recta para el cual la desigualdad tal co-
mo fTxy, 230 = bo flx, x) = b se cumple, Justamente se escoge cualquier punto P que no sa-
tisfagn la recta fix), x;) = b Se determina si £ satisface la desigualdad. Si es asi, entonces
todos bos puntos del prismo lado que P de Tx,, x;) = b satisfarin la desigualdad. Pero 52 P no
cumple con la desigualdad, entonces todos los puntos sobre el o lado de fx,, x2) = b, que
no contiene a P, satisfarin la desigualdad. Por ejemplo, para determinar cudles son los puntos
que satisfacen a 2ry + 3r: = 6 (puntos armiba o abajo de la recta 2xy + 3x = 6],
se observa que (0, 0) no sansface 2ry + 3x; = 6. Como (0, 0) estd abajo de la recta 2x,
4 dxz = 6, el conjunio de puntos gue cumple con 2Zry + 3xy = 6 comprende la recta
2xy + Ity = 6 ¥ los puntos por arvib de la recta 2r) + 3y = 6. Todo esto esti de acwer-
do con la figura 1.

e
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FIGURA 1
Grifica de una

desigualdad lineal
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FIGURA 2
Solscion grafica del
problema de Gispette

Como determinar la solucién factible

Ahora se ilustra como resolver en forma grifica PL de dos vanables mediante 1a resolu-
cidn del problema de Giapetto. Para empezar, se determina en forma grifica la region fac-
tible para el problema de Giapetto. La regidn factible para el problema de Giapetto es el
conjunto de wdos los puntos (x;, X2) que satisfacen

2y + x3 = 100 (Limitaciones) |
x +x; = 80 1]
X = 4i) 4
I =0 {Restmicciones de signo 1]
Xa =0 m

Para que un punto {x,, x;) esié en la region facuble, (x,, x;) debe satisfacer fodas las desi-
pualdades (2) & (6). Obsérvese que los dnicos punios que cumplen (5) v (6) quedan en 2l pri-
mier cuadrante del plano £, —x;. Lo anterior se indica en la figura 2 mediante las fechas que
sefialan a la derecha del ge x5 v hacia ammiba del gje x,. Por lo tanto, cualquier punio que és-
té fuera del primer cuadrante no puede estar en la regidn factible. Esto significa que la reguon
factible es ¢l conjunto de puntos que se encuentra en ¢l pomer cuadrante v que cumple con
2)a4)

El método para determinar ¢l conjunto de puntos que satisface una desigualdad lmeal,
también identificar los que cumplen con () a (4). En la figura 2 s2 observa que iodos los
pumios que se encuentran shago de la recta AR o sobre ella (AF 23 la recta 2y + o = 100,
Todos bos puntos que se encuentran abajo de la recta C0 o sobre ella {CD es la recta x, +
xy = B0) cumplen con la desigualdad (3). Por dltimo, todos los puntos que se encuentran a la
izquicrda de la recta EF o sobre ella (EF es la recta x; = 40) cumplen con (4} El lado de una
rects que satisface una desigualdad se indica por la direccidn de las flechas en la figura 2.

En la figura 2 se observa que el conjunto de puntos del primer cuadrante que cumple
com (2], (3] v (4) cstd limitado por ¢] poligono de cineo lados DGFEN. Coalguier panio en
este poligono o en su interior estd en la regidn Factible, Cualgquier otro punto no satisface
ni una de las desigualdades {2) a (6). Por cjemploe, el punto (40, 30) queda fuera de DG-
FEH porque estd arriba del segmento de recta AR, Por lo tanto, (40, 30) 3 no factible por-
que ni satisface (2),

Un modo fici] de encontrar la region factible es determinar ¢l conjunto de punios no
factibles. Notese que todos los puntos por armiba de la recta AB de la figura 2 son no fac-
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tibles, porgue incumplen con (2). De manera similar, iodos los puntos por arriba de CD
son no factibles, porgue no satisfacen (3). Asimismo, todos los puntos a la derecha de la
vertical EF son no factibles, porque no se ajustan a (4). Después de gue todos estos pun-
fos son eliminados, sdlo quedan los de la regidn factible (DGFER).

Como determinar la solucién éptima

Tras haber identificado la region factible para el problema de Giapetto, sc busca la solucion
optima, la cual es el punto de la region factible con el valor mis grande de z = 3 + 2,
Para encontrar la solucidn optima, &3 necesano graficar una récta en la cual odos los pun-
tos tengan ¢l mismo valor 2. En un problema de maximizacion, esta recta recibe ¢l nombre
de recta de isoutilidad (en un problema de minimizacion, recta de isocostos). Para trazar
una récta de isoutilidad, se ezcope un punto én la regidn factible v se caloula su valor 2. Sea
el punto (20, 0). Para (20, 0), z = 3{20) + 2{0) = 60. Por consiguiente, {20, 0) queda en la
recta de isoutilidad = = 3z + 2oy = 6. 51 s¢ vuelve a escribir 3x; + 2x; = 60 como
3 = 30 — 3x,, entonces la recta de isoutilidad 3x, + 2r, = 60 tiene una pendiente de —3.
Pucsto que todas las rectas de isoutilidad son de la forma 3x; + 2i; = constante, todas las
rectas de isoutilidad tienen la misma pendiente, Esto significa gue wmg vz gue 5@ IR uia
recia di isoudilidad, e3 posifle enconfrar fodas lax orras recles de isounilidad, desplazdndo-
se en forma pavalela a la recta de isowtilidad que ya se grafico.

Ya queda claro como encontrar |a solucion dptima para una PL de dos variables, Después
de trazar una sola recta de isputilidad, es posible generar otras rectas de isoutilidad despla-
zindose en forma paralela a la recta va graficada en una direcciin en que 52 incremente 2 (en
el caso de un problema de maximizacidn). Después de un punto, las rectas de isoutilidad va
no intersecan la regidn factible, La altima recta de isoutilidad que corta (toca) la regidn fac-
tible define ¢l valor = mds grande de cualquier punto en la regitn factible, e indica la solu-
cidm Gpiima para la PL, En esic problema, 1a funcién objetive z = 3x; + 2x; aumenta al
desplazarse en una direccion para ka cual tanko x; como ©x s incrementan, Por lo tanio, usted
puede construir piras rectas de sputilidad mientras se desplaza en forma paralela a 3, + 2r,
= 6} en una direccion hacia el noreste (hacia armba v hacia la derecha). En la figura 2, se
puede observar que la recta de isoutilidad que pasa por el punto & es la (tima recta que in-
terseca la region factible. Por consiguiente, (F &5 el punto con el valor z mds grande en la re-
gidn factible v, por lo tanio, la solucién optima al problema de Giapetio. Obsérvese que el
punto 7 5 donde se cortan las rectas 2, + x; = 100y x; + x; = 30, Al resolver estas ecua-
ciones en forma simultinea, se obtiene que (x; = 20, x; = 60} 3 la solucidn dptima para el
probiema de Ciapetio. El valor 6ptimo de = se encuenira al sustituir estos. valores de x; ¥ X
en la funcidm objetrvo. Entonces, el valor dptimo de = es = = 3(20) + 2(60) = 180

Restricciones activas

Tras haber determinado la solucion dptima para una PL, ¢s Otil (véanse capitulos 5 y 6)
clasificar cada restriccion en restricciones activas (obligatorias) ¢ inactivas.

CEFIHICION & Lnarestriccion es activa u obligatoria £ tanio el primero como el
segundo miembros de las restricciones son iguales cuando los valores
aptimos de las varables de decizidn se sustituven en |a restnccidn, m
Por lo tanito, (2) ¥ (3) son restricciones activas,

CEFINICION ®  Una restriccion es inactiva si no son iguales ¢l primero v ¢l segundo miembros de
la restriccidn cuando los valores optimios de las vanables de decisidn s¢ sustilu-
ven en la resticcidn. =

Como x; = 20 es menor que 40, (4) es una restriccidn inactiva,
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Conjuntos convexos, puntos extremos y PL
La region factible para el problema de Giapetio es un ejemplo de un conjunto convexo

DEFINICION B Unconpumbo de puntios 5 &5 un conjunto convexs 51 el sepimenio de fedla que ung

cunlguier par de puntos ¢n § estd totalmente contenidoen S =

En la figura 3 se ilustran cuatro configuraciones de esta definicidn. Cada segmento de
recta que ung dos puntos en 5, contiene sOlo puntos en & en las figuras 3a v 3b. Por o tan-
i, en estas dos figuras, § es convexo, pero en bas figuras 3¢ v 3d, 5 no es convexo. En ca-
da figura, los puntos 4 v B estin en S, pero hay punios en el segmento de recta A8 que no
estin contenidos en 5. Eo el estudio de la programacion lineal, un cierto tipo de punios én
un conjunio convexo {denominadios mintes extremor) es de gran mterés.

DEFINICION w Pars cunlgumer confunto convexo 5, on punto M en 5 ¢4 un punte extremao 51 pan

FiGumra 3
Conjuntod comvexss y
0 CoEmenid

cada segmento de recta que esti completamente en 5 ¥ contiens al punto P, éste
s un piindo terminal del segmento de recin,. =

Por gjemplo, en la figura Ja, cada punto de la circunfierencia ¢s un punio extremo del
circulo. En la figura 3k, los puntos 4, B, Oy £ son puntos extremos de 5. Aunque el pun-
to E estd en el limite de 5 en la figura 3b, £ no es un punto extremo de 5 porque £ estd en
¢l segmento de recta AF (4B estd completamente en 5), ¥ no ¢s an punto terminal del
sermenio de recta AR, Los puntos extremos reciben algunas veces el nombre de vértices
porgue si el conjunio § es un poligono, los puntos extremos de 5 seran los vértices, o
esquinas, del poligona.

La regitm factible del problema de Giapetio s un conjunto convexo. Esto no €5 un acci-
dente; se puede demostrar que la regitn factible para cualquier PL es un conjuntn convexo,
En la figura 2 se observa que los punios extremos de la regidn factible son simplements los
puntos £, F, E, iy H. Se puede demosirar que la region factible para cualquier PL tiene
s0lo un ndmers mfiniio de puntos extremo, Tambidn ndtese que la solucion dptima para el
problema de Giapetto (punto (7) ¢s un punto extremo de la region factible. Se puede demos-
trar que cualguier PL que tiene wna solucion dipfima tiene un punto extrema gue es opiimo.,
Este resuliado es muy importante pongee disminuye €l conjunio de puntos que generan una
solucion dptima a partir de toda la regidm factible (la cual contiene por lo regular un mime-
ro infimito de puntos) hasta el conjunto de puntos extremo (un conjunto i),

Por o que tnca al problema de Giapetio, es ficil ver por qué la solucion optima debe ser
un punto extremo de la region factible. Se observa que 7 auments a medida que ks rectas de
isoutilidades se desplazan en una direccion noreste, de tal manera que los valores més gran-
des de z en la regitn factible deben presentarse en algin punto P que no tiene puntos en la
region factible al noreste de P. Esto significa que la solucion dptima debe quedar en algin
lugar sobre el limite de la regidn factible DIGFEN. La PL debe tener un punio extremso gue
€5 Optimo, porque para cualquier segmento de recta sobre ¢l limate de la regidn factible, el
valor més grande de z sobre ¢l scgmento de recta debe estar en une de bos puntos terminales
del segmento de recta.

Para entender bo anterior, véase el segmento de recta FGF de la figura 2. Fi es pane de
ka recta Zx; + ;= 10 de pendiente —2. 51 uno s¢ mueve a lo largo de FG oy disminaye x,
en 1, enfonces ry aumentard en dos, ¥ el valor de 2 cambia como sigue: 3x, caea 3{1) = 3

& w dons wwnhresds
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% 2xs sube a 2(2) = 4. Por consiguiente, z sumenta en ftotal a4 — 3 = 1. Esfo significa que
al desplaearse a lo largo de PG en una direccidn en la que decrece x; s¢ incrementa 2, For
lo tanto, el valor de z en e punto & debe sobrepasar el valor de = en cualguier otro punto
del segments de recta FO,

LUn razonamiento similar demupestra que para cualguier funcion objetive, el valor maxa-
mio de = en un segrmento de recta dado debe encontrarse en un punto terminal del segmen-
to de recta, Por lo tanto, para cuslgqueer PL, el valor méas grande de z en |3 region factible
debe estar en el punto lerminal o extremo de ono de los segmentos de recta que forman el
limite de dicha region. En pocas palabras, uno de los puntos extremo de la regidn factible
debe ser dptino, (Para comprobar que va entendid ¢l concepio, demuestre que si la funcidn
objetivo del problema de Giapetto fuem z = Ay + &y, el pumite F seria el Gptirno, en fanto
que si la funcron objetive de (napetio fucra = = x; + 6, el punio I seria el dptimo’),

La prueba de que una PL siempre tiene un punto extremo optime dependia en gran me-
dida del hecho de que tanto Ta foncidn objetive commeo las restricciones fueran fuaciones -
neales, En ol capitale 1, se demuesira que para un priflema de optitmizaciin en el cual la
funcién objetive o algunas de las resinccidnes no son lineales, tn soluckon Optima para e
problema de optimizacion podria no enconirarss on un Punin exXiremo.

Solucion grafica de los problemas de minimizacién

orian auto

Dorian Auto febrica sutemdviles de lujo v camiones, La companiia opina que sus clienes
mids iddneos son hombres ¥y mujeres de altos mgresos. Para Hegar a estos grapos, Dorien
Aydo ha emprendido una ambiciesa campaiia publicitaria por TV, y decidid comprar comer-
ciales de un minuto en dos tipos de programas; programas de comedia v juepes de futbol
prnericanc, Cada comercial en programas de comedia 1o ven 7 millones de mujeres de al-
tos ngreses v 2 millones de bombres también de altos ingresos. Dos millones de mugeres de
ahios. ingresos v 12 millones de hombres de alos ingresos ven cada comercial en jusgos
de futhol, Un anuncio de un minuto cn los programas de comadia cossta 30 0K ddlares, v
un comercial de un minwio en e juego de futbol cuesta 100 /000 dodares. A Donan be gus-
tarla que por lo menos 28 millones de mujeres de alios ingresos ¥y 24 millones de hombes
de altos ingresos vieran sus comerciales. Utikice [a programacton lingal para determinar co-
ma Dordan puede sleanzar sps objetives publicitarios al minimoe costo,
Donian debe decidir cudntos anuncios en los programas de comedia v en el de futhol debe
coimpras, por lo que las vanables de decision son

iy = nimers de anuncios de un minuto comprados en programas de comedin

Xy == e de anunciog de on minots comprados en los jusgos de futbol

Luego, Domian quiere minimizar el costo total de Jos anuncios (en miles de dolares).
Costo wotal de los anuncios
= gosto de los anuncios cn programas de comedia + costo de los anuncios en juegos
de fimtbaol
= |I casto ;| [ total de anuncios }
| anuncto en programas de comedia en programas de comedia |

+ |: _coslo J ( total de anuncios )
, anuncio en el Futhal en gl futhol

= jul'| + ]m:l::
Entonces, ka funcidn objetive de Dovian es
min r = My, + 100, (5]
Darian s& enfrents o las siguientes limitaciones:
Restriesdon 1  Los anuncios deben alcanzar por lo menos a 28 millongs de mujeres de al-
105 INEIER08,
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FIGURA &
Snlucidn grifica pars el
problema de Derian

Restriceitn 2  Los anuncios deben llegar pos lo menos a 24 millones de hombres de altos

INETERNS,

Para expresar las imitaciones 1 v 2 én iérminos de o, v de xp, s2a MAIT las mujeres iele-

videntes de alios ingresos ¥ HAI los hombres ielevidentes de altos ingresos (en millones).
f

MAT = | MAL }{ sotal de anuncios )

anuncios en programas de comedia / \ on programas de comedia
- { - MAI _ ' {u:uml de ar‘nunch‘-s]
anuncios en el futhol en el futbol
= Ty + 2xy
HAT = { HAI ] I: total de anuncios ]
. anuncios en programas de comedia / | en programas de comedia)
i l HAI :I { tofal die anwm:]-:li}
anuncios en el futhol en el futhol
= 25, + 125
La restriccion | va se puede expresar como
T, + 2, =28 (10
v la restricciin 2 s¢ podria expresar comio
2y + 11y = 24 (1)
Las restricciones de signo x; 2 0 ¥ x; = 0 son necesanas, asi que ¢l PL de Donan estd da-
da por

minz = 50, + 1(0xy
5.3 T+ iy =28 (MATY
x4+ 12x; = 24 (HATL)
X, xx =10
Este problema es camcteristico de una gran diversidad de aplicaciones de PL, en las cua-
les el que toma la decision desea minimizar el costo de cumplir un ciero conjunto de exi-
pencias. Con el fin de resolver en forma grifica este PL, se empieza por graficar la regidn
factible (figura 4). Obsérvese que los puntos que 2 encuentran en la recta AR o arriba de
ella (4B e5 una parte de la recta Tx; + 2x; = 28) satisfacen (10} v que los punios que s¢
encueniran en la recia CD o arriba de ella (CD es una parie de la recta 2¢; + 12x; = 24)
sutisfacen (11). En la figurs 4, s¢ observa que los dnicos puntos del primer cuadrante
que satisfacen tanto a (10) como a (1 1), son los puntos de la regidn sombreada limitada por
el gje 1y, CER, ¥ por el gje x;.

3.2 Telecitn prifca de s prodlenas de prapravacis |meal de des varsdle: B1




Al igual que en el problema de Giapetio, o problema de Dorian tiene una region facti-
ke convexa, pere la regidn factible de Dorian contiene puntos para los cuales el valor de
al menos una variable puede ser arbitraraments grande, al contranio que en e caso de Gia-
pette. Lina regidn factible de este tipo se llama regién factible no acotada.

Do que Dorian desea minimizar el costo total de los anuncios, la solucwn aptima del
problema ¢8 el punto que tenga el valor = mads pegueio en la region factible. Para encon-
trar bn soluciom &ptima, es necesanio traear una recla de isocosios que cruza la region fac-
tible. Uina recta de isocostos es cuabquier recta en ba cual todos los punios tienen el mismo
valor = (2] mismo costo). S¢ escope en forma arbitraria la recta de isocostos que pasa por
el punto (¥, = 4, 5, = 4}, Para este punto, 2 = 504} + 100(4) = 600, v se grafica la nec-
i de isocostos = = S0x, + 100k = GO0,

S consideran las rectas paralelas a la recta de isocostos 50, + 100x; = 600 en la di-
reccidn en que decrece 2 (surocsic). El dlivmo punio en la regidn factible que cruza una rec-
ta de imocosios seri el punto en la regidn factible que tiene el valor mis pequefio de 2.
En la figura 4 se pusde ver que ¢l punto E Giens ¢l valor 2z mds pequefio que cualguier pun-
o en la region factible; ésia ¢s la solucidn &ptima para ¢l problema de Dorian, Obsérvese
que ¢l punto E ¢z donde se cortan las rectas Tx; + 2oy = 28y 2y + 12x; = 24, Al resol-
ver en forma simultinea estas ecuaciones, s¢ obtiene la solucidn Optima (x, = 3.6, 1, =
1.4), El valos Optirso de = se determing al sustitar estos valorss de oy ¥ 27 en la funcidn
objetivio, Entonces, el valor dptimo de z es 2 = S0{3.6) + 10001.4) = 320 = 320000, dé-
lares. Puesto que con ¢l punto E se cumplen las limitaciones MAT v HAI de iguabdad, am-
bas limtaciones s0n activas.

L R

LJEI modelo de Dorian comple con las suposiciones de la programacion lineal sefialadas
en la seccion 3.17

Para que la Suposicidn de peoporcionalidad sea vilida, cada anuncio cxtra en progra-
mas de comedia debe afiadir exactaments siete millones de MAT v dos millones de HAL
Estos valores contradicen la evidencia empinca, ln cual sefiala que después de un cierto
punto los comerciales originan menores ganancias. Después de 500 comerciales de awbo-
mdwiles, por epemplo, que s¢ han lancado al aire, la mayoda de ks personas quizd ha vis-
ta una, pot lo que ya no deja nads beeno lanzar 8 airg mds anuncios, Por consiguients, se
viola la Suposicidn de proporcionalidad.

S¢ ufiliza la Suposicion de Aditividad para justificar escribir (ioal de MAI televiden-
tes) = (MAL televidentes de los anuncios en programas de comedia) + (MAT televidentes
de los anuncios de futbol). Muchos verdn, en realidad, un comercial de Dorian en progra-
mas de comedia, asi como un anuncio en el futhol. Se esth contando dos veces a estes per.
somas, lo cual crea un pandorama impreciso del nomens total de personas que ven 108 anumcxs
de Danan. El hecho de que la misma persona vea mas de un tipo de anuncio guiere decir que
la efectividad de un anoncio en programas de comvedia depende de la cantidad de cmiercia-
les en el futhol. Esto viola la Suposiciin de Aditividad

51 s0lo hay comenciales de un minuio, enonces no s razonable recomendar que Do-
nan compre 306 anuncios en programas de comecia v 1.4 comerciales en el futbol, por o
que se viola la Suposicion de divisibilidad; emtonces, el problema de Dorian se debe con-
siderar como un problema de programacion entera. En la seceion 9.3 se demuestra gue 5
¢l problema de Doran se resuelve como un problema de programacion entera, entonces ¢l
costy minimo s consigue al escoger (ry = 6, x; = 1) o bien (x; = 4, x; = ). Para coal-
quiern de las soluciones, ] costo minimo s 400 000 ddlares, Esta cantidad es 23% supe-
riof al costo que se obliene a partir de la solucion optima de PL.

Como no hay manera de saber con certeza cudntos televidentes se suman por cada tipo
de comercial, también se incumple ka suposicion de certidumbre. Por lo tanio, todas las su-
posiciones de la programacion lineal se incumplen ¢n ¢l problema de Dorian Autos, A pe-
sar de estas desventajas, los analistas han usado modelos similares para avodar a ks
efupresas & determinar su mezcla de productos Gptima (plan de produccidn dptime).”

Lilien ¥ Kotler {19831,
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PROBLEMAS
Grupo A

1 Resuelva en forma grifica el problema 1 de la ssecion 3.1,
2 Besuclva en forma grifica el problema 4 de In seccidn 3.1
3 Leary Chemical fabrica tres productos gquimicos: A, B y
C, Estos productos de obtienen por medio de dos procesos
de produceion: 1 v 2, El desarrolbe del proceso | durante una
hora cuesta 4 dolares y produce tres unidades de A, una de
By una de C, Efectuar el proceso 2 durante una hora cuesta
un dilar v se obtienen una unidad de A y una de B. Para com-
plir con las demandas de los clienles s tenen que progucir
todos hos diss por lo menos 10 unidades de A, 3 de B v 3 de
C, Determine en forma grifica un plan de produccion dinrio
que minimice el costo de cumplir las demandas dianiss de
Leary Chemical,

4 Para cada uno de los siguienies funciones, determine la
direcciin en 1 cual ks funcidn objetive s¢ incrementa:

a '=‘tt|_.l.'1

6 Fumnco fabrica escritorios y sillas, Cada cscritorio wtiliza
custno unidades de madera v a8 silbas wiiliean tres. Un eseri-

tomio confribaye con 40 dolares o la utilidad, ¥ una silla con-
tribuye con 23 ddlares. Las restricciones del mercado requie-
ren que |n cantidad de sillas fabricadn sen por lo menos el
dobde del mimero de escritonios producikdos. 50 se dispone de
20 unidsdes de madera, planies un PL para maximizs la ot-
lidad de Fumeo, Loego resuelva en forma grifica el FL

B Jane es dueia de una granja de 45 acres, En ellos vaa
sembrar trigo v malz Cada acre sembrado con mgo rinde
#IH diflares de utilidad; cada acre sembrado con maiz pro-
porciona 300 ddlares de uiilided La mano de obra v el fer-
tilizamte que s utiliza pars cadn acre, aparece en la tabla 1.
Se dispone de 100 trabajadores v de 120 toneladas de ferti-
lizante, Mediante programaciin lineal determine como Jane
pucde maximizar bas witlidades,

TABLA 1

i
o

Mano de obra 3 trabagadores 2 trabajadores
Fertilizante It 41

3.3 [asos especiales

Las problemas de Giapetto y de Dorian tenian una soluciin dptima dnica. En esta seccidn
s tratan tres tipos de PL que no tienen una solucion dptima dnica,

1 Algunas PL tienen un numero infinito de soluciones dptimas (soluciones dptimas ml-
tiples o alternativas),

2  Algunas PL no tienen soluciones factibles (PL no factible).

3 Algunas PL son no acotadas: hay punios en la regidn factible con valores z arbitrana-
mente grandes (en problemas de maximizacion].

Soluciones optimas multiples o alternativas

Soluciones oplimas alternativas

Una compafia de automotores fabrca automoviles v camiones. Cada uno de los vehicu-
o debe pasar por €] taller de pintura y por el de ensambde, 51 ¢l taller de pantura piniara
shlo camiones, entonces podria pintar 40 por dia. 54 el taller de piturs pintan s6lo auto-
mdwiles, entonces podria pintar 60 vehiculos diaros. S el taller de ensamble se destinam
silo a ensamblar automdviles, entonces podria procesar 30 al dia, v 51 solo produjera ca-
miones, procesaria 50 por din. Cada camidn contribuye con 300 dolares a la utilidad, v
cada automdvil contribuye con 200 délares. Mediante o PL, determine un programa de
produceidn diaria que maximice las uiilidades de la compafiia.
La compafiia debe decidir cuantos automaoviles v camiones debe prodwcir por dia. Esio lle-
va a definir las siguientes variables de decision:

x; = mimero de camiones producidos por dia

x; = nmero de automdviles producidos por dia
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La ubilidad diaria de la compabia {en clentos de dolares) es 3x; + Lvy, asl que la funcidn
objetivo de la empress podria ser la siguiende:

Mgk & = 3x; + lx, [2)
Las dos restricciones de la compadia son:

Restricelén 1 La fraccidn del dia durante la cual el taller de pintura estd ocupado, es me-
o & igual 4 .

Bestricelin 2 La fracckon del dia duranie la cual ¢l taller de ensamble estd ocupado cs mie-
o o igsal & 1

Entonces,

Fraccimn del dia en que ¢l taller de pintura trabaja con los camiones =

" fraccitn del dia 1:I{ amiones }

CAmian Y dia
= J:l 1
Fraceron del dia en gue el faller de pindura trabaja con los automoviles = ﬁ'” X3
Fraceidn del dia en que el waller de ensamble trabaja con los camiones = IE x
Fraccion del dia en que el teller de ensamble trabaja con los automoviles = :Iu X3
Por lo tanto, la resimccion 1 se podria expresar comdo sigue
l | o ,
T i 20 2 = {limitacidn del waller de pintura) (=
¥ la restriccton 2 seria
1 1 . o _
W 1 a0 o | {hmitacion del taller de ensamble) [14]
Como xy 2 0 y 13 2 0 se debe cumplir, el PL pertinenie es
max z = 3x; + 2x; £12)
I | ,
5.4 X + ﬁijx"& | (13
1 l
—x t-—a =]
0" ¥ 5 ()
Xy Xz =

La regitn factible para esta PL es ka region sombreada en la figura 5 limitada por AEDE

Por lo que teca a la recta de moetilidades, se escoge la recta que pasa por el pondo {20,
), Come (20, 0) tene un valor z de 3(20) + 2(0) = &, entonces la recta de isoutilidades
es 2 = dxy 4+ yy = b6l Cuando se examinan las rectas paralelas a esta recta de 1s0-
wiilidades en la direccion en que = sumenta (noreste], se obsarva que ¢l dltimo “punto™ en
la region factible en que se croza una recta de isoutilidades es fode €] segmento de recta
AE. Esto guiere decir que cualguier punto sobre ] segmento de recta A es Gptimo. Es po-
sible wsar cualguier punto sobre AE para determinar ¢l valor optima de 2. Por gjemplo, el
punto A, (40, (0, da z = 3405 = 120,

En resumen, la PL de la compadia de amomdviles tieng un ndmero infinito de solucio-
nes optimas, es decir, tiene sofuciores midtiples o altermativas. Esto lo indica &l hecho de

“La restrcerm 13 L sstisfagen wnlin lise Pl siplee A6 (A5 &5 ‘I.ll.| + 'II_ T3 = 1), ¥ {140 o abajo G In
rect; v bockas bos pamios sobre OO {C0 28 ;_,J:. ! !::.1';- = 1}o abajo de la reco sstisfaoen (40
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FIGURA B
Seluckin arfiles del
sjemplo 3

53

que & medida que una recta de isoutilidades deja la regidn factible, intersectanl un segmen-
o de recta completo que corresponde a la réstriceidn activa (én este caso, AE).

A partir del ejemplo actual, parece razonable (v se puede demostrar que es cierto) que
&i dos puntos (4 v E aqui) son dplimos, enfonces cualguier punto en el segmento de recta
que une estos dos punios también o es.

5i hay otra opcidn Oplima, entonces quien toma las decisiones puede usar un criterio
secundario para escoger entre las soluciones dptimas. Los administradores de la compafiia
de antomdviles podrian preferir el punto A, porgue simplificaria sus negocios (v hasta
bex permifinia maximizar las unlidades) porque podrian producir un solo tipo de producto
[camiomnes).

La técnica de programacién por objetivos (véase seccitn 4.14) se aplica con frecuen-
cia para escoger entre varias soluciones Optimas aliernas,

PL no factible

Es posible que una regidn factible de PL sea vacla (no contenga puntos), lo cual da como
resultado un PL se factible, Como la solucién Gptima a un PL es el mejor punto en la re-
giom factible, una PL no factible no tiene soluciones dptimas.

PL no factible

Suponga que los vendedores de automéviles requieren que ks compaiiia de automoviles del

ejemplo 3 fabriquen por lo menos 30 camiones ¥ 20 avtomdviles, Determine la solucion
opima para el nuevo PL.

Después de afadir las restriccidnes x, = 30 v x; = 20 al gjemplo 3, sc obticne la siguien-
e PL:

max z = 3x; + 2xp

|
A ot G—L.r; = | 15}
I I
30 X T 0 X1 = | [1“'
o 2 30 (17
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FIGURA &
Regidn factible vacia . .
(PL mo factibie) Ay
x; &= 2 (18]
Koz

La grafica de 13 regidn factible para esta PL &5 13 de la figura 6,

Todos los puntos cn A5 (A8 cs ;";,x, + t.!".1'-_- = 1) ol que se encueniran ubajo de A8
cumplen la restnccidn §15),

Todos los puntos en CD (1 s %h $ .;'—“T = 1} o bos que se encuentran abajo de £13,
cumplen Ta restriccidn {16},

Tiedins s puntos en EF (EF es vy = 30) o los que estin a la derecha de £F, cumplen
la restriceion (17)

Tesbos los puntos en GH{GH &5 x; = 20) o los que se encoentran arriba de AR, cum-
plen la restnccion (18],

En la figura 6, ¢s evidente que ningdn punto satisfoce de la (15) a lo (18), Esto significn
que gl gjemplo 4 tiene una region factible vacia v 25 un PL no factible.
[ T

El PL s no fiecfible en ¢l gjemplo 4, porgue producir 30 camiones v 20 automdviles re-
Gquiere mis Gempo en el taller de pintura del que esta disponible.

PL no acotada

La siguiente PL especial 5 un PL mo acovada. En un problema de maximizacion, una PL
nio acotada ¢ presenia 51 o5 posible encontrar punios en la region factible con valores de =
arbitrariamente grandes, lo cual va de acuerdo con un administrador que obtiene en for-
ma arbitrana grandes ingresos o utilidades. Esto indica que no habria una soluckon Gptima
no seotads en una PL planteada en forma correcta. Por lo tinto, s usted resuelve una PL
en la computadora v encuentra que la PL es no acotada, enfonces es muy probable que
haya cometide un error al formular la PL o al introdecir los datos a la computadora.

Por lo que se refiere a un problema de minimizacion, una PL es no acotada si hay pun-
tos en la region factible con valores die @ arbitranamente pequefios. Al resalver en forma
grifica una PL, ¢z posible detectar una PL no acolada de la siguiente maners: un proble-
ma de maximizacion es no acotado 51, cuando usted se desplaza en forma paralela o la rec-
ia de isouttlidades onginal en la direecion en que se incrementa =, nunca deja por compleio
la region factible, Lin problema de minimizacidn es no acotedo = nunca deja la regidn fac-
tible al moverse en la direcoion en que decrece =
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FPL no acolads

Resolver en forma grafica la PL siguwente:

max z = Jx, ¥
2.4 Lo = | (18]
l'[| + X2 =0 Em
Ky, X3 = ]

En la figura 7 se puede ver que todos los puntos en la recta A8 (A8 es |la recta vy — 1; =
I} o por arriba de ella satisfacen (19), Asimismo, fodos los punios en la recta CD{CD es
2, + x3; = 6) o por arnba de clla satisfacen (20), Por consiguiente, la region factible pa-
ra ¢l ejemplo 5 es la regidm no acotada (sombreada de 12 figura 7, Lo cual estd acotada so-
o por el gje ra. el segmento de recta DF v la parte de la recta A que inicia en E. Para
encontrar la solucitn Gpiima se traza la recta de isoutilidades que pase por (2, 0). Esta recta
de isoutilidades tiene z = Ir; = x3 = (1) = 0 = 4, La direccidn en que se incrementa =
es hacia el suresie (esto hace a ¥, mavor v a ¥, menor), Al desplazarse en forma paralela a
I = v, = r en direccion sureste, se observa que cualguier recta de isouwtlidades que se
trace, cruza |a regicn factible. (La razim es que cualquier recta de isoutilidades tiene ma-
vor pendiente que la recta x; = 13 = 1)

Por lo tanto, hay punios en la region factible gue tenen valores de = arhitrariamente
grandes, Por gjemplo, 5 se desea encontrar un punio en la regidn factible que viern z =
| CHh (W, se podrin escoger cualquicr punto cn la region factible gue esté al sureste de la
recta de isoutilidades z = 1 00000,

FiGuRa T
PL no acotada

Luego del andlisis de [as altimas dos secciones, se puede ver que todas las PL con dos
variables deben estar en uno de los Siguienics cuatro Casns;

Casa 1 El PL tiene solucion optima dnica.

Cese2 El PL nene soluciones dptimas alternativas: dos o mis puntes exiremas son opii-
mos ¥ [a PL tendrd un mimero infinite de soluciones dptimas.
Casa 3 El PL g8 no factible: la regidn factible no contiene punios,

Casa 4 El PL es no acotada: hay puntos en la region factible con valores z arbitranamen-
te grandes (problemas de maximizacidn) o arbitrariamente peguedbos (problemas de mind-
rzacida ),

En el capitulo 4 se demuestra que toda PL (o sdlo Las PL con dos varables) debe estar en
cunlesquiern de los cuatro casos,
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En el resto del capifulo se guia al lector a través del planteamienta de vanos modelos
de programacidn lingal mas complicados, El paso més imporiante en el planteamiento del
modelo de PL, e ko eleccidn de las variables de decisidn, 51 &sfas se escogen de modo
apropiado, ba funcidn objetivo v las limitaciones se mficren sin mucha dificuliad. El pro-
blema al determinar una funcidn objetivo y las restriccidnes de un PL es, por lo regular, ¢l
resultado de una eleccion incorrecta de las vanables de decispbn.

PROBLEMAS

Grupo A

Tdemtefigos cudd de los casas | ad s aplics a cals wha de los
siguwientes FL.;

1 EnaN = = xp + Xz
®l I * 154
Xy — Xy = 5
.l'|-.i;|""{|'
2 max = = 4x, + 1y
LF ] Ery i = 16
Sy + x5 12
T Ay = 0
| mAx I = —x; + Iy
5.0 I = xx=d
3 = Fn= 4
Ty, Tz =10
4 mag £ = Ix, + ks
54 iy + Xy =6
T + .= Y
£, X3 =

8 Vesdadero ¢ falso: parn que wn PL seo no pcotado, la re-
githn factible dil PL debe ser po acorada

8 Verdadero o falser todo PL con una region factible mo
acotada tices wha solucitn Sptima me acotada.

T 51 la regiim {actibbe de un PL o es oo mootada, se dice
que |2 region faciibie del PL 2= acolads. Suponga gue un PL
posec ung regiin factible scotada. Explique por qué pesds
encomtrar la solucidn dptima para el PL (3in una recta die iso-
wiilidades o de isocosins) mediante la simple venificockin de
ks valores = en cmda punto exirenss de la region factible.
iPor qué podnia fallar este metads s |3 repom Bachbde del PE

es o acolade?

B Dietermine graficaments wdas las solociohes Gpimas del
sigiemte FL
min® = Ll &}

%4 o+ ®H
X —xz =0

B =3

N dp =0

8 Encuentre en forma grafica &os soluciomes optimas de I
sigaiente PL:
mo = = 31y # S
54 3x + v = 36
3.1:| T 5.1:_|- = 45
Ky, Xa & L]

Grupo B

10 Bons Milkem, ef administrador de efective, negocia con
moneda francesa {francos) y con moneda noreamericana
{dolaresh. A la media noche compra francos ¥ paga 0.25 db-
lases por franco, v ddlares a tres francos por ddbar, Sea 5 =
mimern de dilares comprados (pago en francos), ¥ x; = mi-
mero de francos comprados (pago en dblares). Suponga que
ambos tpos do rEnsscciones e efechian en forma simindl-
nem, ¥ que |z dmica lmmitacian o5 que a las 1 2:01 am. Boss
debe tener un mimero no negative de francos v dolanes,

a8 Flanies un FL que le permita 4 Boris maximizar el mi-

mero de ddlares que fene daspees de que todas las ran-

sacCinmes e completan,

b Resoelva en forma grifica ¢l PL v expligue s res-

puesin

3.4 .Un problema de dieta

Varios planfeamientes de PL {como ¢l ¢jemplo 2 v el siguiente problems relacionado con
la dieta) surgen de situacionss en las coales guien toma las decisiones desea minimizar el
costo de cumplir con una seie de exigencias,
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Problema relacionado con la deela

Mi dieta requiere gue todos los alimentos que imglera pertenezcan a uno de los cuatro “gru-
pos bdsicos de alimentos” (pastel de chocolate, helado de crema, bebidas carbonatadas v
pastel de queso). Por ahora hay 1os siguientes cuatro alimentos: barras de chocolate, hela-
do de crema de chocolate, bebida de cola y pastel de queso con pifia. Cada barm de cho-
colate cuesta 50 centavos, cada bola de helado de crema de chocolate cuesta 20) centavos,
cada botella de bebida de cola cuesta 30 cenfavos v cada rebanada de pastel de queso con
pifia cuesta B0 centavos. Todos los dias debo ingerir por lo menos 500 calorias, 6 onzas de
chocolate, 10 onzas de anicar v B onzas de grasa. El contenido nutricional por unidad
de cada alimento se proporciona en |4 tabla 2, Plantee un modelo de programacidn lincal
que se pueda utilizar para cumplir con mis necesidades nutricionales al minimo coio.

Solucién  Como siempre, se empieza por establecer las decisiones que se deben tomar: cuinto de ca-
da tipo de alimento se debe consumir por dia. Por consiguiente, definimos las variables de
decision;

cantidad de barras de chocolate consumida al dia

x; = cantidad de halas de helado de chocolate ingendas al dia
x; = botellas de bebida de cola tomadas por dia

1y = rebanadas de pastel de queso con pifia consumidas al dia

A

b objetivo es mimimizar ¢l costo de i deta, E] costo total de cualquier dieta se podria
determinar a partir de ka siguiente relacion: {costo total de la dicta) = (costo de las barras de
choootate) + (costo del helado de crema) + (cosio de la bebida de cola) + (costo del pastel
de queso). Para evaluar el costo total de la dieta observese que, por ejemplo,

Casto de la bebida de cola = | casto J{ boteitas de bebida )
v botella de bebida de cola de cola consumidas ¢

= Wz,

Al aplicar ¢l mismo razonamiento a los otros tres alimentos, se tiene (en centavos)
Costo wotal de la dieta = 50z, + Mz, + Mz, + Bz,
Por lo tanto, ks funcion objetivo €3
min z = 5w, + 20x; + Iy + By

Las vanables de decision deben sahistacer las cuatro resinociones sigulentes:
Resiriceién 1 El consumo de calorias por dia debe ser por lo menos de 500 calorias
Rastricelin 2 El consumo diano de chocolate debe ser por lo menos de & oneas.
Restriccidn 3  La ingestion diaria de aztcar debe ser por lo menos de 10 onzas.
Restriccidn 4  El consumo diario de grasas debe ser de por bo menes 8 onzas,

TADLS 2

Valores muiricioraies da (& eta

Tips de aliments Ceberiny Chacoaty {lnmm) Apicar (Dnrss)  Graas (Onows)
Barra de chosolabe 40 k' i 2
Heladis de crema de

chocolate [ | baola) M0 2 2 -l
Bebida de colda (| botella) 150 i} 4 |
Pastel de queso con pidfia

{1 rebanada) 500 i 4 £
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Témjrase en cuenta que (consumo diano de alordas) = {calonas en las bamras de chocolate)

+ (calorias cn ¢l helado de chooolate} + (calorias en la bebida de cola) + (calonas en el pas-

tel ch queso com pifia) para expresar la restriccion ©en iérmines de las vanables de decision.
Las calorias en las barras de chocolate consunuidas se determinan a partir de

Calorus en las hareas de chocolate - [ calorias } barras de chocolute l:|
barra de choonlaie £ consumidas

= 40,

Al aplicar un razonamicnbe similar a los otros tres alimentos se obtiene
Consumo diario de calorias = 400, 4 200zs + 150 + 3xy
La restniceion | se expresa mediante
g0y, + 2y, + 150x; + 500z, = 500 (Restnccitn de las caloras)  (21)
La restriceion 2 se expresa mediants
I+ =6 {Bestriceion del chocolate) (28
La restriccion 3 se expresa mediante
iy + 2xp + Ay + digy = 10 (Restriccidn del amicar) F<l]
La restnicciin 4 se expresa medianis
Zog Fds b o Sy =8 i Restricoion de la grasa) ()
Por dltimo, s¢ deben cumiplin las restricciones de signox, = 000 = 1, 2, 3, 4).
Al combinar la funcron objetiva, las restncciones (21 a (24) v las restricciones de sig-
no ¢ oblicne lo siguienie;
min z = 5w, + ey, + 3z, + Bley
5.4 00y + 200x, = 150, + 500x,; = 500 (Restriceidn de las calorias) (1)

i+ Ix; = i { Restriccion del chocolate)  [28)

L+ s+ dmy 4+ 4z 10 (Restriceion diel azicar) 25

2oy + Ay xy + Sxy = 8 (Restriccion de la grasa) (20
L=0=12273 4 (Restricciones de signo)

La solucion aptima para este PL s o) = x5y = 0L, x> = 3, 53 = 1, 2 = W0 Por lo tanto, la
chieta de costo minime cuests al dia 90 centavos si se consumen trea bolas de helado de cre-
ma de chocolate v e toma una botella de bebida de cola. El valor optime de r se obtiene
al sustitwir ¢l valor dptimo de las vanables de decision en la funcion objetivo, Asi se ob-
tiene un costo total de z = 3(20) + 1(30) = 90 centavos. La dieta dptima proporciona
203} + 15001} = 750 calorias
2(3) = 6 onzas de chocolate

{3+ H 1) = 10 onzas de amicar

43y + 11} = 13 onzas de grasa
Por consigwiente, las resineciones del chocolate v el azicar son activas, pero las
resineciones de calorias v grass son inactivas.

. R R

Lina versidn del problema de 1a dieta con una lista de alimentos v cantidades necesanas
nuincicnales mas reales, fue una de las primeros PL gque se resobvio mediane computado-
ra. Stigler {19435) propuso un probéema relacionado con la dicta, en el cual habia 77 tpos
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diz alimentos v se tenfan que cumplic 10 requisitos nutricionales (vitamina A, vitamina C,
entre otros). La solucidn dptima que dio la computadora consiziia en harina de maiz, hari-
na de trigo, leche evaporada, crema de cacahuate, grasa de cendo, came de res, higado, pa-
pas, espinacas ¥ col. 5i bign esia dieta confiene evidentemente un alio gradoe de nutrientes
vitales, pocas personis se mostrarian satisfechas con ella, porque no parece cumplir los es-
tindares minimos de sabor (v Stigher exigia que s comiera lo mismo todos los dias), La so-
lucion dptima de cualquier modelo de PL refleja s0ko los aspectos de realhidad que capta la
funcion objetivo v las limitaciones, El planteamiento de Stgler (v el nuesiro) del problema
de la dieta no reflejo el deseo de las personas por una dieta sabrosa y vanada, La programa-
cion por enteros sc uliliza para planear los memis de ciertas iNSHMUCIONES Para UNa sCmana
o un mes.” Los modelos para la plancacion de mends s consideran limitaciones que refle-

jan el sabor v la variedad.

PROBLEMAS
Grupo A

1 Hay tres fiibricas o ks orillas del rio Momiss (1, 2 v 3L
Cnida una veerte dos tipos de contaminantes (1 y 21 al rig. 5
s procesatan los desechos de cada una de ks fbncas, enton-
ces = reducirin la contaminacién del rio, Coestn 15 dilares
procesar una tonelada de desecho de la fibesca |, v cada io-
nezladn procesada reduce la cantidad de contaminante | en
0,10 ton v ks cantidad del contaminante 2 en (.43 toneksdas.
Cuesta 10 dilures procesar una wonelada de desecho de la fi-
brica 2, ¥ cada toneladn procesada reduciria la cantidad del
comaminante 1 en 0.20 wn v la cantidad del contaminanie 2
en 0,25 woelsdas, Cuesia 20 dilanes procesar una tonelad de
desecho de In fibrica 3, v cada tonelada procesada reduciria
In camtidad del comtammante 1 en .40 ton v la cantidad del
contumanamte 2 en 030 tonelndes. Bl Extado desea reducir la
camticad del comtaminante | por ke menos en 30 tomeladas ¥
la cantidad del contanvinante 2 en por lo menos 40 woeladas
en el me. Plantee mna PL que mmamice 2l costo die dasmanusr
la contaminaciim em las cantidades descadas. [Opina que las
supasicrones &2l PL { Proporcionalidad, Adumadad, Davessbala-
dad y Certsdumbre) son raronables para este problems?

2¢ LS. Labs fabrica vilvulas mecinicas para el corazon &
partir de valvulas del corasin de cendos. Se requienen villva-
las de distimas dimensiones en diferenies operaciones del co-
ramin. LS Labs compra vilvabas de cerde a tres provesdons
distinios. El cosio v ka combimacsin de las valvualos compra-
dus a cada provesdor se muestran en Ia tobln 3. Cada mes,
LS. Labs hace un pedido a cada proveedos. Se deben com-
prar iodax Los meses por 1o menos 300 valvalas grasdes, SO0
meedinnas ¥ MW pequefias. Debide o la disponibilidad limita-
da de las vilvulas de cerdo, se comipran cuando mucho 700
vilvulas por mes a cada proveedor. Formule una PL con |2
que =2 puedan minimizar los oostos de adquisicidn de las vil-
vilas necesLTIn,

3 Peg v Al Fundy tienen un presupuesto limisdo para ali-
mentos, par [0 gue Peg estl trmando de alimentar a ln fnmis
lia con &l menor dinero posible. Pero quiere tener Ba certeza
de gue los miembros de ka familia obtienen las cantidsdes ne.

"Balinefy { 1976),
*Apsado en Hilsl y Erickeon {1981,

TABLA 3

Carin % e b B e lan % im las
Prveggadar por vieuls (3] prano Fgdiaray [aeqitkRay
| | &0 4l 20
. 4 50 35 35
3 i 0 o | Lih]

cesarias de nutricntes, Peg pusde comprar dos alimentos, El
alimesnbe | cweesta T dolares [ hbra v cada ibra contiene tres
unaidades de vitamina A v una umidad de vitamma . El ali-
menie 2 cuesta un délar por libra, v cada libra contiene una
unddad de cacda vitamina. La familia requiere todlos los dias
por o menos |2 unkdades de vitamina & y seis unidades de
wvilamana L.

B Comprisshe que si Peg compra dizno 12 unidades del
alimento 2, entonces excederd la cantidad necesaria de vi-
wamima C en & unidades.

B Al s mosird fieme v demandd que Peg cumpla exac-
tamente con las cantidsdes de mutnenies necesanios. al dia
o 2l fn de comsumar precisamente 12 anidades de vita-
mina A& y 6 wnklades de vitamina C. La solucién Gptiamin
&l puevo problema requiere que se INELETR MENOS vilams-
na C, pero resultart mis carm [ Por gué?

4 Ricitos de Oro necesita encontrar por lo menes |2 I de
o y &l menos 18 1b de plata para pagar ba rémia mensual,
Hmy dos minss en los cunles Ricitos de Oro pusde enconerar
are ¥ plata. Cada dis gue Ricios de O pasa en la mima 1
encuenira 2 b de oro v 2 Th de plaia. Coda din que Ricitos
dit Oro pass e la mina 2 encuentra | I de oo v 3 b de pla-
ta. Plamtee mn PL gue moode o Ricitos de Cino o cumplir con
sl requerimientos pasondo e menor tiempo posible en las

minas. Kesuelva grabcamente ¢l PL.
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3.5 Un problema de horarios de trabajo

En muchas aplicaciones de programacitn lineal se requiers determinar ¢l método de oos-
to minimo para satisfacer lns exigencias de fuerza de trabajo. Mediante «f gjemplo siguien-
te s& ihustran las caracteristicas bdsicas v comunes en muchas de dichas aplicacionss.

Problema de la aficina de correas

Una oficing de correns requicre distintas cantidades de cmpleados de tiempo completo en
diferentes dias de la semana, La cantidad de empleados de tiempo compleio que se requie-
re cada dia, se da en la tabla 4. Las reglas del sindicato establecen que cada smpleado de
tiempo completo debe trabajar cinco dias consecutivos v descansar dos dias. Por gjemplo,
un empleado que trabaja de lunes a viernes, debe descansar sibado v domingo. La oficing
de correes quiere cumplic con sus exigencias diarias sdlo por medio de empleados de tem-
po completo, Plantee un PL que Ta oficing de comreos pueda utilizar para minkmizar ls can-
tndad de empleados de tiempo completo gue tengan gue 5eT coniratados,

Solucidn  Antes de ofrecer ¢l planteamiento correcto de este problema, analicemos una solackon -
cormeciz, Muochos estudianics empieran por definir x; como ¢ mmero de empleados que
trabajan en el dia i (dia 1 = lunes, dia 2 = martes, etcétera). Su razonamiento es que (mi-
mern de empleados de tempo compleio) = (nimero de empleados que trabajan el lunes)
+ (numers de empleados que trabajan el martes) + <« + (nimero de empleados gue tra-
hajan el domingo). Este razonamiento origima la foncion objetivo siguicnte;
minz=x +3+ = + 55 + Xy

Para tener la segunidad de que en la oficing postal estan trabajando suficientes empleados
e tempo completo todos los dias, suman las restricciones x; = {numero de empleados re-
quernidos en ¢l dia ). Por ejemplo, para ¢l funes afiaden la restriccion x; = 17, Al agregar

las resmeciones de sigmo x; = 0(i = 1,2, ..., 7} se obhene el PL siguiente
minz =%, + X3 + X3 + X3 + x5 + x5 + 37
&0 X = 17
I3 =13
Xy =15
X3 =19
Xy = 14
I =la
x =11

=l (i=1,2...,7

Por lo menos hay dos errores en este planteamiento, Primero, |3 funcidn objetive no es
gl nimere de empleados postales de pempo completo. La funcion objetivoe actual cuents 3
cada empleado cineo veces, no una. Por ejemplo, cada empleado que empiezs a trabajar &l
lunes, labora de lunes a viernes, v estd incluido en x, x5, 14, 1 v X5 Segundo, las vana-
bles 1y, 22, . . ., 57 estin interrelacionadas, v |3 inberrelacidn entre las varables no se re-
fleja en el comunto actual de restmcciones. Por ejemplo, algunas de las personas que
trabajan ef hunes {las personas x) estarin laborando el martes, Esto significa que £, v 13
estin interrelacionadas, pero las restriociones no sefalan que el valor de rp tenga efecto al-
guno en el valor de x.

La clave para plantear en forma correcta este problema, es darse cuenta de que la deci-
sidhny fondamental de la oficing de correos no €9 cudntas personas trabajan cada dia, sino
mas bien cudntas personas ompicsior & tabkajar cada dia de 1a semana. Tomando en cuet-
ta o anterior, se define;
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TABLA 4

Exipenciss de [ olicies de comees
Werremn de emolaadas 2 lierpe

-1 camplels que 48 necERan

1 = Lunes 7

2 = Maries 13

3 = Meercoles 15

4 = Jueves 19

3 = Viermes 14

& = Sibado li

T = Domingo 11

1, = pimero de empleados que empiezan a trabajar el dia 7

Por gjemplo, x; es la cantidad de personas que empiezan a trabajar ¢l lunes (estas perso-
nas laboran de hunes a viemes). Cuando va estin definidas cormectamente las vanables, es
ficil determinar la funcidn objetive adecuada, asi como las limitaciones. Para determinar
la funcidn objetivo, obsérvese que (namero de empleados de tiempo completo) = {Adme-
o de empleados que empiezan a trabajar el lunes) + (nomero de empleados que empie-
zan a trabajar el martes) +---+ (mimero de empleados que empiczan a irabajar ¢l
domingo). Como cada empleado empicea a trabajar exactamente un dia de la semana, es-
ta expresidn no cuenta dos veces a los empleados, Por consiguiente, cuande se definen en
forma correcta las vanables, la funcidn objetivo es

minz =x + 33 +xy 3+ Xyt 3+t

La oficing de correos tiene que asepurarse que estin trabajando suficientes empleados
cada dia de la semana. Por ejemplo, por lo menos 17 empleados deben estar laborando el
lunes. [Cuién estd trabajando el lunes? Todos excepio los empleados que empezaron a tra-
bajar ¢l martes o ¢l midrooles (estas personas descansan respectivamente domingo v lunes,
¥ lunes v martes). Esto quicre decir que el nimem de empleados que laboran el lunes es
X+ g+ x4+ xg 4 1y, Con el fin de tener la centeza que por bo menos 17 empleados es-
tan laborando el lunes, se requicre que se cumpla la limitacion

Xy * Xg + Xq +.T.|-.+I'_|3 ]‘-r

Luego de establecer limitaciones similares para los otros seis dias de la semana v las res-
tricciones de no negatividad x, =0 (/= 1, 2,..,, 7) ¢ obtiene el plantcamienio siguien-
te para el problema de la oficina de correos:

mifi s =5 + o+ 5+ 5t 5t nE oo

5.4 £ + Xy X5 T3 T2, = 1T (resinecidn del lunes)
X, + X3 + Xs b Xy txa = 13 (restriccion del mares)
X +xp+oxy + %y + 32y 2 15 (restriceion del migreoles)
i+ Xyt Xy F K + xy = 19 {restriccidn del jueves)
Ty +xyg 3y + x4 4+ x5 = |4 (restnccion del viernes)
Xt X+ o+ x5+ x5 = 16 (restnccion del sabado)
xy+ gy b ng b txr= 01 (resiriccidn del domingo)
=0 (=1 da T Lremi::cimm de signo)
La solucion dptima para este PL es 2z = -_; = 3 Xy = 3 ,1_1 =2 k3= xq =0, x4 =

i

5+ &7 = 5. Como sélo se permiten trabajadores de tiempo completo, las 'i'a.l'lﬂl:ll.'l:fn deben
ser numeros enteros, por lo que no se cumple la Suposicidn de divisibilidad, Para hallar
una respucsia razonable en la cual todas las variables sean enteros, se inlenia redondear las

variables fraccionarias al valor supenior, lo cual genera la soluciin factible z = 25, x, = 2,
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Ay = oy =2 xy =8B x =0 x5 = 4, 17 = 5. Esto deja ver gue la propramacidn por en-
feros se pueds usar para demosirar que una solucidn dptima para el problema de la ofici-
naposalesr =23, x5y =4, x5 =40, = L5, = 6,15 = 0, 3 = 4, vy = 3, Ubslrvese que
no hay modo de que la solecion de la programacidn lineal Gptima se paeda redoadear pa-
ra obtener la solucian optima sélo con enfems.

Baker { 1974) desarmolld una téenica efectiva (en la que no se utiliza kb programacion k-
neal) para determinar el mimimo de empleados necesanios cuando cada trabajador tiene dos
dias seguidos de descanso,

51 usted resuelve este problema medisnte LINDO, LINGO o el Solver para Excel, po-
drig llegar & un horano distinte cuando frabajan 23 empleados. Esfo demuoestra que el
ejemple 7 dene soluciones dptirmas alfernatives,

Elaboracion de horario imparcial para los empleados

La solucidin oplima encontrada requiere 4 trabajadores que empiecen ¢l lunes, 4 ¢l martes,
2 el migrcoles, & 2l jueves, 4 el sdbado v 3 el domingo, Los empleados que empiezan 2l
sibado estarin poco contentos, porgue nunca tendran un fin de semana hibre, 51 s rotan
tos horarios de los empleados despuds de un periodo de 23 semanas, se obficne un borario
mis jusio. Pars ver como s¢ logra, considere el siguients horario:

m semanas | a d: empieza en hunes
semanas 3 a B cmpieza en martes
semanas 9 a 1 empieza én midreoles
semanas 11 a 16 empicza en jueves
semanas 17 a 20; ernpieza en sibado

m semanas 21 o 23: empiezs en domingo

El empleads | sigue su horano durante un periodo de 23 semanas, El empleado 2 inicia
con la semana 2 de sy homrso (empieea el unes doranie 3 semanas, luege o manmes du-
rasite 4 semanas y termina con 3 semanas que empiezan el domingo v una semans en lu-
nes). 5S¢ contings con este modelo para generar un borado de 23 semanas parn cada
empleads, Por ejemplo, el empleads 13 tene ol siguiente horario

W semanas | a 4 empieza en jueves
scmanas 5 a 8 empeza en sabado
semanas 9 & 11 empieza en domingo
semanas 12 a 15 empicza én lunes
semanis 16 a 19 empieza en manes
gemanas 21 a 217 empricza en midronles

W semanas 22 a 23 empieza el jueves

Este método para calendarizar e trabajo trata igual a todos los empleados.

Aspectos de los modelos

1 Este gpemplo ¢35 un problema estatico de horarios, pongue se supone gué la oficing de
correos mancia ¢l mismo horano cada semana. En realidad, las demandas cambaan a bo lar-
g0 del tempo, Tos irabajadores toman vacaciones en el verano, elcétera, asi que la oficing
o enfrenta la misma situacion cada semang. Un probdema dindmico de horarios se ana-
liza en la seccidn 312

2 5iusted quisiera determinar un modelo pars un horaro semanal gue funcionara ¢n un
supermercadn o un restaurante de bocadillos, la cantidad de variables podria ser muy gran-

T4 phritiLe 3 Ierodeccitn 4 b pregranacién kel



de v la computadora podria tener dificultades para esiablecer una solucion exacta. En este
caso s¢ usa ¢l método hewristico para encontrar una buena solucion al problema. Refiéra-
s a Love v Hoey (19940), donde encontrard un ¢jemplo de horanos para un restaurante de
bocadillos.

3 Nuestro modelo se puede ampliar con toda facilidad para manejar empleados de me-
dio tiempo, el uso de tempo extra ¥y funciones objetivo opcionales como maximizar el nid-
mere de dias de fin de semana libres. (Viéanse problemas 1, 3 v 4.)

4 ;Como se determind el nimero de empleados necesanios para cada dia? Cuied [a ofi-
cinit de correos quicre tener suficientes empleados para asegurarse gue 95% de todas las
cartas s clasifiquen en una hora. Para determinar |a cantidad de empleados necesanios pa-
ra proporcionar un servicio adecusdo, la oficina de correns podria wtilizar la teoria de co-
las, la cual se trata en Modelos evfocdsticos en o imvestgacion de operaciones;
aplicaciones v alporimmos;, v pronosticos en el capitulo 14 de este libro.

Aplicaciones en la vida cotidiana

Krajewski, Ritzman v McKenzie | 19800, con la aywda de la PL, crearon un horano pama
los empleados que elaboraban cheques en el Ohio National Bank. Su modelo establecid la
combinacion de costo minimo de empleados de medio tempo, empleados de tiempo com-
pleto v tiempo extra necesaria para procesar los cheques diarios hacia el final del dia de
trabajo (10 p.m.). El dato pnncipal de su modelo era un prondstico del aumers de cheques
que llegarian al banco cada hora, Este prondstico se obtuvo por medio de regresidn malti-
ple (véase Modelos estocdsticos en la investigacion de operaciones: aplicaciones y algo-
ritmos). El principal resuliado de la PL fue un horario de trabaje. Por ejemplo, la PL
recomendaba que dos empleados de tiempo completo trabajaran dianamente de 11 am. a
& pm., 33 empleados de medio tiempo trabajarian diario de 6 p.m. a 10 pm. y 27 trabaja-
dores de medio tiempo laborarian de & pom. a 10 pom. lunes, maries y viernes.

PROBLEMAS

Grupo A

1 En &l gjemplo de la oficina de correos, supongs que ca-
di empleado de Bempo completo trabaga § horas al dia. En-
tomces, Ins demandas del lunes de 17 mabajadores =2 podrian
considerar como &17) = 136 boras. La oficina de cormeos
poidria cumplir su demmanda diana de mano de obra emplean-
do mnto trmbajadores de Bempoe completo come de medio
tempo. Durante cada sermana. un empleado de tiempo com-
pleta trnbaja & horms dianas durante cinco ding consecutivos,
en tante que un empleado de medio tiempo trabaga 4 homs
al din durante cinco diss consecutivos. Un empleado de
tiempo completo representa un costo de 15 dilares por be-
it i la aficena de cormeas, en tando que un ermpleado e me-
dio Hempo (con prestaciones salariales reducidas) cuesta
10 dilares por hora a la oficina de comeos, Las reglas del
sindicato limitan ¢l trabajo de medio tiempo a 23% de la
mmand i obra necesaria a la sermana. PMlamies un PL gque mi-
nimigg los costos de la oficing de comeos en mano de obra
a la semana.

2  Dwrante cada periodo de cuatre horas, ks policia de Poe-
o Chico necesita la sigusente cantidad de oficzales de po-
licia en servicin: de las |2 de lanochen 4 am., K ded a B
ar, T de B am, a 12 del dia, 6; de 1224 pm, & de 4 a

8 pm.,, 3; de 8 pm. a mediancche, 4. Cadn oficial de policia
trabaja dos umos consecutivos de 4 horas. Flantes un PL que
gl ] para manamizar @ nomero de polscias necesanos pa-

ra cumgplir con las demardas diarias de Pushlo Chico,

Grupo B

3 Suponga que la oficina de correos Gene la capacidad de
forear a los empleados a tmabajar un dia de bempoe extma ca-
da semana. Por gjemplo, un empleado cuvo tumo regular es
de Tunmes o viernes, tendria goe tmbajar un abado. Cods em-
pleado recibe como pago 50 dolans par dia en los primeros
cinco dias trabajados durante una semana v 62 dolares por
el dha éxira {en caso de lr.ubl_in.r]-u!l. Plantee un PL cuya so-
hecion posikilite 8 la oficina de cosreos minimizar &l costo
de cumplir con sus demandas de trabsjo a la semana,

& Supongn gue la ohcina de comens cuenta oon 25 eme-
pleados de tiempo completo ¥ no tiene permitido contratar
o despodir empleados. Formule un PL que s¢ pusda usar pa-
ra establecer un horerio para los empleados con objein de
maxirmizar el mimens de ding de fin de sermann thees que

disfruten los emplesdos
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§ Todos los dias, b erabajadores del Depaniamento de po-
licia de Gotham City trebajan dos tamos de 6 Isoras que pue-
den estar enire las 12 de laiche a b am,, debam & l2
pm, de B2 pom. a6 pom. v de & pom. o media noche. Se re-
quiere la sigueente canndad de tabajaderes en enda turmao:
die las 12 de la noche a & a.m., |5 personas; de 6 am. a 12
pom, 5 emplesdos; de 12 pon. & 6 pom,, 12 erabajadones; de
& pom, 8 12 ame, & persorss, Los tebajadores cuyos timios
sean eonseeativig reciben 12 dblares por lora, pero los goe
nis Heren Mrmes conseculivos recthen 18 d&dares por hora,
Plardee an PL qee sc poeda utilizar para minimizsr ¢l costo
die cumgplir con las demandss diarias del Depamametio de
ol de Crotham iy,

& El Departomento de pelicio de Bloomingion necesita por
I e 1 canbiched de pelicias que se imklca en lo tabla 5
duranie cada periodo de & hors del dia. Se puede conirstar
a loz Fu,hli.-:irm e gue trabaen 12 6 18 homs conpscufivas.

T Cmids hora, desufe lae 10 am, hastn Tns 7 pem., el Hank
Ome pecibe cheques v debe procesarkoa. Su objetive e pro-
oegr odos o8 chegquees el mismo dia en i o macibe, El
banco tiene 13 mbguinas procesadoras dio chegques, cads una
il lax cuales nene | capacklad de procesar hasta ST chegues
por hor, Se requiere wn rabajador que opere caifla mdquina
El Bank One conrsta empleados de tempo compleio vy de
medio tiempoe, Los trabajadenes de tiempo completo trabajan
de 10 am. adpm,de 1] am a? pm o de medio diaa 8
pum.,  cobran 160 didares diarsos. Los emplesdos de medio
tiernpe: trabajan de 2 pom. a T pon, ode 3 pom. A 8 pmy, ¥
si bes paga & 75 ddlares el dia. El mimero de cheques que sc
recihe em ima hora se presanta en el 1abla §. Como al Bank
O ke intevesh conservir B contmuidad, opma que debss fe-
per por o menos ines trabajatones de Hempo compled bajo
comtrnio, Desarrolle w horano de frabsjo de costo minima
guee Lenga processdos todos los cheques a ke § pn

Los policias reciben 4 dblares por kosa por cada e dis 1as TABLA B
primeras 12 haoros del dia que trabajan, ¥ ccbron 6 ddlares —
par hora por cada una de las sipusentes & horas goe rabajan ) Lreg b e i
en un dia. Formude un PL gue e ghlice par mmamar los 10 s 000
cosios pof cumplie con bas necesudades diarias de policias cn ’
BEommmglon, 1l a.m 4000
hiedio dia ELLAH
TABLA B 1 pm & 000
2 pom. 2500
Ptiots Rinmery mackccatio By g 1pm 1000
12 am—6 am I2 4 pm. ELL U]
fam 13 pm B Sp.m. 4 500
12 pum—6 pom. ] # pum, 3500
6 pam-12 am, is T pm. 3000
3.6 Un problema de presupuesto de gastos de capital

El tema de como la programacion lineal se puede usar para determinar decisiones finan-
cleras optimas se analiza en esta seceidn Oy en la secciones 3.7 v 3,11} En esta seccidn, 52
plantea un modelo sencille de gastos de capital.”

Primero se explica brevemenie el concepto de valor neto actual (VIRA), el cual se pue-
de utilzar para comparar la conveniencia de diferentes inversiones. El tiempo 0 ¢35 2l pre-

sCniE 0 achsal,

Supongta que la inversion 1 requiere un desembolso de efectivo de 100000 ddlares 20 ¢l
tiempa O v un desembolso de efectivo de 14 000 délares deniro de dos afios a partit de alo-
ra, ¥ geners un Tujo de efectivo de 24 (00 dolares dentro de un aflo a partir de abora. La
iversion 2 regquiene un desembolso de efectivo de 6 000 dalares en el tempo 0, v un de-
sembolsn de efective de | D00 dentro de dos abos a partir de alora; geners un flujo de efec-
tivo de & 000 un afo deéspués a partic de ahora. [Cudl inversidn preferinia usted?

La imversion | Biene un flujo de cfective neto de

= 10000 + 240600 = 14000 = O dolares
v b inversidn 2 tiene un flujo de efective neto de
— 000 + B — 1000 = 1000 dolares

Con base en el flujo de efective peto, [a inversidn 2 es superior a I inversidn 1, Cuando se
comparan las inversiones segin ¢l fujo de efectivo neto se supone que un dolar recibido

"Esl seceidn se hasa e Wemngariner {1963}
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en cualquier punto del tiempo tiene el mismo valor. jPero esto no es cierio! Supongase que
existe una inversion (tal como un fondo del mercado monetario) para el cual un dolar in-
vertido en un tiempo dado tendrd un rendimiento (con certeza) (1 4+ r) dolares un afio des-
pués. Tava de interés anual es ¢l nombre que recibe r. Comeo | délar de ahora se transforma
en (1 + r) ddlares un afio después a partir de ahora s¢ puede escribir

I dolar actual = {1 + r) ddlares dentro de un abo a partir de ahora

Al aplicar el mismo razonamiento a los (1 + r) dolares obtenidos dentro de un afio a
partir de ahora, se tiene que

| dlar actual = (1 + ¢) dolares en un afo a partir de ahora = (1 + rf’
dblares en dos afos a partir de ahora

| dilar actual = (1 + )" dolares de & afios a partir de ahora
Al dividir ambos miembros de esta igualdad entre {1 + )t se obtiene
I déblar recibido k aflos a partir de ahora = (1 + #) " dilares actuales
En otmas palabras, un dalar recibido & afios después a partir de ahora equivale a recibir
(1 + )" dolares ahora.

Se puede usar esta idea para expresar todos los flujos de efective en términos de dola-
res en el tempo O (este proceso se llama fufos de gfective de descuwenio en ef Hempeo ).
Mediante el descuento es posible determinar ¢l valor otal (ddlares en el tiempo 0) de los flu-
o8 de efectivo para cualguier inversion. El valor total {en dolares en el tiempo 0) de Los
flujos de efective para cualquier inversidn se denoming valor neto actual, VNA, de la in-
version. El VA de una inversion os la cantidad con la cual la ioversion merementar el
vlor de la comparifa (segin se expresa en dblares en el tiempo 0).

Es posible calcular el WNA para las inversiones | v 2, suponicndo que - = (.20

: == 24 (D0 14 (00
; = = n l. - —— - 3
VNA de la inversidn | L 1+ 020 {1+ 0200
= 8277.78

Lo anterior quicre decir que, 51 una firma proporciona la inversidn |, entonces el valor de
la firma (en ddlares en ¢l tiempo () se incrementaria en 277.78 ddlares, En cuanto a la in-
versidn 2,

BOOO 1000

- et s
e e L N Y 0D G D

= —52T.T4

5i una compaiifa proporciona la imversion 2, entonces el valor de |a empresa {en dalares en
el tiempo ) disminuiria en 2778 dolares,

Por consiguiente, el concepto de VNA establece que la imversidn | es superior gue la in-
version 2. Esta conclusidn es contrania a ka que s¢ llegd al comparar los flujos de efectivo
netos de las dos inversiones, Obsérvese que la comparacion enire inversiones depende a
menudo del valor de v, Por gjemplo, se le pide al lector en el problema 1 al final de esta
seccion que demuestre que para r = (L02, la imversidn 2 tiene un VNA que es superior al
de la inversidn 1, Maturalmente, en este anilisis s supone que los flujos de efectivo futu-
ros de una inversion se conocen con toda certeza.

Calculo de VNA mediante Excel

Si recibimos un flujo de efectivo de o, en f afbos a partir de abora (r = 1, 2. ... T), v des-
contamos los flujos de efectivo a una tasa r, enfonces el YA de los Hujos de efectivo es-
i dado por

?
|‘;\_h o
= +r
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La idea bisica es que | ddlar de hoy es igual a (1 + r} ddlares en un afo a partir de ahora,
entonces
L
I +r

La funceon de Excel = VMA facilita este caloulo. La formula es
= WVNA (r intervalo de fupos de efectivi)

La firmula supone que los flujos de efiectivo se presentan al final del afio.

Los proyectos con WMNA = 0 suman valor a la compafiia, en tanto que proyectos con
WMA negativo disminuyen el valor de la compafiia,

A continuacion s¢ ilustra el cdlculo de WMA eén el archivo NPVxls.

hoy = 1 didslar dentro de un afo a partir de ahora

Calculo de VNA

FiIGUuRA B8

Analice un provecto con los flujos de efectivo que se proporcionan en la figura 8 para una
tasa de descuento de 15 porciento,

a Calcule el VMNA del provecto si los flujos de efectivo se presentan al final del afio.
b Determine ol VMA del provecto 51 los flujos de efectivo se presentan al principio del afio.
¢ Calcule el VMA del provecto si los flupos de efective se presentan a mitad del afio.

a  Sentroduce en la celda C7 la fdrmula
= NVA(C1,C4:14)
vy s obtiene 375.06 ddlares.

b Como todos los flupes de efectivo se reciben un afio mis pronto, se multiplica cada valor
del flujo de efiectivo por {1 + 115k entonces, 1a respuesia se obtiene en C8 con b formula

=(l + Cl): C7

WNA e ahora mayor: 431.32 dolares,
S comprucha en la celda DE con la fdrmula

= C4 + NPV{C1,D4:14)

¢ Como todos los flujos de efectivo se reciben seis meses antes, s multiplica cada valor
del flujo de efectivo por % 1.15. El VMA se determina en C9 con la fisrmula

= (1.15y"0.5 - C7

Ahora VMA es 402.21 ddlares.

I T e

T8
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FiGURA B

Funcién XNpv

Los flujos de efectivo se presentan con frecuencia a intervales irregulares. Esto dificulta el
cileulo de VHNA de estos flujos de efective. Por fortuna, la funcidn de Excel XMNpy calcu-
la en um abrir v cermar de op0s bos WMNA de Augos de efectivo irregulares, Para usar la fun-
cidm XNpv, debe afiadir primeno las herramienias de andlisis. Para hacerlo, seleccione
Hermmientas Complementos, v marque los cusdros de Herramientas de andlisis v Herra-
mientas de analisis VBA. Aqui se presenta un ejemplo de XNpv en accion.

Encontrar VNA de flujos de efectivo no periadicos

Suponga que el § de abnl de 2000 pago 900 dolares. Luego recibio
m 300 en 871501
m 400 en 171502
m 200 en &2502
B 100 en TA305,

51 I tasa de descuento ansal ez de 10%, jcudl es el VRA de estos Mujos de efectivo?

Se introducen los datos (en el formato de fechas de Excel) en D317 v el Mujo de efectivo
en E3:E7 (wéase figura, 9. Al escribir la firmula

XNPV(AS.EXET,DADT)

en la celda D11 aparece el VMNA del provecto en iérminos de dolares del B de abnill de 20401
porque es la primera fecha cronoldgicamente, Lo que Excel hace &5 como sigue:

1 Calcula gl ndmeno de afios después del 8 de abril de 2001, en que s¢ presentd cada fe-
cha. (Se hizo en la columna F) Por ejemplo, 15 de agosto de 2000 es 0.3534 de aio des-
puts del 8 de abril,

p i J | L aflir ibenpu
2 Luoego descuenta los flujos del efectivo a una tasa I:—— = " Por gjemplao,

1 + tasa |
: | ATRTET
el 15 de agosto de 2001, el Alujo de efectivo es descontado en |Il : _i ; ]"

= (.%67.

3 Se obtuvieron los datos de Excel en senies de ndmeros al cambaar el formato o General,

51 usted desea que la funcidn XNpy determine el VMA de un provecio en dblares ac-
fuales, mserte un Aujo de efectivo de O dolares en los datos actuales, ¢ incluva este renglon
en el cilculo de XMpv, Excel entregard el VNA del provecto como de fecha de hoy,

Ml
12,87%

3.6 Un prabiema fo presupessin de gactns de capital 79




Con esta informacidon bdsica, estamos listos para explicar como la programacidn lincal
s¢ puede aplicar a problemas en los cuales los fondos de inversidn limitados se deben
asignar a proyectos de inversion. Tales problemas de llaman problemas de presupuesto de
gastos de capital blancas.

Seleccion de proyecto

La compafiin Star Oil sometit a consideracién cinco oportunidades de inversion diferentes.
Las salidas de efiectivo ¥ los valores netos actuales (en millones de ddlanes) se proporcionan
en la tabla 7. La Star 0il tiene 40 miflones de délares dispuestos para invertirlos ahora (tem-
po O], Se estima que en un afbo a partir de ahora (empo 1) habrd 20 millones de dblares dis-
ponibles para imvertirlos, Star Odl podria comprar alguna fraceion de cada imversion. En este
caso, las salidas de efectivo v el VNA 52 ajustan en forma correspondiente. Por ejemplo, si
Star Oil compra un quinto de la imversion 3, entonces se requeriria una salida de efectivo
de 3(5) = 1 millén de dotares en el tiempo 0, y una salida de efectivo de 1(5) = | milldn de
divlares se requeriria en el tiempo 1. La panicipacion de un quinto de la inversion 3 rendiria
un VNA de +{16) = 3.2 millones de dalares. Star Oil desea maximizar el VNA que s pue-
de obtencr al participar en las imversiones | a 3. Plantee un PL que svude a lograr este obje-
tive. Suponga que cualquier fondo sobrante en el tiempo 0 mo 2 peede usar en el tiempo 1.

Star (il debe determinar qué fraccidn de cada inversidn comprar. Entonces, se define
x, = fraccidn de imversion § comprada por Star Cil i=1,23475)

El abjetivie de Star es maximizar el VNA ganado con las imversiones, Entonces (VA iotal)
= {WNA ganado con la inversion 1) + (VNA ganado con la inversion 2) + -+~ + (VNA ga-
nado com la iversion 5). Obsérvese que
WNA de la inversion | = (WNA de la inversion 1) (fracciom comprada de la inversidn 1)

- |3.T1
51 s¢ aplica un razonamicnto andlogo a las imversiones 2 a 5 se sabe que Star Ol desea ma-
ximizar

= Ixx; + lfxy + lGxry + 14z, + 39xs 25
Las restricciones de Star (il se podrian expresar como sigue:
Restriccian 1 Star no puede invertir mis de 40 millones en ¢l tGempo 0.
Restriccidn 2 Star no puede invertir mads de 20 millones en ¢l tiempo 1.
Restriccin 3  Star no puede comprar mas de 100% de ba inversidn i (f = 1, 2, 3, 4, 5).
Para expresar b restriccion | en forma mutematica, observe que (dolares invertidos en el
tiempo 0] = {dolares invertidos en la inversidn 1 en el tiempo 0) + (ddlares invertidos en
s imversida 2 en el tiempo 0) + - + (dddares invertidos en |a inversidn 5§ en el tempo 0).
También en millones de dblares.

Diddares invertidos en la _(dﬁlarts requeridos para ta)( fraccidn de la :l
imversion | en el tiempo O inversidn 1 en ¢l tiempo 0 /) inversion | comprada
= II.:]

TaBLA T
Fligis B8 elechvg § wiind Dl Cia §ard RN B0 pEEINEGR 08 gasies d capial
Inrversioney |edtaren)
3 2 3 i 5
Salida de efectivo en ¢l tiempo 011 i3 5 3 29
Salida de efectivo en ¢l tempo 13 [ 5 | 34
WA 13 [i] i) 14 kL
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De igual manera, para las inversiones 2 a 5§,
Délares invertidos en el tempo 0 = [lxy + 330 + 5 + 5y + 1%
La limitacidm | se reduce a
Px, + 33x; + 55y 4 Sy + 2% = 40 (Limitacion del tempo 0) (28]
La limitaciim 2 s¢ reduce a

Ixg + by + Sxy + oxy + Mg = M) ( Limitaciom del tiempo 1) [27)

Las limitaciones 3 & 7 s podrian representar mediante
6= (i=12342%5 (28-32)
Al combinar (26)-(32) con las restricciones de signe x; = 0(i = 1, 2, 3, 4, 5) se obtie-

ne la PL siguiente:
max z = 13r; + lér; + 16r; + 145, + 39x,
.4 Py 4 53x; 4+ Sx5 + Sxy 4+ 202, = 40 (Limitacidn del tempo 0}
Ir, + s+ Sry b xg o+ 3 =20 (Limitacion del tiempo 1)

I = |

7
A

Xy

1A

=i F=12234.5

La soluckin dptima para esta PLes x; = 0y = x5 = 1, x3 = 0200, x: = [L2BR, z = 57,449,
La Star Chl debe comprar 100%% de las inversiones 1, 3 v 4; 20, 1% de la mversion 2 y 28 8%
de la imversion 5, Un WA total de 57 449 (00 ddlares, s¢ oblendri con estas imversiones.

A memsdo es imposible comprar salo una fraccion de la mversion sin sacnificar los flu-
jos de efectivo favorables de la inversitn, Supingase que cuesta 12 millones de dolares
perforar un pozo de petrdleo de la sufickente profundidad para ubscar un pozo fluvente de
30 millones de dolares. Si hubiera un solo inversionista en esie Proyecio que Proporciona-
ra b millones de dblares para emprender 1a mitad del proyecto, entonces este inversionista
podria perder toda [a inversion y oo recibiria fupos de efectivo positivos. En este gjemplo,
dismimuir la cantidad de dinero invertido en 50% reduce el rendimiento en mds de 5006,
situacion que violara la Suposicion de proporcionalidad.

En muchos problemas de presupuesto de capital hay poca razin en permitir que x, sea
fraccionana: toda x; debe ser restringida a 0 (no invertir en la inversion i} o a | (comprar
toda la inversion £, Por consiguiente, machos problemas de presupuesto de capatal imcume-
plen la Suposwaon de divisibilidad

LUn modelo de presupuesto de capital que permite que toda x; sca s6lo 0 o | se analiza
en la seccion 9.2,

PROBLEMAS

Grupo A
1 Demucsine gue si r = .02, la inversibn 2 tdepe on ma-  pontbles 10 000 dolares para la ioversion en el iiempo 0, v en
yor VA gue la imersion | el tiempe 1, T 000 dilares, 5i se supone que r = 0,10, planbes

2 Se dispone de dos inversiones con fujos de efective varis- 1 L ©UY2 Sobucidn maximice el VNA obtenida de estas in-
bles fen miles de dilares) de acwerdo con 1a table & Estl s "orvores: Dicternume grifcasneasic ks aolucion optinm de s PL
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TaBLa B
Fluie thectiva (en miles de dilares) o2 ol liemge

IEvErRHE L 1 i 3
| =h =5 [ 9
2 —& —3 9 7

(Saponga que se pusde comprar una fraceitm de una imver-
sidin.)

3 Supongn que r, In tasa de interés anual, s 0,20, ¥ que
todo el dinero en ] banco gana 30% de interés cada afo (es
decir, despuds de estar en ¢l banco duranie un afio, | ddlar

s¢ comvertima en 120} 51 colocamos D) dolares en ¢l ban-
co duranie an afio, Jcudl es ol VA de esta ranssccion?

4  Una compafin ha sometido % proyecios s consideracian
El VMA sumsdo por cada provecto v &l capital requerido por
cadla prorvecto durnnte |os dos proximos afios, se presenta en
In tahla 9, Todos bos valores estin en millones, Por gjemiplo,

el provecto | sumand 14 millones de dilares en VNA ¥ re-
quiere gasios por 12 millomes duranie ¢l afbo 1, v 3 millones
durante el afio 2, Se dispone de 50 millonss de ddlares pars
bos provectos duramte e afbo 1 vy 20 millomes estin disponi-
bles durante el afio 2. 51 ¢ supone que s¢ va o indciar una
fraceitn de cads provecto, Jodmo se puede maximizar VAT

Grupo B

§" Finco debe determinar cuinta inversion v dewda com-
prometer durante el priximo afbo. Cada dilar invertido
reduce el VA de la companiia en 10 centaves, y cada di-
lar de denda incrementa el VRNA en 50 centaves (debido
a la dedwcibilidad de los pagos de intereses). Finco es ca-
paz de tmvertir cuands mucha un milkin de dilares duranbe
el aibo proximo. La denda pusde ser cuando mucho de 40%%
de la imversidn. Finco tiene por ahora B800 000 dblares dis-
ponthbes en efective. Todas las inversiones se deben pagar
del efestive actal o de dinero tomado a préstamo. Formule
una PL cuya solucion le diga a Finco chmo maximizar su
VMNA. Luego resuelva en forma grifica ] PL,

TABLA B
Proyein
1 2 E| | 5 [} T B i
Salida de eleciive en el sla 1 12 54 f fi in fi 4K I 18
Salida de alectiva an ol sla 2 L] T [} 2 15 [} i 31 3
VHR 14 17 17 15 44 12 14 10 12
3.7 Planificacidn financiera a corto plazo

Loz modelos de PL s2 usan a menudo para ayvudar a las empresas en b planificacion a cor-
to o largo plazos (vwase fambidn seccion 3.11) Ahora se consider un ejemplo sencillo gue
ilustra como la PL puede usarse para aywdar 3 una compaiifa en la planificacién financie-
ra en el corto plazo.?

Planificacion financiera a corto plazo

Semicond es una pequefia empresa de electronica que fabrica grabadoras v radios. Los
costos de mano de obra por unidad, los costos de materia prima v el precio de venia de
Ios productos se proporcionan en la tabla 10, El pomero de diciembre de 2002, Semicond
icnia matenia prima suficiente para la manufactura de 100 grabadoras v 100 radios. En
la misma fecha, la hoja de balance de la compafiia era la que s¢ muestra en latabla (1 v la
relackon de activos-pasivos (también conocida como relacion de activo cormente a pasivo
circulante) era de 20 (0N 10 000 = 2.

Semicond debe determinar cudntas grabadoras v cudntos radios tene que producir du-
rante diciembre. La demanda es lo suficientements grande como para que todos los bienes
producidos se vendan. Sin embargo, indas las ventas son a crédito, v los pagos por los bie-
nes producidos en diciembre ¢ recibinin apenas el primero de febrero de 2003, Durante
diciembre, Semicond reunira 2 (MM délares en cuentas por cobrar, pero debe abonar [ (00

"Basado on Myers y Pogae (1974)
rl’_ﬂamﬁriﬁnmﬂqnﬂhmiulqwmpdﬂ'hmilfir sin qque hava perdicda de continusdad.
TEsta meocidn s basa en wn efempho de Meave v Wiginton (1981},
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TABLA 10

Informachin de las cesios a0 Semicond

firmasdae fmiia
Precio de venta £100 L0
Costo de mano de ohoa % 50 5315
Costo de materia pnma 5§ 30 40
TaBLA 11
iz o8 halaacs de Senimd
Efectiva S10000
Caantas. por cotbrar? £ 3000
ieventario exizente? £ 000
Préstamo bancanio R LI

"L coent por cobrar o= dinem qu clienies. |r deben s
Semicond por prodecnos. o COBPIETa Frevi M

"Walor del primens de diciembee de 2007, imventario = 300100} +
4061005 = T D didilares

dolares del préstamo pendiente v pagar un mes de renta de 1 000 délares, El primero de
enero de 2003, Semicond recibird un embarque de materia prima por 2 (00 dolares, que
tiene que pagar el primero de febrero de 2003, La administracion de Semicond ha decidi-
do que el saldo en efective al primero de enero de 2003 debe ser por lo menos de 4 000
dilares, Asimismo, el banco de Semicond requiere que [a relacidn de activo corrients a pa-
sivip circulante al principio de enero sea de por lo menes 2. Para maximizar la contribu-
cidm a la utilidad a partir de la produceion de diciembre (ingresos por recibir) - (costos de
produccion variables), jqué debe producir Semicond en diciembre?

Zemicond debe determinar cudntas grabadoras v cudnios radios Gene que producir en di-
ciembre, Por consiguiente, se define

x; = canfidad de grabadoras fabncadas en diciembre

x; = cantidad de radios producidos en diciembre

Para expresar la funcein objetivo de Semicond, obsérvese que

Contribucion a la utlidad
Grrabadora
Contribucion a la utilidad
Radio

= 100 — 50 — 30 = 20 dolares

= 9 — 35 — 40 = 15 dolares

Al igual que en el gjemplo de Giapetto, esto genera la funcidn objetivo
max z = 20x; + 15x; (3
Semicond enfrenta las restricciones siguientes:

Regiricehin 1 Debido a la disponibilidad limitada de matena pnma, es posible producir
cuando mucho 100 grabadorss en diciembre,

Restriceibn 2 Debido a la disponibilidad limitada de materia prima, se pusden fabricar
cuando mucho 100 radios en diciembrz,

Restriceién 3  El activo disponible el primero de enero de 2002 debe ser por lo menos de
4 000 divlares,
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Restricclén 4 Se debe cumplir (activos al primero de enero)(pasives al primero de enero)
=2
La restriccidn | se representa mediante
¥ = 100 (34
La restricciin 2 se representa con
;= 100 (25}
Para expresar b restncoson 3, obsérvese que
Activo disponible el primero de enero = Activo dispoaible el primero de diciembire
+ Cuentas por cobrar reumidas durante diciemibre
= Parte del préstamo abonado durante diciembre
— Renta de diciembre — Costos de mano de obr
= 10000 + 200 = 1000 = | (00 = Sy, = 35x,
= 10000 — 50x, — 35x,

Entonces, la restriceion 3 se puede escribir como
1000 = 30x, = 35x, = 4000 [36°)
La mavor parie de los codigos para computadora requicre que todas las restricciones de ta
PL s expresen en una forma en la coal todas las variables estin en el primer miembro v
las constantes en ¢l segundo moembra, Por consiguiente, para obtoner una selockon por
computsdora la ecuscion (367) se debe esenbir como
Hlxy + 35r; = &M [3g)
Para expresar hn restriccidn 4 @3 necesario determinar &l encuadre {estado de lx capa),
cuentas por cobrar, situaciin del inventario y pasivos en términes de ¥ v 5. ¥a se esiable-
€10 e
Estado de la caja al primero de enero = 10000 — 5 — 355
Enfonges,
Cuentas por cobrar al prisere de Encro = Cuentas por cobrar el primero de diciembre
b cucntas por coliwar a partir de las ventas de
diciemibre
— cuentas por cobrar reunidas durante
diciembre
= FOiH} + 108w, + 90, — 2000
= t':':ﬂ + ]mﬁ ha E{'.I'?
Se infiere ahora gque
Walor del imventario ol primero de Enero = Valor del mventano al primero de diciembre
— walor del mwentano uilizando en dicsenbine
+ valor del inventario recibido al primero de
enef
= TOO — 30k, + 40xy) + 2 D00
= QO — 3z, - 4w,
¥a se puede calcular el estado de kos activos al primero de enero;
Estado de los activos al primero de Encro = estado de la caja al primero de cnero
+ cucntas por cobrar gl primeno de enem
+ sifuacion el mventano al primero de enere
(100D = S0y — 33c.4 4+ (1 006D
¥ 1z, + Qi)
+ {9000 — 30x, — 40}
20000 + 20w, + 13x;
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Por ultimo,
Pasivos al primero de enero = pasivos al primero de diciembre
— pago del préstamo de diciembre

+ cantidad que se debe por el embarque de inventario del
primerns de cnero

10000 = | 000 + 2 000
= 11 (i) délares

Entonces, la restriceion 4 va s puede establecer como
20,000 + 20w, + 15x;
1 1,(Ke0
Al multiplicar ambos miembros de la desigualdad por 11 000, se obticne
200000 + Hx, + 15z; = 22000
Luego de arreglada en forma adecuada acomodarla para que se pueda utilizar en compu-

=3

tadora, se tiene
20, + 15x; = 2000 [
Al combinar (33) a (37) con las restricciones de signo x; = 0y x; = 0 se obliene ¢] PL
siguicnie:
i 7 = Mx, + [5xy
5.4, o == 100 {Restriccion de la grabadora)
xS 100 {Restriccion del radia)
Mizy + 35z = 60 (Restriccidn del estado de caja)
0%y + 153, 2= 2000 {Restriccidn de la relackon de active cornente a pa-

v circulante)
Xy 33 =10 { Restricciones de signo)

Tras resolver el PL en forma grifica (o mediante computadora), se lega a la siguiente solu-
cion optima: z = 2300, x; = 50, r; = 100, Por consiguiente, Semicond pusde maximizar
la contribucion de |a produccidn de dicicmbre a las unlidades mediante la fabricackon de 50
grabadoras v 100 radios. Esto contribuye con 200500 + 15(100) = 2 300 a las utnlidades.

PROBLEMAS

Grupo A

1  Resuelva en forma grafica el problema de Semcond 2 Suponga que el embargue de imventario del primeno de

enero estd valuado en 7 00 dolares. Demuesore gue = PL
die Semicond ya no es factibhe.

3.8 Problemas de mezcla

Las siteaciones en las cuales varios insumos se deben mezclar en cieria proporcidn par
producir bienes para la venta se pueden someter, con frecuencia, al analisis de la progra-
maciin lineal, Estos problemas reciben el nombre de problemas de mezcla. En la lista si-

guiente se encuentran algunas situaciones en las que la programacion lineal se aphcd para
resolver los problemas de mezcla

1 Mercla de distintos petrdleos crudos para producir distintos tipos de gasolina v otros
productos (como aceibe combustible).
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2 Combinacion de vanios productos guimicos para obiener otros.
3 Combinacitn de varios tipos de aleaciones metalicas con el fin de producir vanios ti-
pos de acero,

4 DMezcla de vanos forrajes para ganado en un invtento para obtener un alimento de cos-
to minimo para los animiales,

§ Mezcla de vanos minerales con el fin de obtener un mineral de una calidad especifica,

B Combinacion de varios ingredientes (carne, relleno, agua, entre otros) para elaborar un
products como ¢l embutido bologma.

T Mezcla de varios tipos de papel para fabricar papel reciclado de calidad vanable,

El siguiente ¢jemplo ilustra las ideas importantes al plantear modelos de PL para pro-
blemas de mexclas.

Mezcla de crudos

Sunco (il produce tres tipos de gasolina (gas 1, gas 2 y gas 3), Cada tipo se obtiene a partir
die la mezcla de tres tipos de petrdleo crodo (crudo 1, crudo 2 y crudo 3). El precio de venta
por barril de gasolina v el precio de compra por barril de crudo se proporcionan en la tabla
12, Sunco tiene la capacidad de comprar al dia hasta 5 ({6} barmles de cada tipo de crudo.
Los tres tipos de gasolina difieren en su indice de octano v en el contenido de azafre,
El crudo mezclado para producir la gasoling 1 debe tener un indice de octano promedio de
por lo menos 10, ¥ contener cuando mucho 1% de azufre. La mezcla de crudos para pro-
ducir la gasoling 2 debe tener un indice de octano promedio de por lo menos B, v contener
cuando mucho 2% de arufre. Los crudos mezclados para producir la gasolina 3 deben te-
ner un indice de octano de por lo menos &, ¥ contener cuando mucho 1% de arufre, El in-
dice de octano y ¢l contenido de azufre de los tres tipos de crudo se presentan en la tabla
13, Cuesta 4 ddlares la iransformacidn de un barril de crudo en un barril de gasolina, y la
refineria de Sunco tiene la capacidad para refinar al dia hasta 14000 barriles de gasolina.
Los clientes de Sunco requieren las cantidades siguientes de cada gasolina: gas 1, 3000
barriles diarios; gas 2, 2000 barnles por dia; gas 3, 1000 barnles por dia. La compaiiia
considera que es una obligacidn cumplir con esta demanda. Asimismo tiene la opcidn de
anunciarse para impalsar la demanda de sus productos. Cada ddlar que gasta dianamente
por anunciar un tipo especifico de gasoling, incrementa la demanda del dia por ese tipo
de products en 10 barriles. Por ejemplo, st Sunco decide gastar todos los dias 20 ddlares
en anunciar la gasolina 2, entonces la demanda diaria de este producto se incrementa en
200100 = 200 barriles. Plantes una PL que le permita a Sunco maximizar las ulilidades
diarias (utilidades = ingresos — costos).
Sunco debe tomar dos fipos de decisiones: primero, cudnio dinero debe gastar en anunciar
cada tipo de gasoling v, segundo, como hacer la mezcla para cada tipo de gasolina a partir
de los tres tipos de crudo, Por gjemplo, Sunco debe decidir cudntos barriles de crudo 1 debe
usar para producir gasolina 1. Las vanables de decision se definen de la sigmente manera:
ay = dilares gasiados diariamente en anuncios de la gasolina | (i=1,23)
xy = barriles de crudo § usados para producir gasolina § i=1,2%i=123
Por gjemiplo, X3, e5 ¢l nimero de barnles de crudo 2 usados tedos los dias para producir ga-
solina 1.

TasLa 132

Pracies 48 Jos crods jara ls maceda 7 e gasling
Fraciss de venls Pricin e compel

Gasaing par barmil | dikares) Crude o laeril [dilanac]

1 L] 1 4%

2 1] 2 35

3 0 3 15
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TABLA 13

indica de octana y comieside de andra en b
mezth

fngice da Coovteridio ch
Crisdin actang idudre S
| 12 L5
2 i 20
3 i ih

Conocer extas variables ¢s suficiente para determinar la funcidn objetivo de Sunco v las
restricciones, pero antes de hacerlo, hay que hacer notar que la definicidn de las vanables
de decisiin requiere

xyg * 1y o+ xyp = barriles de crudo 1 wsados todos los dias
X314 X33 + x5 = barriles de crudo 2 usados todos los dias (kL]
x5i 4 Tyz 4 1y = barrles de crudo 3 wsados todos los dias

Xyp # x3; + xy; = barniles de gasolina | producidos al dia
barriles de gasolina 2 producidos al dia (38)

¥y3 t Xay + Xy = harribes de gasoling 3 producidos al dia

Ky T 133 T Ky

Con el fin de simplificar el problema, se supone que no se puede almacenar gasoling, por
lo que se debe vender el mismo dia en que se produce. Esto significa que para i = 1, 2, 3,
la cantidad de gasoling / producida disnamente debe ser igual a la demanda diaria de ga-
soling 7, Suponga que la cantided de gosolina i producida al dia excede la demanda diana.
Entonces habriamos incurride en compras v costos de produccidn innecesarios, Por otro
lado, si b contidad de gasolina i que se obtiens todos los dias es menor que la demanda

diaria de dicha gasolina, entonces no & cumple con la demanda o s estd incurmiendo en
cosios de publicidad imnocesarios,

¥a estamos listos para determinar Ia funcidn objetive de Sunco v las imitaciones. Em-
pezamos con la funcidn objetivo de Sunco, De acverdo con (39),
Ingresos dianios por las ventas de gasoling = Tz, + x5y + 33} + 60x;; + 133 + 333)
+ 30(x)3 + X33 + Xna)
De (38),
Costos diarios por la compra de crudo = 4350k, + 553 + &) + 3800 + 533 # 134
+ 25(x3) + X2 + X))
Asimisma,
Costos diarios por publicidad = ay + a3 + ay
Costos dianos de I'H'ﬂdufl:l.m = -H.'i'l” + Xy I Xy3 + X3} + Xz -+ X1y + X3 + X33 + J]J,
Entonces,
Utilided diaria = ingreso diano por las ventas de gasoling
— st diario de la compra de erudo
costos diaros por publicidad = costos dianos de produccion
= l-:'" = '1'5 sy 4].1:'” nLE {EHL' — 'q'.q = 41::: - 1ﬁU =45 = 411]]
+[T|J _35 | i '1““ +|;'|'.'!I:I _35 _4_“::4' [_‘HIJ = 35 _4:“:],
+ {'-'U — 25 — 4.11.'_“ + :'E'D — 25 — 4}.!_:.:
"'1_5']‘_.15 - 41'!3_:. — & — dx — dy
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Por lo tantn, ¢l objetivo de Sunco es maximizar
T = 2].!'” + I].l'”- + x4 + 3'|:."i';| + 2'."5'” T ll."i'” T "1".1'”
# 3xgn + 2Ny = ay = s = 8y {40y

Respecto a las restricciones de Sunco, consideramos que se deben cumplie Lag 13 limi-
taciones sigumeiies:

Restricebia 1 La pasolina | gue se produce por dia debe ser igual a su demanda diania,
Restriceidn 2 La gasolina 2 que s produce por dia debe ser igual a su demanda diaria.
Restricebn 3 La gasoling 3 que s produece por dia debe ser igual a su demanda diaria.
Regiriceiin 4  Sc pucden comprar cuando mucho 5 000 barriles de crudo | por dia
Restriceidn § 5S¢ pueden comprar cuando mucho 5 000 barriles de crsdo 2 por dia.
Restriceiin 8 5S¢ pucden comprar cuando mucho 5 000 barriles de crudo 3 por dia.

Restriccion T Debido a la capucidad limutada de la refineria, se pueden producir al dia
cuando mucho 14 000 barriles.

Bestriceién 8 La mezcla de crudos para producir gasolina | debe tener un indice de ocia-
no promedio de por ko menos 10,

Restriccion 8  La mezcha de crudos para producir gasolina 2 debe tener un indice de octa-
no promedio de por lo menos 8.

Restricsion 10 La mezcla de crudos para producir gasoling 3 debe tener un indice de oc-
tano promedio de por lo menos 6.

Bestricoidn 11 La mezcla de crudos para producir gaseling 1 debe contener cuando mu-
chir 1% de azufre.

Restriccidn 12 La mezcla de crudos para producir gasoling 2 debe contener cuando mai-
cho 2% de amufre,

Rastricetén 13 La mezcla de crudos para producir gesolina 5 debe contener cuando mu-
cho 1% de azufre,

Para expresar la restriceidn | en términos de las variables de decision, observe que
Demanda diana de gas 1 = 3000 + demanda de gas | generada por la pubhcidad

o ds de __'dtmmdadtgasl)(ddﬂures)
Demamda de gas 1generada por la publicidad { dolar gas

= Iuﬂ'Lr

Por tanto, la demanda diaria de gas | = 3000 + 10a;, La restriccidn | s¢ podria escribir
LoD

£y F Xy b xyy = 3000 + ik f41°)
v al ser arreglada, se tene

Iy * Xy o+ oxy = 10ay = 3000 [41]
La resiriccidn 2 s¢ expresa mediante

g ¥ Xy b myn = 10ay = 2000 (az)

"hnckos estodiamies croen gque la demanda de gas | generada por B publicidad se deberia escribar como I',:,ﬂ..
51 s analman las unidades de et 1Erminn, se encuERITL qUE DD 8 COITEDD, IIE tene umidndes de délares gas-
tades por barnil de demanila, ¥ o, tene unidades de dblares gastados, Por lo @ngo, ¢l Wemmine |0, sendris uni-
d;ﬁes.:h:d.‘ulmgj.qai'm‘ por barril de demanda, (Esto no paede s2r correctol
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La restriccidn 3 52 expresa con

I3 + xpn + X33 — ey = 1000 (a3)
De acuerdo con (38), la restriceidn 4 se reduce a
X + &gz + x5 = 5000 (44)
La expresion para la restriccion 5 ez
X3 * Xz + X = 5000 {45)
v para la restriccion & es
Iy taxptaing = 2000 (48]

Observe que
Gasolina tdal producida = gasoling 1 producida + gasolina 2 producida + gasolina 3
producida
bl E TR S T o ST N ST o PTR ol ST B ol F N i ST o T
La restriccion 7 s¢ vuelve
I ¥ Ey tagtratan ot antan F o= 14000 7

Para expresar las restricciones 8 a 10, uno debe ser capaz de determinar ¢l indice de octano
“promedio” en una mezcla de distintos tipos de crude, Se supone que los oclanajes de di-
ferentes crudos se mezclan en forma lineal. Por ejemplo, si se mezelan dos barriles de cru-
do 1, tres barriles de crudo 2 v un barril de crudo 3, el indice promedio de octano seria

Valor del total del octanc en la mezcls | 12(2) + 6(3) + §(1) _ 30 _ .1
Mimero de barriles en la mezcla 2+3 41 & 3
Generalizando, la restriccion 8 se expresa mediante

Valor total de octano en gas 1 12x;, + 6oy + 8y,
Gas 1 en la mezcla Xy + X3y F Xy

= | [48°)

Inforiunadamente (487 no es una desigualdad lineal, Para transformar (487) en una desi-
gualdad lineal, todo lo que se tiene que hacer es multiplicar ambos miembros por ¢l deno-
minador del primer micmbro. La desigualdad resultante es

12x;; + 6xyy + 8xgy = 10(x;; + 33y +x35)
que s¢ pusde expresar ambién como
2y — ANy — 2y =0 (48}
D igual manera, la limitacion 9 s
12x); + fikyy + By =5
Xz + Xp + Xaz

Al multiplicar ambos miembros de la desipualdad por x; + ¥ + %37 ¥ simplificar, se ob-
tiene

driy = 2xyy =0 143

Como todos los crudos del problema tienen un indice de octano de & o superior, cualquier
rvezcla para manufaciurar la gasoling 3 tendri un indice de octamo promedio de por lo me-
nos 6. Esto quiere decir que cualquier vabor de las varables cumple con la restriccign 10,
Con ¢l fin de comprobarlo, la restriccion 10 se expresaria de la manera sigubente;

12x); + Gy + 8y,

X3 + 3 + xy

=6
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Al maltiplicar ambos miembros de la designaldad por x,q + 234 + %y v simplificar s¢ le-
FE
ﬁ.ﬂ” + 11:3_:. = fl ["}

Como xys 2 0 ¥ xy; = 0 siempre se cumplen, (50) se satisface en forma automdtica, por
lo que 0o es necesario incluirla en el modelo. Una limitacion como (30), que se infiere de
oiras restricciones en ¢l modelo se denbming restriccidn redundante ¥ oo requiere ser m-
cluida en el planicamicnto,

La restriccidn (11) se posdria expresar como sigee

Total de amafre en la mezcla de gas |
Cantidad de barriles en la mezcla de gas |

= 0L

Entonces, usando los porcentajes de azufre en cada tipo de aceite, se observa gue

Acamafre todal en la mezcla de gasoling 1 = Asufre en el erudo | usado para la gasoling 1
+ azufie en el crudo 2 usado para ka gasolina 1
+ gzufre en 2l crudo 3 usado para la gasoling 1
= {I.ﬂ[lir” + ‘D.ﬂl'l:'” + n.“:‘l.'l:_:”
Emtonces, s resriceidn 11 ya se poede escobir como

0L005x,, + U02x:y + 003, < 0.01
X ¥ xy + xy '

Llna wver miks, é:t0 no e5 una desygualdad lineal, pero al muoltiphicar ambos miembros de la
desigualdad por vy, + x3 + 23, v simplificar, se obtiene

_ﬂ.mi’;“ + ':'.I:I].TE1 + {].ﬂl’.’_ﬂ = {F [!l]
De manera similar, la restniccion 12 equivale a

0.005x,5 + 0,025, + 0.03x;,
Ly * Xy b A

= .2
Luego de multiplicar ambes miembros de esta desigualdad por x3 + x5z + x5 ¥ simpli-
fhcar se obdicne
—'[HH 5.T|: - |'.|'.L'||.r_1.; =10 {m
Por (ltimo, la restriceidn 13 cs equivalenic a

ﬂEIDEﬂL-I- ﬂ.ﬂ.?_'l:_u - n.n.;.T]_]_
gy + X33 + X3

= 0,01

Al muliiplivar ambos miembros de esta desigualdad por xis + x23 + 335 v simplificar, se
llega a
~0.005x5,3 + 0.01egy + 002ry, = 0 [s3)
Cuando s¢ combinan (407 a (53), excepto la restriceiin redundante (30, con las restriccio-
nes de signo xy = 0 y a; = 0 s¢ obticne un PL que s¢ podria expresar en forma tabular
{vEase tabla 14). En la abla 14, el primer rengldn (max) representa la foncidn objetiva, el
segundo renglin representa la prumera resticoion, v asi sucesivamenic. Al resolverse con
compatadora, se obtiene una sofucion optima para ¢l PL de Sunco:
£ = 287 500
X = 22221313 x; = 111111 xpy = GbhGT
¥y = 44444 XIan = 4 X322 37 Tay = 33334
X = }3]-33 X2 = :'”.EIEL'tI? Iya = L]
|:|I|—ﬂ ru—’-'.‘-“ H']_—n
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TABLA 14
Fumcion abjeted y resTicsiones par electsar 1s mezch
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Por consiguiente, Sunco podria producir x,, + x5 + x5 = 300 barriles de gasoling |
usando 2 222 .22 barriles de crudo 1 444,44 barriles de crudo 2 y 333,33 barriles de crudo
1. La compafiia podria producir x;2 + 123 + x5 = 9500 barriles de gasolina 2 usando
211111 barriles de crudo |4 222 22 barrles de crudo 2 v 3 166,67 barriles de crudo 3,
Sunco también podria producir x5 + T3y + X33 = 1000 barnles de gasoling 3 usando
666.67 barriles de crudo 1 y 333,34 barriles de crudo 2. Asimizmo, la empresa podria gas-
tar 730 dblares en anunciar la gasoling 2. Sunco tendrd una ulilidad de 287 500 ddlares,

Observe que aunque la gasalina | es, al parecer, la gue redinia mas wtilidades, estimuo-
lamos la demanda de la gasoling 2, ¥ no de la 1. La razdn es que dada la calidad (respec-
to al indice de octano y contenido de amufre) del crudo disponible es dificil producir
gasodina 1. Por lo tanto, Sunco puede ganar mis dinero por producir mas de la gasolina 2
de menor calidad que produciendo cantidades extra de gasoling |,

Aspectos relacionados con los modelos

1 Se ha supuesto que el nivel de calidod de una mezcla es una funcion limeal de coda in-
sumo usado para la mezcla. Por gjemplo, se dio por hecho que i la gasolina 3 estaba fabn-
mdatm-]-‘:d:mdu ly : de crudo 2, entonces el indice de octano para la gasolina 3 =
(2) - (indice de octano del crudo 1) + (7) * (indice de octano del crudo 2). Si el indice de
octano de una gasolina no es una funcidn lineal de la fraccidn de cada insume que se usa
para producir kb gasoling, entonces yva no hay un problema de programacion lineal; bo que
s ticne e5 un problema de programaciin oo limeal. Por cjemplo, sea gy la fracciin de ga-
solina 3 hecha con erudo i Suponga que el indice de octand para la gasaling 1 csth dsdo por
indice de octano de 1a gasoling 3 = g5~ - (indice de octano del crudo 1) + g2;" - (indice
de octano del crudo 2) + gy - (indice de octano del crudo 3). Entonces no es un proble-
ma de programacion limeal. La razon s que el indice de octano de la gasolina 3 no es una
funcibn lineal de gy3, £33 ¥ #a. La programacion no lincal se trata en el capimabo 11,

2 En realidad, una compafiia que utiliza un modelo de mezclas lo aplicaria en forma pe-
riddica (todos los dias, quizd), v estableceria la produccidn con base en el inventario actual
de insumos v prondsticos de demanda sctual. Luego se actualizarian los niveles de pronds-
tico ¥ los niveles de insumos, v 52 cjecutaria de nuevo ¢l modelo para determinar la pro-
duccion del dia siguiente.
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Aplicaciones a la vida cotidiana

Mezcla en Texaco

Texaco (véanse Dewilt y col., 19800 uiiliza un modelo de programacidn oo lneal (ORME-
A} parn planificar y calendarizar sus aplicaciones de mezclas. El modelo de la compaiiia
es o lineeal, pongoe las volatilidades v ol octanaje de la mezcla son funciones no lineales
de la cantidad de cada insumo usado para producir una gasolina en particular,

Mezcla en la industria acarera

Fabuan { 1958) explica un modelo complejo de programackon lincal gque se pusde usar pa-
ra optimizar la produccidn de hiermo v acern. Para cada producto elaborado hay variag res-
friccionss én cusnto a la mezcla. Por gjemplo, e hierro de primers fusion basico debe
contener cuando mucho 1.5% de silicio, cuande mucho 0.05% de arufre, enire 0.11% v
0L.90% de fosfora, entre 0.4% v 2% de manganeso v eénire 4.1 v 4.4% de carbono. Véase
un ¢jemple sencille de mezcla en la indusiria acerera en ¢l problema & (en la seccidn de
Problemas de repaso).

Mezcla en la industria petrolera

Diversas compafiag usan programacion hineal para optimizar sus operaciones en lo refine-
i Un gjemplo sobre un modelo de mezclas (basado en Magoulas v Marinos-Kouris
[1988]) que se puede usar para maximizar las wilidades de una refineria 2¢ encuentra en

el ejemplo 14,

PROBLEMAS
Grupo A

1 Ussed ha decidio entrar a ln industria de los dulees. Bstd
pensando en prodiscir dos tipos de dulees: dulce mscieo y
dhulca suave. Ambos estin elaborados sibo con azbcar, nueces
v chocolate. En la echallad viene oo cxisiencia 100 oz de
aricar, 20 o de noeces ¥ 30 oz d2 chocolate. La mescla wsa-
da para elaborar ¢ didee suave debe contener por lo memos
2o de nueces. La mesncla que seuiliza para o] dulce maci-
zn debe contener por In menos 1074 de nueces v 10%% de che-
colate. Cada onea del dulce suave se vende a 23 centavos y
cada onra de dulce maci, en 20 centmas. Plantes un PL que
le permisa maxmmizar sus ingresos con la venta de duloes

2 ) Jaice Company versde bolsas de namnjas v jugo de
naranja en ervases de cartdn. O, dlasifica las peranjes sepin
umia escala de 1 {mnlag) @ 10 {exeelentes ). (L duspone en ka
actualidsd de |05 000 Ik de naranjas geado %y L0 ) 1b de
naranjas grado 6. La calided promedio de naranjas vesdidas
en boless debe ser por lo menos de 7, v la calidad promedio
de las narangss utilizadss pam fabricar €l jugo de naranja de-
be == por lo menes Je B, Cada libsa di nersnjas gue se usa
parn ¢l jugn rinde un ingreso de 1,50 dokares, ¢ mourre en un
cogtn variable (que consiste en coslos de mano de obr, cos-
tod penerales varshles, costos de invertane, entre otros) de
1.0F ddlares, Cada libra de naranjas que se vende en balsa
coribaye con an ingreso de 30 contavos ¢ INCUme e un cos-
i variabde de 20 centavos, Formule un PL para ayadar a 0.,
@ maximizar s utilidad.

4 Un banco desea saber &drde debe imertir ses ingnesos
charante el presente afio. En la acooalided dispone de SO0 000

diHlarss pars inversionss an tifulos, présiamos para comgra de
casas, présmos pars compra de aulos ¥ préstamos persoan-
k5. e sabe que la tasa anual de relomo en eada tipo de in-
veraidi &5 en ifnalo, 10%% préstamos para compra de casas,
16%; préstamas para compra de autamdwviles, 13%; présta-
mirs persomabes, Mi%, Pam asepararss que el conjunto de in-
versiones del banco no &5 demasisdo ricagose, el perenie de
mversiones del banco ha propuesio las tres restmociongs si-
guacnies:

A Las cantidsd imventsda en pristamos personales so

puede ser mayor o |3 cantidad imvertida en tingdos.

b La cantidsd ievertida en préstamios pars casas Bo

puesle sabrepasar L canbicdad imverhida en préstamos pa-

ra meomiviles,

e Mo mds del 28% de la cantided i) invertida podna

SET P Wesiamos personales,
El ohjetivo del banco ¢s maximizar of rendimicenio ameal en
su conjusto de nversiones. Plantee un PL gue posibalite al
banco & cumplin con su medn.

4 FErica Cudaby podria ievertir hasta 1 000 dilares. Esie ds-
nero o paodria inverisr en acciones o én prestamos, Cada
diilar invertide en sccionss rinde 10 centaves de wtilidad,
y cada dblsr imerido oo un préstamo msde 15 centaves e
ufiidsl Por lo menos MP% de dodo el dinens mveriudo debe
sef e Beciones, v par lo menos 00 dolires deben ser imver-
tidhos em prestamos. Mantes un PL goe s¢ pueda wilizar para
maxirmor b vl kdal ganads por las inversiaones de BEn-
ci. Diespuds respelva en forma grifica la PL.
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§ Chandler Oil Company tiene S 000 barriles de crudo | y
1000 barriles de crudo 2. La compaiiia vende dos produse-
tos: gasolima v aceite combustible, Ambos productos se ela-
boran combinando ¢l crudo | v el erudo 2. La calidad de ca-
da crudp es comeo sigue: cruda 1, 10; crsdo 2, 5, La gasoling
debe tener una calidad promedio de por ko menos B, v el
aceite combustible, por lo menos 6, La demanda de cada
producto debe ser creada por la publicidad, Cada dblar gas-
tado en amuncear a la gasolina crea 5 barriles de demanda, y
cada dilar gastado en el aceile combustible orgina 10 ba-
rrites de demandn, Lo gasolina se vemds o 15 dolares por
barril ¥ gl aceite combustible a 20 délores, Formule un PL
para ayidar a Chandler a maximizsr sus utilidsdes. Suponga
qur.nl;l'r.epurd: comprr crodo de ninguno de estos Hpos,

B Bulleo mencla silicio y nitdgeno para producir dos tpos
di fertilzmntes, El feriliznmie 1 debe contener por ko menos
404 de nitnigeno v venderse en 70 dilares la libea. El fertili-
ranée 2 debe contener por o menos 7094 de silicio v vender-
i a 0 ddkares [a libra. Bualleo puede comprar hasta 80 [b de
mitrdgeno w15 dolares b libra, ¥ hasta 100 [b de slicio o 10
dibares ka libra. Suponga que todo el ferilizamie se vende. For-
male un PL para myudar a Bulleo a maximior s ganencias,

T EH Daisy utiliza los productos quimicos | y 2 para ela-
borar des (@maces. El frmaco | debe tener por o menos e
1% del producto quimics 1, ¥ el firmaco 2 debe contener
par ke menos 60% del producto 2, 5 pueden vender hasta
40 az del Brmaco | a & dblares la onea; se pueden vendes
hasta 30 o del firmaco 2 o 5 dolares |2 onem. Se pueden
commiprar hasta 45 oz del producto quimico | a & délares la
onEn, y s pusden comprar hasta W oz del products guimi-
cn 2 a4 dblares la onza. Plamtes un PL gue maximice las wti-
lidades die Daisy,

B La Highlond TV-Radio Store debs determinar cuintos
televisares v radios conservar en existencia. Un ielevisor re-
quiere | pies cundrados de espacio en el piso, en wnto que
un radio necesita 4 pics cusdrados. 5S¢ dispone de 200 pics
cundrados de espacio en el pso, Un welevisor gana 60 dila-
res en utilidades, y un mdio 20 délares, La tienda almacenn
adlo tebevisores ¥ mdios. Los requisitos del mercado sefia-
anqmmhlnﬂmblﬁhdtmﬁnshummd:hcur
radios. Por dltimo, un televisor inmoviliza 200 dblares del
ﬂlpillll-. ¥ an e, 50 ddbares 'Ilii];hl.m'l.d dpuiere lEner clsan-
oy muscho um vabor de 3000 didlares de capital inmovilizado
en calquier momento. Plantes un PL con el que se pusda
miximizar la wtilsdad de ssia compafia

B Muchas compaiiias de Wall Street wtilizan modelos de
'L para seleccrnar opclomes de imversion en tdudes, Lo que
sigue es una version samplificada de dichos modelos. Solo-
drex estd considerando imvertir en custno titalos; dispone de
1 00 de dblares para invertir. El renlimiento anual es-
perdio, el rendimiento amual en ol peor de hos casos de ca-
da titulo v b “duracifn” de cada titulo se proporcionan en

TAaBLA 16

fenfimients  Rendirmients en o
Tiiuin ExpErato (Y] peur 6o e cees (W) Boncie

1 13 % L]
2 B % 4
i 12 108 7
& 14 k1 b

la tabla 5. La daracéin de un tilo es una medida de [ sen-
sibilida] del Giulo a las asas de mberes, Solodrex quiere ma-
simizar ¢ rendimniento esperado a partic de sus inversiones
en titulos, swjeto o tres resinicciones,
Restricebin 1  El rendimiento en el peor de bos casos de la
opckon de imerstim en titubos debe ser por lo menos de §%.
Restricehdn 2 La duracion promedio de 1o opcidn de imver-
sifn debe ser cusndo mucho 6. Por ejemplo, una opcida
de imversidn que invierte S00000 dolares en ¢l titulo | v
M0 D) el tube 4 tendra una duracsn promedio de

&0 D0 3} 4 4400 D09}

1 (MR DR

Restricelon 3 Dehido o los requisitos de diversificacion,
cuando miachs #0%% de la cantidad total irvertida puede estar
invertide en un solo titulo,

=54

Formiile sn PL que le permila a Sobodres. maxinizas of ren-
dimiente esperade por sus inversioness.

@ Coalco explogn carbsin en tres minas ¥ lo embarca pam
custno clientes. Loa costos por wnelads de carbdn en pro-
ducciom, ba cenizn v &l contemiclo de aeufre (por tonelada, t)
el carbdn y la capacidad de produccitn (en toneladas) de
cada mana s proporcsonan en ks tabla 16, La cantidad de to-
neladas de carbén que solicia cada clienie se presenia en la
zhla 17,

El costo (en ddkares) por embarcar uma tonclada de car-
tu:mﬁﬁdrwumandadmnpnw:inmmhﬂrh
18. Se requiere que la cantidad total de carbdn embarcado
conlenga caando mucho 5% de cendza v cuando mucho 4%

de arufre. Plamtes un ML que minimice el costo por camplir
las demandas de los cliemes,

11 Eli Daisy fabrica el medicamento Rozac a partir de
cuatro producios guimicos. Hoy deben producir 1 000 b de
farmaco, Los tres ingredientes activos de Roeac son A, B y
iC. Por peso, por lo mencs 8% de Rozac debe ser A, por Lo
menis 4% de B y por lo menas 2% de O, El costo por libra
de cada producto quimice v In cantidad de cada ingrediende
activo ¢n wna libra de cada producio se proporcionan en la
tabla 19,

TABLA 16
Castn de Centowids Su  Contenide de
Mita prosuccién (dilanes]  Capacidad teniza {1 unuire [1)
| 50 120 0.08 005
2 55 LA (1186 g
3 62 140 .04 0.03
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Es necesario que se utilicen por lo menos 100 Ib del pro-
ducto quimico 2. Encoentre un PL cuyn solucion determine
la forma mds barata de producir el lote de hoy de Rozac.

TABLA 18

1 H o003 o002 0m
2 1] 006 004 001
3 11 o0m 003 004
4 14 0012 009 004

12 (Una hoja de cdlealo podria ser diil en este problema).
El indice de resgo de una mversion se puede oblener a par-
tir del rendimiento o reniabilidad de ln inversiin (en témmi-
nos absoluios) por afio, v calculando ¢l promedio.

Suponga que wited pretende determimar qué poncentaje
de =a dinero debe ser invertidoe en bonos del tesore, ore v ac-
ciones. En la wbla 20 (o archive Imv68 xis) se proporcionan
los rendimienos anuales (cambio en el valor) para estas in-
versionics duranie bos afkos 1968 a 1985, Sea ol indice de ries-
go die uras opciones de imversain ¢l promedio ponderadi (de
acwerds con la fraccidn de su dinero asignoda a cada inver-
sidn) del indice de nesgo de cada inversidn. Supongs que ks
cantidad de cada inversion debe estar entre 20 y 50P% del io-
tal invertido. A wsted le gustaria gue el Indice riesgo de sus
opciomes de imversion fuera de 015, v sa objetivo ¢s maxi-
mizar ¢l rendimiento esperado de sus imversiones, Mlaniee un
PL cuyn solucidn maximice el rendimients esperado de sus
opciones de imversion, sujpeto a las restricciones dadas. Uhili-
e2 ¢l rendimignto promexdio ganado por cada inversion duran-
i los aflos | 968 a 1988 como su estimaciin del rendimiento
eaperado.’

Grupo B

13 El duefio de Sunco oping que nucstrn solucidn dptima
die ks PL oo maimizard la wiilidad diaria. 5a razonamiento
e el siguiente: “Tenemos 14000 barriles de capacidad de
refinacion diaria, pero la solucion Gptima produce sélo
13 500 barribes. Por lo tamo, esio po puede ser maximizar la
MW (hbco elabora dos productos: gasolina regular ¥ pre-
mium. Cada product contiens 0,15 gramos de plomo por
liimo. Los dios productos se elaboran a panir de seis nsumos:
reformado, gasoling del desintegrdor catalitico de liguidos
(FCG), isomerato (150}, polimero (FOL), MTBE (MTB) ¥
butano (BUT). Cada insumo tiene cusiro aiributos;

Aribute 1 indice de octano de investigacion (101}
Atribute 2 RVFP

Atribute 3  Volatilidad ASTM a 70°C

Atribute 4 Volatilidad ASTM a 120°C

Lins sribaitos ¥ la disponibilidsd disria (en litros) de cada
imsuames 52 dan en la tabla 21,

Lios requisitos de cada insumo se dan en la tabla 22,

La demanda diasia (en mibes de litfos) de cada producio
se debe cumplin, pero se puede producir mas s asi se desea

"Basado en Chandy {1987

EIIOH y ks condiciones de ASTM son bos minimos, La ga-
solina regular se vende a 2949 centavas por litro, y la gaso-
lina preemium en 3143 centavos el litro, Antes de que cada
producte esté listo para la venta, s¢ debe eliminar 0.13 g/l de
plomeo de cada uno de elles. El costo de eliminar 0.1 g/l es
B.5 centmves. Cuando mucho, 2] 38% de coda tipo de gasoli-
na pusde ser FOG. Plastes v reswelva un PL cuva solucion
indigue a Oilco como maximizar sus utilidades diarias.*

TAaBLA 20

W Beiecs  0n T

196E i 11 5

1964 = B T

1970 4 - 14 T

1971 14 14 4

1972 1% 44 4

1973 =15 i) 1

1574 —a7 4 8

1975 a7 L[] &

1976 24 =1 5

1977 =7 i8 b

1978 T 3 T

1979 19 20 1]

198 33 o 11

1981 -3 =23 ]

1982 i 4 i

1943 23 =11 9

1984 & -5 i

1985 32 -2 B

| 986G [k 16 B

98T 5 22 3

|988 17 -2 fs

TAaBLA 21

L Cehed @ AP ASMON SToN
Reformade 15572 9R.9 7.6 —5 44
FCG 15434 932 078 57 103
150 70 86,0 2552 7 1
FOL 115 97 14.51 T T
MTH T48 117 13.45 9K ([0
BUT MNimitade 98 166,55 130 L]
TABELA 22

_ temon W wr mm) s
Regubar o8 9 2LIE 14 50
Fremium iy 96 2118 10 )

*Basado en Magoulss v Marinos-Kouris | |988),
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3.9 Modelos del proceso de produccidn

Enseguida se explica como plantear un modelo de PL para un proceso sencillo de produc-
cion.’ El paso clave es determinar como se relacionan los productos de una etapa superior
del proceso con los productos de una etapa temprana,

Proceso de produccion bruta

Rylon Corporation fabrica los perfumes Brute v Chanelle. La materia prima necesana para
elaborar cada tipo de perfume sc compra a 3 délares la libra. Pama procesar | [b de matenia
prima, s¢ necesita 1 h de tiempo de laboratonio, Coda libra de materia prima procesada rin-
ide 3 oz del perfume Brute regular v 4 oz del perfume Chanelle regular, El Brute regular se
vende a 7 ddlares la onea, ¥ el Chanelle regular, a & didares la onea, Eylon tiene también la
opcidn de procesar ain mas Brite regular v Chanelle regular para obtener Luxury Brute,
que s¢ vende a |8 dolares la onza, v Luxury Chanelle, que se vende a 14 dblares ka oneza.
Cada onza de Brute regular que s¢ somete a otro proceso requiere 3 h adicionales de labo-
ratorio, el costo del proceso es de 4 dolares v rinde una onza de Luxury Brute, Cada onza
de Chanelle regular que se somete a otro proceso requiers 2 h adicionales de laboratonio, el
costo del proceso es de 4 dolares y ninde una onza de Luxury Chanelle. Bylon tiene al afio
6 000 h de tiempo de laboratorio disponibles, v puede comprar hasta 4 000 Ib de maileria
prima. Plantee un PL que se pueda aplicar para determinar como Bylon puede maximizar
gus utilidades. Suponga que ¢l costo de las horas de laboratorio es un costo fijo,
Solucion  Fylon debe determinar cudnta materia prinsa comprar v cudnto de cada tipo de perfume
producir. Por lo tanto, se defininin las variables de decision:
xy = cantided de onzas de Brute regular vendidas al afio
x2 = cantidad de onzas de Luxury Brute vendidas al afio
13 = canfidad de onzas de Chanelle regular vendidas al afio
x4 = cantidad de oneas de Loxury Chanelle vendidas al afo
x5 = cantidad de hbras de matena prima compradas cada afio
Eylon quiere maximizar
Contribucidn a la utilidad = ingresos por las ventas de perfumes — costos de proceso
— costos de compra de materia prima
= ?.T| + |E.T_" o 'E‘.F'h + |"1'.T.1. ) '[4.!'; + ‘lTi]' = 3.1'1
=.T.'l:'| - I.'q\.'l'_1 "'f:l.'l:']_- I.DI4__ 3!]'5
Por lo tanto, |a funcién objetivo de Rylon se podria eseribir como
max z = Tx; + 1dx; + 6xy + 1y — 3x4 [54)
Rylon se enfrenta a las siguientes restricciones:
Restriceidn 1 Mo se pueden comprar mis de 4 000 Ib de materia prima al afio.

Restriceddm 2 No se pueden usar mas de 6 000 h de tiempo de laboratorio cada afio.
La restriceidn | se expresa mediade

xs = 4000 =5

"Esta seceitm se basa en Hartley (19711

3.9 Waleles del pocess de producsii a5




FlGura 10

Process de produccidn
para Brute y Chaneile

Para gxpresar la restricoidn 2, obsérvese que
Tiempo total de laboratonio al afio = fiempo wsado al afio para procesar la materia prima
+ tiempo usado al afo para procesar Luxury Brute
+ tiempo usado al afio para procesar Luxury Chanelle
= x3 + 3x; + Ix,
La restriceidn 2 s¢ transforma eén
diey + 2xy + xS G000 (58]
Despuds de agregar las restricciones de signo g, = 0(f = 1, 2, 3, 4, 5}, muchos estudian-
tes afinman que Eylon deberia resoiver la PL signiente:
max = Txy + ldry + brg + 105 = 3z,
L Xy == 4000
Ix; + Ixy + 15 = GOHHD
=10 (i=1,23475

Este planieamiento es incornecio. Observe que Las variables o v x; no aparecen en ningu-
nd de las restrieciones, Bsto quiere decir que coalguier punto x, = o, = 5, = I yvx, v x5,
muy grandes estan en la region factible. Los puntos con x; v xy grandes pusden proporcio-
mar utilidades arbitrariamente elevadas. Por congiguiente, csta PL ¢ no acotada. El error
es que el presents planteamiento no indica qoe la cantidad de materia prima comprada de-
termina la cantidad de Brute y Chanelle gue esta listo para la venta o para un proceso ads-
cional, Mis especificamente, de la figura 10 (v ¢l hecho de gue 1 oz de Bruie procesadeo
ninde exactamente | oz de Luxury Brute) s¢ infiere que

Omzas de Brute regular vendidas | onzas de Brute pmﬂhﬂ.‘idﬂ;} (Iihms e rrull:riu]

+ onzas de Luxury Brute vendidas ' libras de materia prima /| | prima comprada
= 3.1':
La relacion se reflep en la restnecidn
g 4 xp = 3y obien  x bap - 3y =0 57)

e igual manera, de la figura 10 es evidente que
Onzas de Chanelle regular vendidas + onzas de Luxury Chanelle vendidas = 4,
Esta relaciom onigima la restriccion
Xy b xg=dxs oben  xdoxg - de =0 [58)

Las limitacsones (57} v (58] relacionan vanias vansbles de decision. Los estudiantes
omiten, con frecuencia, restriceiones de este tipo. Como este problema lo sefiala, no con-
siderar una sola restriceion, podria dar como resultade una respuesia insceptable (il co-

Xy o de Bnne regular wendules

35y

" i de Bruie ref. percesades oa Lus. Bee

ok
e mmberia prima

‘H"'HR vs or ¢ Chanelle rog, vendidss

&Ny (W
e TRt lhe

g0 e U Banelle rep. en Low Dhese e
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mo una PL no acotada). 5i se combinan (33) a {38) con las restricciones de signo ondind-
rizas, s¢ llega al planteamicnto correcto de la PL.

max = = Tx; + ldry + by + 1lx; — 3x,

54 x5 = 4000
o + 2y + x5 = GO0
X X2 = Axg =
Xzt xy—4x=10
x, =0 (=123 4 5
La solucidn dptima ¢sz = |72 666,667, xy = |1 333,333 0z, x; = 666667 0z, £; = 16 )

0F, £y = 0y xy = 4 000 [b. Por consiguiente, Rylon debe comprar las 4 (00 |b de matena
prima disponible v producir 11 333, 333 oz de Brute regular, 666667 oz de Luxury Brute
v 16 000 oz de Chanelle regular, Este plan de produceion contribuira con 172 666.667 do-
lares a las utilidades de Rylon. En este problema, una canbdad fraccionania de onzas es ra-
womabie, por o que se cumple la Suposiciin de divisibilidad,

Para terminar el andlizis dil ph.'nh!mll:a di I"-E'r..'ll,'ln. wr eguclia un erpor Ly comiin entre
los estudiantes. El razonamiento de alpunos es

1 oz de Brute -+ 4 oz de Chanelle

Como xy + x3 = iodal de or de Brute producidas, v vy + 5y = total de onzas de Chanelle
producidas, los estudianies concluyen que

xg = 3y + 33) + 4y + 34) [54)
Esta ecuacion podria tener sentido como un enunciado para un programa de computado-
ra; en cierio sentido, la vanable x5 es reemplazada por ¢l segundo miembro de (59). Pero
comao restriceion de PL. (3%) no tiene sentido, Para entender mejor esto, mitese que ¢l pri-

mer mismbro Gene las unidades “libras de materia prima® v el térming 3x, en el sepundo
miembro tiene las unidades

['-. S Hinnr. | {onzas de Brute)
libras de materia prima |

| Ib de maena prma

Como algunos de los térmimos no tiencn las mismas unidades, {59) no puede ser cormecta,
51 ey divdns respecto @ wRa restricoion, enferces verifugue gue todos los érminos de la
resfriccion Henen las mismay unidades. Asi se evitarin muchos errores en el planteamien-
o, (Naturalmente, incluso s las unidades de ambos miembros de la restriccion son igun-
les, ésta podria ser incormecta)

PROBLEMAS

Grupo A

1 Suneo (Ml tiene ies prrocEsos distinios gue se pusden
aplicar para clabomar varios tipos de gasolina. En cada proce-
50 %2 requeere mezrckar crodos en el desmiegrador catalitico

solma 2. El resulisdo dal proceso 3 leepo & una bom o3 2
barribes de gasolina 3. Todas las semanas se podrian comprar
204D barriles de cnudo | a 2 dilares el barml v 300 barriles de

de la compariin. Ejecutar &l procesn | dumnte una hom cues-
ta & délares v se requicren 2 barriles die crado | ¥ 3 barriles
de crnsdo 2, El producio lungo de gjecular el procesn | por
unn hom ex 2 barmles de gasoling | ¥ 1 barml de gasoling 2,
Efiectuar ¢l proceso 2 duramte uma hora cuesta 4 délares v re-
queere | barml de crudo 1 ¥ 3 barnles de cruda 2. ED resual-
tado de correr ¢l proceso 2 por una hora e 3 barriles de ga-
sodima £, Epecutar el proceso 3 dwrante una hora cuest |
dicdar v se requieren 2 barmles de crudoe 2 v 5 bamiles de ga-

crsdo 2 @ 3 dilares el barril. Toda ln gasofing producida se
podria vender a bos precios sigubentes por baril: gasolina 1,
o dilares; gasoling 2, 10 délares; pasoling 3, 24 ddlares,
Plamtee un PL cuyva soluckin maximice los ingresos menos
costis, Suponga que shlo se dispone cada sermana de 100 bo-
ras de hempo en el desimegrador catalitico,

2 Funco munmifactum mesas v sillas. Lina mesa requiere 40
pies eablin de madera, en tanto que una silla requiere 30 pies
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tablon de madera. La maders s podra comiprar 8 um cosio
de | dolar por pic tablin, v hay disponibles 40 000 pizs
lahion. 5 pecesitan o horas &8 mano de obm caliloada
para manofacturar una mesa sin xabades o ana silla sin aca-
Beadlors. Tires horas mas de mano de obra calilicads comaericn
una meesa <in acabados en una va ferminada, w 2 bonsds en 2|
casd de las sillag S pusde disponer de un ot de & (K0
hiorms de mune de obr calificnda (v ya se pagd por ¢lia), To-
dos bos muehles fabmcados se venderin & los siguienies pre-
s amiiars: e s termmmar, 70 dolres: mesa acabada,
140 ddtnres: silln sin termmanar, & dolares; sk dereminada, 10
dilares, Plamtes wm PLogue maximee la cominbacidn a las
itiliglnides por fa fabricacion de mesas v sillns,

3 Supongn goe en el gempla 11, 0 Ib de matenia prima se
pedria usar para prosducit 3 oo de Brane, o bien, 4 oz de Cha
nelle. Chmo se reflejaria @0 en la formokacion?

d  (hemeo elaborm bres productes: 1, 2 v 5 Cla libo, de
maMerta priva cuesta 24 dolares. Fang s somete a prosorsn ¥
rinde 3 oz del producto | w | o del producte 2. Cuesta |
chinlar v fomma 2 horas de mano de shm prooesar cada likir
de maieria primea, Cada onza de producio § se puede usar de
tres manerss distantis;
S pupds vemsler por 10 dblases 1o onza.
S pussde procesar en | oog de prodeco 2, lo cual re-
guiere 2 hode mane de obea v coesta | ddlar,
S paede procesar on 1oz del prodacio 3, para 1o cual
we requeigren 3 b ode marse de obra oy couesta 2 dolanes
Cada orza del prodecio 2 se pusde wilizar de dos mancras
alasimtas

S puede vender a 20 dilanss’'oz
Se puede procesar en 1 oz del products 3, para o cual
g pequiene | e de mano die obra v cuesta 6 dilares,

El producio 3 se vende en M dblares 1 onza, La cambidad
mbximg de onens de codo producte guee se puede vemsler
s progioicions en e abla 23, Se dispone de un midximo de
2500 horas de mano de obra, Defermine coma podria
Clemen masnniear las utlidades

TaBLA 23
Pradurts [

L & DN
2 5 [P
3 3 M
Grupo B

§ Una compaitia produss A, By O v puede vender estos
bienes en commlades ilimiadis a los '=|.p.|i=|1Lr.-.-i rrm:iu'« =
tarios: A 1 Adlares; B, 46 ddlares: O 100 délares. Prosucir
wniy mnba] de A psguoere 1 he de mards de obea;, un anadad
de B, 2 h de mano de obm mas 2 unklades de A; v una
aithidsd de O, 3 . die mano de o mds | onsdad de B Cual-
quier unidad A que s¢ usa pora producir B no se puede
veider. D igual msners, cualquier mbdad de B que se utili-
oo para prosdecir C ne se poede vender. 5o dispons de an to-
tal de 40 b de manoe de obra. Plamee wn PL para masomizar
hios. mgresos de Lo coarpaniis.

§ Daisy Drugs elabsom dos farmaocos. Los fimmasos se pro-
ducen mechamee L meseela die dos producios quimacns: |y 2L

For pesa, el Binmaco | debe contener par Lo menos 63% del
produocte quimbes 1, v el firmeco 2 debe contenssr por lo me-
ru 55%% del producto quimses 1. El farmeen 1 se veode a 6
dislares la onza, v ¢l fairmace 2 s¢ vende a 4 dolares ba on-
. day dos procesos distimtes. pars elaborar los producios
queirnacos |y 2. 51 se ejecuin o] proceso | por | b s requie-
ren 3 o de malerda proma v 2 b de manoe de obea califica-
da, ¥ rinde 3 o de cadn producto quimice. En cambio. si se
gjecuia el progese ) dwante 1 h se reqguseren 2 oz de moie-
ria pemma v 3 ke die mane e obra calificada, v rinde 3 oz del
producte guimico | ¥ 1 oz del producte quimico 2. Hay dis-
pomibde un tatal de 120 h de mand de obea califbeanda v 100
oz de matcna prma. Plantee un PL. gue pueda whlizorse pa-
ra macimizar los ingresos de Daisy por las venas,

T' Lizriess Dairy produce quess crema ¥ quess soffage
S¢ mezclan boche y crema pars claborer estos dos prodiscios.
Para prosbuctr queso crema ¥ gueso oofimge se ulilizan tanto
leche entera como beche descremada. La leche entera coiie-
ne GG de grasa, v la leche descremada solo 30 La lechs
qui a0 utifiza para producir queso crema debe comerer en
pramedio 3005 de grosa, v la que s¢ usa pars < quess ootie-
e, 15%% Por o menos MG ipar s de los ingredientes
para ¢l queso crema y por o menes 2% (por pesod die los
ingredientes pars el guesd cotlage debe ser orema, lanto &
quess coffaee coma el quesso crema se elaboran vertiendo le-
che vy crema en la magquirs para producir queso. Coesta 40
cenlavos pracesar una lthra de mgredienles para obbener wma
litra el qqueso creens, Cuesta 40 centavos producir uea libm
de queso coftage, pero cada libra de ingredientes para cste
quess rnde (09 de queso comage v hay 000 de desecho. Se
puggle producir crema mediante la evaporacion de leche en-
tera v descremada. Coesta 40 centavos evaporar | b de
beche emera. Cada lihea de leche entera gque 08 evaporda
pinde 0.6 I de crema. Cuesta 40 cemaves evaporar | Th de
leche descremada, Cada libra de leche descremada gue
s eveporada rinde 0.3 b de crema. Se podrian enviar todos
loss dkins hasta 300 Ik de ingredientes a b miquina para
pmdu.l.'l:r quessn, Por by menos 2 dehen proghesr al dia 10ER b
dir quiess corfage v | 000 b de queso crema. Hasea 1 500 1b de
quaesd crema ¥ 2D de quessa coffepe g pueden vender al
iia, El quesn coftepe se vende a 1,20 dilanes In libra v el
quesi crema 8 1.5 délares la libra. La boche enbers se compra
& By centovos b Bibra, v I leche descremads o ) cenmanos s
libem, El evnpomchor procesa al dia coando mgcha 2000 [h de
leche, Formule un PL o 1 goe se pusda maximizar |a oi-
licladd charka.

B Una compafiia mamifactura seis productos de la maners
siguente. Cada unbdsd de matena prima comprada rinde
cuntro mnidades del producto |, dos umidades del prodscto 2
y una unbdad dil producto tres. 5S¢ pueden vender hasta
1| 200N nedades del producto 1 v hasia ) ymdades del pro-
ducto 2, Cada umdad del prisducio 1 sc plbcd-r,: vender o
saemseter 4 otro proceso. Cada urddad de produsta 1 quee
s procesa nnde | unedad del peeducto 4, La demanda por
los prodocios ¥ y 4 es ilimitada. Cada unidad de producio 2
e puede vender o womeber 4 oo procesa, Coda wnidad el
productn 2 que se somete o odro process Ande 0.8 amidades
el producte § v 003 g andilad del producto b Se pucden
vender hasn | 00 unidades del producio 5 v hasta B0 omi-
dades dil producto 6. Se pueden comiprer hasts 3 000 wnida-
e cle materia proma @ 6 dolares 2 unidesd. Las ynidndes so=
bames de bos productos § v & s deben desmuin. Cuesta 2

"Haszdo en Sullnan y Secres (1945,
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TABLA 24

Precio de Casin de

Predvcls  veels (oiares]  peadacciin

[délares]
1 7 4
2 3 4
a 4 )
4 3 |
5 a | 5
3 15 5

didlares destrusr cada umidad schrante del producto 5 v 3 dé-
lnrn,l:.-suH;mlu:lnﬁ.lﬂpmnﬁ:mpummdy lows
costos de produccidn por cadn producto, sin considerar los
costos de compra de la maberia prima, s proporcionan en la
tabla 24. Plantee un PL cuyn soluckdn sea un programa de
produccidn que maximice la filided.

8 Todas las semanas, Chemeo puede comprar cantidades
ilimitaclas de materia prima o & dolares la libr. Cada Hbra
de maiera prima comprada se puede usar para ¢leborar el in-
s 1 o el 2. Cads libra de malera prima rinde 2 oz del
insumo |, requiers 2 h. de de proceso ¢ incurme en
cogtos de proceso por 2 délares. Cada libea de materia pei-
ma rindle 3 oz del insumo 2, requiere 2 h. de tiempo de pro-
a0 Y Aus costos de proceso son de 4 dilares.

Se dispose de dos procesos de produccidn. El procesa 1
reguiere 2 he, 2 oz de msumo |y 1 ox del imsums 2. Cuesia
| délar cjecutar ¢l procese 1. Cada vez que el proceso | se
efectua, sz produce | oz del producto A y | oz de Besecha B-
quido, Cada vez que ¢l procese 2 se efecthia, se requicren 3
b, de proceso, 2 e del insume 2 v | oz del insume 1. Bl pro-
ceao 2 rinde | oz del producto B v 0.8 oz de desecho 1bqui-
do. Los costos del procese 2 son B divlares,

Chemco pusde tirar sus desschos liquides en ¢l mo Port
Charles, o bien, asar el desecho para elaborar el produecio ©
o el producio [, De acuerdo con los reglamentos guberna-
mentales, Chemen thene permitido derramar al mio cuando
mucho | K o a la semana. El costo por prsduecir una oneea
del producio C es de 4 dilares, v s vende en 11 dilares, 5
requien: una hors de ticmpo de proceso, 2 oz del insumo | v
(1.5 o de desecha Hquado para prodecir una onza del procec-
o C. Cuesia § dédares fabricar una unidad del producte D v
s vende en T ddlares. Una hora de tesmpo di procesn, 2 oz
ded insum 2 v 1.2 oz de desecho liquido es lo gue s requie-
e para fabricar una onza del producto T

Teslas las sevnanns se venclen, cuando mucha, 5 (00 oz del
producty & v 5 000 oz del producto B, pero la demands se-
manal de los productos C y D es ilimitada. El producto A
s vende a |8 délases la onza y cads onza del producto B se
vemde en 24 dolares. Se dispons cadn semana de & O b, de
Herngio de procews. Formule wn PL cuya solucidn be sefiale a
Chemco ot maximizar las uhlidades semanales,

10 LIMECO es propictaria de una caleria, v vende seis gra-
divi dle cal (grados del 1 &l &) El precio de venta por libea e
Fn'l'l,:mtmmln tnbia 25, Lo cal s= produce en homos. 5i un

TaBLA 28

Grado | ) i 4 5 [
precio(ddlares) 12 4 10 15 20 25

TABLA 28
Grada | 2 . 4 | &
Cantidad prodecida 2 3 | 1.5 2 3
TABLA 27
Grads 1 4 fi

2 3 3
Ozmands méxima 0 ¥ 40 35 15 5l

homio fimciona un fume & B homs, las canbidsdes (en libms)
de cada grado de cal que se producen se dan en la tabla 26,
Cuesta 150 dolarss [ operacsdn de un horso duranie on tur-
no de B b, La fabrca opina que pueds vender dianio hasta las
cantidades (en libras) de cal que se presesian en la abla 27

I.q:ulquzn:dﬂimd:lhmn&puirhwﬂmnmp
sar por medie de uno de los cinco procesos gue se describen
en la tahla 28

Por ejemplo, 0 un costo de | dolarlh se podria transfor-
i una lihra de cal grado 4 en 005 de cal grado 5 v 0.5 b de
cal grado 6.

Cualquier sobrante exira de cal se debe desechar al final
de cada din de acwerdo con los costos (por libra) proporcio-
naacdios i La eabda 29,

Formule un PL cuya solecion le permita a LIMECT ma-
wirnizar su wtilided diaria.

11 Chemon elabom tres productos: A, B vy C. Pusde ven-
dier haxsta M) Ib de casda producto a los precios siguienies (por
libra): producto A, 10 dilares; producto B, 12 délares; pro-
ducts C, 20 dblares, Chemeo compra maberia prima & 5 di-
lares la libra, Cada libea de maberia prima s poede utilizar
parn elaborar 1 lb de A o 1 b de B, Por un costo de 3 ddla-
rea la libra, el producio A processdo se puede transfommar
en (L6 1 de producto B y (04 1b de producto ©, Por un cos-
b ade 2 ddlares la libra, ¢l peoducto B procesado se puede
comvertir en 0.8 b de producte C. Plantee un PL cuva solu-
cifn be permita & Chemeo maximizar sus wiilidades.

12 Chemeo elaborn tres productos quimicos; B, C v [, Em-
pieza por comprar el producio quimico A a un costo de 6 dd-

TaBLA Z8
inzema {1 ] Produciy Coxts [délares
l.“r

Cirado | 0.3 Ib Grado 3

0.2 1b Grado 4 |

0.3 Ib Grado 5

0.2 Ib Grado &
Cirada 2 I |b Cirado 6 |
Girado 3 0.8 |b Grada 4 |
Grado 4 0.5 Ib Grado 5 |

0.5 b Grads 6
Lirada S 0.9 b CGirads 6 .
TABLA 29
Brada ] d 3 4 5 &

Goste por eliminar
sabrantes [dilares) i

|-u
L
i
E2
o]
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lares bos 104 | Por un costo exira de 3 dalares y 3 k. de ma-
oo de obra calthoada, 1D iros de A se rarsforman en 40 ]
de C y 60 | de B, El producte quimico C s pusde venider o
somElcTse & otro procesn, Cuesta 1 dolar v requiere una. ho-
ra de mano de obra calificads procesar 100 1 de C parn obie-
mer 60 1 de Dy 40 1 de B Los precis de veta por cada 105
| ¥ la cantidsd maxima (en cientos de litros) que se pueden
vender de cada products quimico se den en la wbla 30

5S¢ dispone de un miximo de 208 horas de mano de obra.
Plastes vm PL con b que Chemeo maxmice suostilsdad,

18 Carnington Oil produce dos fipos de gasolina, la 1 y la
2, a paritr dic Jos tipos de crudo, ol crudo | y ol 2. La gaso-
lina | pigde contener hasta 4% de impurezas, en inaks que
la 2 puede tener hasta 3%. La gasolina | se vende en 8
didlanes el barrdl v la 2 se vende 2 12 ddares el baml, Se
pueden vender de ln gasolina | hasia 4 208 harnles, y de la
2, hasta 4 308 El costo por barril de cada erado, la dispo-
mibilidad v In conpaptracion de mipurezas en cada crudo
o proponcions on la wbla 31, Antes de meeclar los crsdos
para ohiener gasoling e postble “partficar” cada ume
de ellos a un costo de (.50 délares ¢l baml. La parificacion
elimina b mitsd de las impuneeas del petrbleo coude. Dictes-
g pomo masimizar las witledades,

W Usted b sido designade sdeministrador die la refmeria da
Melmose, Esta refineria produce gasoling y aceite combusti-
ble a partir del pewsdlen crodo. La gasolin se vende a 8 do-
larzs gl barnl, ¥ debe tener an “grado™ promedse de por o

TaABLA 30

Pracia |Sdkase) 12 & 2
Damands nizima 3 Al 40)

mienes 9. Bl acene combustible se vende a & délares el barril
v debe tener un “grade” de por o menos 7. Se puedan ven-
dier, cuande mwcho, 2 000 barrikes die gasolina y 00 barriles
e acerte combustible. El crudo gue esta por lkegar poede ser
procesado por medio de ono de tres mdodos distimios. El
rendimienito por barnl v el costo por barml <le cads mesodis
de procesoe s proporcicnan oo la tabla 32, Por egemplo, 5i s
refira un barril del crudo quee Hega por el método |, cussta
3.40 dblares y da wn rendimienio de 0.2 de barnl de grado &,
01,7 de barril de grado & y 0.6 de barrl de grado 10,

Ames de ser procesado pars oblener gasolina v sosite
combusiible, los grados & v B podrian enviarse al desintegra-
dor cxlalifico para mejorar su cahidsd. Por 1M dolares el ba-
rril, wm barsil de grado & pusde ser fraccionado en | barml de
gradoe &, Por 2 dilares el barril, wn barri] de grado & se frac-
ciong en un barnl de grado 190, Cualgquier crado excedenis,
procesado o lraecionads, goe ya po s pueds utilizse para
aceibe oorvbustible o gasoling, se debe desechar a un costo de
0.20 de dolar por barnl. Determine clme maximizar la atili-
dad de la refinernia

TaBLA 31
Perien Cte Srace gt e T
st bet fubana) e (5] ety
Cnsdo | & [ 51k
Crodo 2 g 2% 4500
TABLA

—

1 0.2 .2 LY 340
4 0.3 i3 LEE 300
3 04 .4 LI} 260

3.10

100

Solucidn de problemas de decision de periodos miiltiples
mediante programacidn lineal: un modelo de inventario

Hasta este punio, todos los planteamaientos de PL que se han estudiado son ejemplos de
miadelos estdiicos o parg WR soio periode. En an modelo estatico se supane que todas ks
decisiones s& toman en un solo punto en ¢l tempo. El reste de gjemplos en este capliinle
ibustran como b programacidn lineal s usa para determinar decisiones dptimas en mode=
los para pericdos miltiples o0 modelas dindmicos, Los modelos dindmicos surgen cuan-
iy se toma una decisidn en mis de on punio en el tiempo. Las decisiones tomadas durante
¢l peripde actual influyen en las decisiones tompdas durante penodos futuros cuando se
aplican modelos dindmicos, Por gjemplo, considérese una compafliz que debe determinar
cudntas unidades de un producto se deben producic cada mes. Si fabrica vna gran cantidad
de unidades durante un presente mes, entonees se reducirian las ymdades gue se deben
produsir en los meses futuros, Los gjemplos que se estudian en las secciones 3.00a 3,12
rvieestran come las decisiones mis tempranas afectan las deciziones posteniores. S¢ volve-
rin a tratar los modelos dindmicos de decision cuando se estadie la programacion dindmi-
ca on los capitulos 18 v 19,

paritoce 3 [nredecion § b pngrnacin sl



JEMPLO 14

Invenlario de Salco

Saileo Corporation debe determinar cudnios botes de vela tiene que producir cada mes du-
ramte los cuatro trimesires, La demanda durante cada uno de los siguientes cuatro trimesines
€5 cOmo sigue: primer tnmestre, 40 botes de vela; segundo trimestre, 6i; tercer Inmestre,
75; cuarto tmmestre, 23, Sailoo debe cumplir con la demanda a tiempo, A principios del pri-
meT trimestre tenia un inventano de 10 botes de vela. Al empezar cada fmmestre, Saloo de-
be decidir cudntos boles debe producir duranie ¢l trimestre. Con el fin de simplificar los
cilculos, se supone que los botes de vela fabricados durante un trimestre, s usan para curm-
plir con la demanda de ese tnimestre. Durante cada trimestre, Sailco fabrica hasta 40 botes
de vela con mano de obra en turno regular con un costo total de 400 dolares por bote de ve-
la. 51 tiene empleados que frabajen tempo extra durante un frimestre, Saikco manufactura
mads bodes de vela con mano de obra de tiempo extra a un costo total de 450 ddlares por bo-
te de vela

Al final de cada tnimestre (después de producir los botes v cumplic ln demanda del pre-
senite trimesire) se incurre en un costo de 20 dblares por el transporte o por almacenamicn-
ta, Utilice ko programacion lineal para determinar un calendano de produccron con el fin
de minimizar la suma de costos de produccidn y de inventario durante los siguientes cua-
tro trimestres.

Sailco tiene que determinar para cada trimestre la cantidad de botes de vela que debe fa-
bricar con mano de obra en horanos regulares v con tiempo extra. Por consiguiente, se de-
finen las siguientes variables de decision:
x; = nimero de botes de vela fabnicados con mano de obra en horanio regular
{a 400 ddlaresbote) durante el trimesire ¢ (r=1,2234)
¥ = numero de botes de vela fabricados con mano de obra en tiempo exira
{a 450 dolaresbote) durante el trimestre ¢ (f=1,2.34)

Ez comveniente definir las variables de decision para el inventario (nimero de botes de ve-
la en existencia) al final de cada trimestre:
i, = numerm de botes de vela en existencia al final del tnmestre ¢ r=1,234)

Costo total de Saileo se podria determinar a partir de
Costo total = costo por producir botes de vela en horario regular

+ costos por producir botes de vela en tempo extra + costos por inventario

= 40iNx; + x3 + X3 +xg) + 4300 + W)

+ 200iy * dy + o+ fa)
Por lo tanto, la funcion objetivo de Sailco es

i 2 = S0k, 4 s 4 00y + S00x, + 450y + 4500,

+ 450y + 450y + 204 + 204 + 204, + 204 (60)

Antes de determinar las restricciones de Sailco hay dos observaciones por hacer que avu-

darin a plantear los modelos de programacion de la produccion en varios periodos.
Para ¢l trimestre r,
Inventario al final del trimestre ¢ = inventario al final del timestre (7 — 1]
+ produccidn del trimestre ¢ — demnanda del trimestre

Esta relacion ticne un papel imporiante en el planteamiento de todos los modelos para pro-
gramar la produccidn en varios periodos. 5i J, es la demanda duranie el periodo s
(entonces, d; = 40, d; = 60, ds = 75 v dy = 25), esta observacion se podria expresar en
la forma compacta siguiente:

‘lnl= r.|-I +1-1|.J+_1'IJ] _ﬂIJ “= ]1 2-314} [“]'
En {61}, iy = imventario al final del rimestre 0 = inventario al inicio del rimesire 1 = 10,
Por ejemplo, si hay 20 botes de vela en existencia al final del trimestre 2 (i; = 20) v se fa-
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bricaron 65 durante el trimestre 3 (esto quiere decir que xy + ¥y = 63), joudl serla el in-
venano al final del tercer mmesire” Simplemente la cantidad de botes de vela en existen-
ciz al final del trimestre 2 miés bos bobes de vela fabnicados durante ¢l trimestre 3, menos
la demanda del trimestre 3, que <5 de 75, En este caso, iy = 20 4+ 65 — 75 = 10, o cual
catd de acucrdo con (6] ), La ecuacida (61} relaciona kas vanables de decisicn que ticnen
qui ver con penodos diferentes. Al plantear cualquier modelo de PL de vanios periodios, el
paso mas dificil es, por lo regular, encontrar la relacidm (como [61 ]) que vincula las vana-
bles de decisidn de periodos distinios.

También s¢ observa que la demanda del frimestre i se cumplird 3 dempo sy solo 51
{algunas veces se denota con &7} §; = 0, Para comprender mejor esto, observe que §.; 4
(x, + v} es ln cxistencia para cumphir la demands del pensodo £, por lo que la demands del
periods s cumplicd sy s6lo &

iy + (x, + ») = d, o hien p=dpy Hix, W —d =0
Esto significa que las restricciones de signo £, = 0{f = |, 2, 3, 4} aseguran gue ka deman-
da de cada rimesine s¢ cumplish a tliempo.

Ahora yva s¢ pueden determinar las  hmataciones de Sailco. Primero, se usan las cuatro
limsitaciones siguientes para tener |2 seguridad de que la produccidn en los horarios regu-
lares de cada periodo no excederd 40; 5y, 550 54, 34 = 4. Luego se afiaden las Emitacio-
nes de la forma (61 por cada periodo (¢ = 1, 2, 3, 4}, Con esio s¢ gencran las cuatmo
FestriCCiones siguienies;

n=1M+x +y — 4 Iy =iy + x5 + ¥y — Bl
I._:|=J._;+13 1'_}']__?5 IE_|_=|!]_+.'I:_1"'_F4_.25'
Luego de afiadsr Ins restriceiones de signo x, 2 0 (para evitar los niveles de produceidn ne-
gatives) e { = 0 (pars tener la seguridad de que la demanda de cada periedo se cumple a
tiempo} s obtiene el planteaments sigusente:
minz = 4'”1'“ + -4'D|lr; + 4’["1[3 + 4':“1[] + 45“_].'| + 45"['_1-'1 b3 45']'}'1 + 45']'}'1.
+ iy + Hhs + 2005 + 20§,
5.3 X, = 4, Ty = i, Xy == 40, xg = 4f)
i-|=":'+.1|'|+k'|_4‘:|. r';-=r'|+.r_~+_'|*;-—'f:|'|J
il:'_i-z+.:l'|.+_'|"| - 75. l.q_i.l:‘l‘l'.q.‘l'_'l'.q. - I:.'.
i=10 =0, ¥ X =0 (r=1,2, 3,4
La solocion Gptima pars este problema ez 2 = TBA5, xy = 2y = oy = 40, x5 = 25, 9y =
Oipa = 1k s = 3y = 0 0y = Wy §y = iy = iy = 0. Por lo tanto, el costo minimo fo-
tal que Sailco tendria es 78 430 dblares, Para lograrlo, Sailco debe fabricar 40 botes de ve-
la en el horaro regolar dorante los inmestres 1 a 3, ¥ 23 botes de vela con mano de obra
on &l homno regular dorante el mmesire 4. Salco ambén debe producir 10 botes con
tiernpo extra durante ¢l trimestre 2 v 35 botes con tiempo extra duramte el trimestre 3, Los
COEI0E POT Inventano se genenn s0lo durante el trirmestre 1.

Alpunos estudiantes podrian estar preocupados porque este planteamiento permite a
Sailco producir con tempo extra durante el rimestre ¢ incluso i ka produccion regular del
peniodo #es menor de 40, Cierto; este planteamiento no hace factible a tal programa, pero
cualguier plan de prodsccidn que tenga v, = 0 v x5, < 40 podria no ser Gplimo. Por gjem-
plo, congidere los dos planes de produccion siguientes:

Plan de producciin A = 3; = 15 = gy = 4i) Iy = 25
o= 1 ¥y = 25 iy =1

Plan de produccién B = x, = 44, X = 3k xy = 30; £y = 25
¥y = M ¥y = 15, ¥y =10

Los programas A v B tienen ¢l mismo nivel de produccion durante cada penodo. Lo an-
terior significa que ambos programas tendrin costos por myveniano idénticos. Asimismao,
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ambos planes son factibles, pero ¢l programa B incurre en mds cosios de tiempo extra que
el pProgrami AL Por bo tamibo, &h cuestiones de minimizacion de costog, &l programa Bio
cualgquier ofro que tenga v, = 0y x, << 40} nunca s¢ escogena.

En realidad, un PL comeo el del gjemplo 14 se podria poner en marcha usando un hori-
zonte de planeacion rodante, ¢l cual funciona de la siguiente manera, Después de resol-
ver el ejemplo 14, Sailee pondria en marcha sdlo la estrategia de produccion del mmestre
| {producir 40 botes en el tiempo de horanio regular). Luego, la compafiia consideraria la
demanda actual del wrimestre |, Suponga que la demanda actual del immestre 1 es 35 bo-
tes, Entonces, el trimestre 2 empieza con un inventario de 10 + 40 — 35 = 15 botes de
vela. Luego se hace un prondstice para la demanda del trimestre 3 (suponga que el pronds-
tico e5 36). Después se determina la produccidn para el trimestre 2 mediante la solucidn
de un PL en el cual el trimestre 2 es el primer timestre, el tnmestre 5 ¢s el trimestre final
v ¢l imventario de inicio s 15 botcs, Entonces, la produccion del tnmestre 2 se determinn-
ria al resolver el PL siguiente:
min z = 4}z, + xy + x4 + xg) + S + oy Fovg o) + 20005 + i+ oig + is)

%.4a T3 = 40, oy = 4, xp = 40, xg = Al

l-_;. - Iq T T3 T W f!l“. r'J_ - f: + Xy T Wy T8

iy = fy oy + oy — 25, is = g+ xq + yg— 36

L=Q, K= i =0 (t=23 475
Agui, x¢ = la produccion en borano regular del timestre 5, vo = produccidn en tempo ex-
tra del tmimestre 5 ¢ iy = inventario al fnalizar el rimestre 5, Los valores dptimos de o v
vy para este PL se utilizan después para determinar la produccidn del trimestre 2, Por 1o tan-
to, en cada frimestre, s¢ resuclve una PL {con un horneonte de plancacion de cuatro trimes-
tres) para determinar la produccidn del irimestre actual, Se considera luego la demanda
actual, s¢ pronostica ka demanda para los siguienies cuatro frimestres, v se repite el proce-
=0, Esta técnica del “horizonte de planeacion rodante™ es el método mediante ¢l cual ln ma-
vor parte de los modeles de PL dindmicos o para periodos maltiphes se aplica al mundo real.

Esta formulacidn del problema de Sailco tiene todavia otras limitaciones.

1 El costo de produccion podria no ser una funcidn lineal de la cantidad producida, o
cual violaria la Suposicion de proporcionalidad. Se analiza como tratar este problema en
bos capitulos 9 y 13

2 Las demandas futuras podrian no conocerse con certera, En esta situacion se incumple
la Suposicidn de certidumbre.

3 Sele ha exigido a Sailco que cumpla todas las demandas a tempo. Es comon que las
compafiiss cumplan con la demanda a tiempo después, pero se les impone un costo de pe-
nalizacidn por los pedidos que no se entregan a tiempo, Por gjemplo, si la demanda no se
curmple a tiempo, entonces el disgusto del chente se podria reflejar en una pérdida de ingre-
s futuros. 51 1o demanda se cumple en penodos posteriores, entonces se dice que estid acu-
mulads o que esti pendiente. El planteamiento de PL scnaal tene la capacidad de poder
ser modificado para incorporar bos pedidos pendientes {véase problema 1 de la seccion 4,12
4 Se ha ignomdo el becho de quee las vamaciones tnmestre-a-trimestre en la cantidad pro-
ducida podrian dar como resultade costos extra (lamados costos por suavizaciin de la
produccidn). Por gjemplo, si s¢ incrementa by produceidn en forma notable desde un trimes-
tre @l si.m,ai::nb:, esbo rn'.||rr:ri|.'.i pmhuhlﬂmanlr: la costosa cupacitacion de nuevos Imh.u.jluln—
res. Por otro lado, s la produccidn disminuye en forma importante de un trimestre al
siguicnte, se podria meurnr en costos extra que son resultado de despedir a los trabajadones.
En la seccidn 4.12 se modifica ¢l modelo presente para explicar los cosios de suavizackin,
5§ 5ialgunos botes de vela se quedan al final del dlimo trimestre, se les asigna un valor de
cero, Por supeesto que esto es irreal. En cualguier modebo de inventano con un horisonte G-
nitn, el imventario gue se quisda al final del dtimse penodo debe tener un valor de salvamen-
to que sefiala el valor del inventario al final ded periodo. Por ejemplo, si Saileo siente que cada
bote de vela dejado al final del trimestre 4 vale 400 dolares, entonces se debe afiadir un tér-
iy —<, (que mide ef valor del imentano del trimestre 43 a b funcion obpetivo.
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PROBLEMAS
Grupo A

1 Un cliente requicns respectivaments durante los sigaien-
tes cuatro meses 0, 65, 100 ¥ 70 unidades de an producto
{no s¢ permite acumulacién). Los costos de produceidn son
5. & 4y T dblares por unidsd duranie estos meses. Los cos-
tos por conservar almacenadas bas unadades de un mes al
siguiente e5 2 ddlares por unidad (impuestos sobee e inven-
tario final), S¢ estima que cada unidad en existencia al final
del mes 4 se podria vender en & dddares. Plantee un PL que
minmmice el costo peto incurtido par poder cumplir con las
demandas de los cuatre meses sigubenics,
2  Una compaiiia tene las siguientes demandas durante los
siguienies tres penodos: penicdo |, 20 unidsdes; perodo 2,
10 unsdades; pericdo 3, 13 unidsdies. Los cosios de produc-
cin por unsdad durante cada periodo son como se indsca;
periodo 1, 13 ddlares; pericdo I, 14 ddlares; periodo 3, 15
ddlares. Uin costo por almacenamiento durante un coro plas
zo por wnidad se aplica al inventario al finalizar cada perio-
do. Al emperar ¢l persodo 1, la compaiiia tene 5 unidades en
EXisEnCiL

En realidad, de los bicnes producidos durante un mes no
toddos se usan para camplir In demanda. del mes achaal. Para
madelar este hecho, se supone que silo 1a mitad de los bienes
producidos en un periodo se wtilizan pam cumplic con la de-
manids del pericddo actual, Mantee un PL pam minimizar el
cosin pof cumnplir con la demanda de los siguienies tres perio-
diss. (Sugerencie: Limitacionss como §, = 1 + 5 = X son
ciertamenie necesarias, De una maners diferenie al cjemplo,
la restriccidn iy = 0 pe ascgurard que s¢ cumpla la demanda
delpuu;da].ﬁrtjeuqah.aiq = M, enltomces % cusmphe
iy = 0 pero stlo pongue {200 = 10 unidades del penioda | se
puscden wsar para cumplis con la demanda del periodo 1,
% = M no seria factible. Infenic pensar en un tipo de resinc-
Ciin gue asegure que o que esth en exsstencin para cumplir L
demanda de cada peniodo es por ko menos igual a la deman-
da del periodo, )

Grupo B .
3 lames Beerd hormea pasteles de queso y pasteles de la
Selva Megm. Durante cunlquier mes puede homear cuando
mucho 65 pasteles. Los costos por pastel ¥ la demanda de
pasteles, la cual se debe cumplir & tiecmpo, se proporcionan
en la tabla 33, Cuesta 50 cenavos conservar un paste] de que-
=0 y 4} centavos comservar un pastel de la Seha Megm en in-
vertarse por un mes. Plantee un PL para minimizar e cosbo
total por cumplir a demanda de los fres meses siguientes,

4  Una compafila manufacturera produce dos tipos de pro-
ductos: A y B. La compariia esta de acuendo en entregar los
producios segin el calendario de la tabla 34, La compaikia

TABLA 33

TABLA 34

30 de maren 5000 2 00}

30 de abril & D) 4 (i}
TaBLA 35
e
Mg Lipea 1 Linga 2
Marza B Z (v}
Abril 400 1 20
TaBLa 36
o o i
Preducin Linea 1 Limea 2
A 15 lb
B 1z {14

tieme dos. lineas de ensamble, 1a | v ba 2 con las boras de pro-
dheccidn disponibles mostradas en la iabla 35, La prodsccidn
en cada linea de Mym#Mm
términos de hors por producto, estin en la tabla 36, Toma
(.15 b fabricar una unidad de| producte & en la linea 1, ¥
sl swoesivamente. Prodwcir cualguier producio cuesia 5 di-
lares por hora de tiempo de linea. E costo por mes de He-
var el inventario de cada producto es 20 centavos por umidad
{cargado en el inventario al finalizar cada mes). En ln actua-
lidagl hay 500 wnidades de A v 750 de B en inventario, A la
perencia le gustara lener en mventario al Gial de abrl por
lo mencs 1000 unxdades de cada producto. Flamtes un PL
pam determinar ¢l progrmma de produccion que minimice ¢l
toital de los costos por cumplir con la demarnds & tempa.

8 Duranie los dos meses siguienies, General Cars debe
cumplir {a tiempo) con las siguientes demandas de camio-
nes y subomdviles: mes 1, 400 camiones, B0 awiomdviles;
mes 2, 300 camiones, 300 sutomdviles. Durante cada mes, se
fabrican cuando mucho 1000 vehiculos, Para cada camidn
se wtilizan I toncladas de acero v cada automdeil requiere |
tomelady del misemo material. B el mes 1, la ionelada de ace-
o cuesta 400 didares; durante el mes 2, la ionelada coesta
G0 dislares. Cuando mucho s¢ puesden comprar cada mes

e 1 Mes 2 ies 3
Predscty Demancs  Costalpaeviel (Gisares]  Demands  Costo'pastal (dilares)  Dwmweds Costwipasiel [$lem)
Pastel de quese 40 .00 30 340 20 350
Selva Megra 20 2,50 b 2,50 I 340
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1 500 toneladas de acero (sdlo s pusde usar ¢l scero duran-
e ¢l mes en que s¢ compnd. Al principio del mes hay en el
inventario | 100 camiones ¥ 200 sutomdviles, Al final de ca-
iky mes e impone un costo por guardsr los vehlculos de |50
dédlares por unidsd. Cada sutomdvil da 20 millas por galin,
y cada camidn, 10 millas por gabie, Durante cada mes, los
vehiculos que produce ln compafiin deben promedinr por 1o
menos |6 millas por galin. Plantes un PL para cumplir con
la demandn v las millas &l minim costo (sin olvidar los cos-
tos del acero v los costos por guardar les sehicules).

8 Gandhi Clothing Company fabrica camisstas v pantalo-
nes. Cads camiseta requicre 2 yandas cusdradas de tela, ¥ co-
da pantalin, 3. Durante los dos meses siguientes s¢ debe
custiplis (justo & tiempo) con ks demanda die camisetas v pan-
talones, gue es ln siguiente; mes 1, 10 comisstas, 15 pantabos
s mes 2, |2 camisetas, 14 pantalones, Dummte cxda mes
e dispone de ks recursos siguientes: mes 1, 90 yardas cua-
dradas de tela; mes 2, 60 yordas cundradas, (La tela que hoy
en existences durante ¢l mes | se podria usar en ol mes 2, 8l
0o s¢ wahe en el mes 1.)

Durante cada mes cuesta 4 ddlares elaborar un articulo de
vexlir en el horano rqula.rdr1mha].:_rh y B dilares 51 52 wiilea
&l tiempo extra. Cada mes s¢ podria producir cuande mecho
um bdtal de 25 premdas de vesor en el bomno regular de traba-
jo, ¥ unn cantidad ilimitada de articalos s se aplica el tiempo
exir Al final de cada mes, se fija un eosto por conservar hos
nrticulos de 3 dilares por unidad. Formule un PL mediante la
cual se cumplan las demandas para los dos meses sigaienbes
(a Bempa) con el codte minkmoe. Suponga gue al inicio del
mes |, hoy en existencia una cameseta v 2 pantalones.

T Paynothing Shoes tiene eada afio una demanda {gue e
debe entregar a hempo) de pares de zapaios segum lo tabla
37, Loa empleados trabajan tres inmestres consecutivos y
luego descansan uno. Por gjemplo, un empleado podria -
bajar durante los trimestres 3 y 4 de um afo v el timestre |
del saguiente afio, Durante un tmmestre en €l cual el emplea-
do trabaja, ése tiene gue producir hasta 30 pares de zapatos
Coda empleado recibe un pago de 500 dblares por el trimes-
tre. Al final de cada trimestne, se fijn un costo por conservar
bos zapatos de 50 dblares por cada par. Formule un PL que
se pueda utilicar parm minimazar los costos por afia (mano de
obra + costo por poardar los zapatos) par cumplir con bas de-
mandas de sapates. Con el fin de samplificar, supoiga que al

TABLA 37
Trimestre 1 Trimesire 2 Trimestre 1 Trimesire 4
600 B0 L] 100

final de cada aho, el ioventarie final es cere, (Superencie: Se
permibe suponer que un empleado dado tomard de descanso
&l mism trimesire cadn oo )

8 LUnn compaiiin debe cumplic (justo a dempo) con la de-
marda sigaiente: trimestre 1, 30 unidades; fmmesire 2, )
umidndes; tnmestre 1, 40 unidades. Se poeden proslucir cada
trimestre hasta 2T anidsdes con trabajo en el horano regular,
a un costo de 40 ddlares por unidad. Durante cada immesire
es Fu;mihll: fabricar una canbidad limmitada de undades s s
usd tiempo exira, a un costo de &0 dhlares por mes. De todas
tns unidades producidas, 20% es defectuosa ¥ no se pueden
usar para cumplir con ba demanda, Por otro lado, al final de
cala erifmestne, s dafia 10% de las unidades en existencia y
inmpoco s¢ paeden usar par camplir alguna demanda Futu-
ra. Despuots de que se cumple con ks demanda de cada ini-
mestre ¥ se explica ¢l dafo, s fijn un costo por unidad de 15
dilases contra el ieventano al fnalizar ¢ trimestre. Planbes
un PL que se poeda uhilizar par manimicar e costo total por
cumiplir con la demanda en los tres frimestres siguientes. Su-
pongn que hay en existencia 20 wnbdades diiles, al principlo
el trimestre |

B Dooovan Emerprises fabrca licuadoras, Duranie bos cua-
e Erinestnes sigusendes se hene que cumplic (a Hempa) con
la sigwiceie demanda de licuadoras: trimestre 1, 4 000; -
mestng 2, 2NH; rimestne 3, 30005 mmesire 4, 10000 Cada
emplesdo de Donovan trabaja tres trimestres ded afio y tiene
un tremestre Ishre. Por consagueente, un empleado podria tra-
bajar durante los rimesimes 1, 2 v 4, v tener [ibre 2] trimes-
tre 3, Codn emnpbeado recibe un salario de 300K dddares al
i, v (50 trabaja) prodece hastn 500 licuadoras en un trimes-
tre. Al final de cada tromestre, Donovan iRcurte en un cosio
por puardar los artscwlos de 30 dolares por umdad sobre ca-
da licuadora en inventaro. Plantes un PL para ayudar a Do-
e a mmameesr o costos (mano de obea ¢ imvemands) én
el cumplimiento (a tiempo) de la demanda del afio précimo,
Hay en existencia 600 licuadorss a principeos del trimesine 1,

3.11

Modelos financieros para periodos miltiples

Medianie el siguiente ejemplo s ilustra como la programacidn lineal se puede aplicar pa-
ra modelar problemas de administracion de efectivo en varios periodos. La clave es deter-
minar las refaciones del efectivo disponible durante periodos distintos,

lnversitn én varos perodos de Finca

Fince Investment Corporation debe establecer |a estrategia de inversiones para la compa-
fia durante los siguientes tres afos, En la actualidad (tempo 0), hay 100 000 dddares dis-
ponibles para invertir en A, B, C, D v E. El flujo de efectivo relacionado con la inversin
de 1 didlar en cada opcidn se da en la tabla 33,

Por ejemplo, un délar mvertido en la opoon B, requiere una salida de efectivo en el
tiempao |, v da un rendimienio de 50 centavos en el tempo 2 v un délar en el Hempo 3. Pa-
ra estar sepura de que las opoones de inversidn de la compafiia son diversificadas, Finco
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TABLA 38

Faje de efective [dilares) en o fempe’
[ ] 1 H 3
A =] +1.50 +1 1]
B’ i o | +0.50 +1
C =] +1.2 o L1
D -1 a 0 +1.9
E L] ] | +1.5

* o Thempo O = presenie, bemps § = 1 o0 sio 3 pariic
de sbore; liempo 2 = 2 wflos o pantis de alors; lsmpo 3 =
3wl i partis de aloim.

requiere que s2 asignen cuando mucho 75000 dblares a cualquier inversion. Ademas de
las inversiones A a E, Finco pusde ganar intereses de 8% al afio por mantener &l efectivo
sin invertic en fondos del mercado de valores. El rendimiento de las inversiones se puede
volver a invertir en forma inmediata. Por gjemplo, el flujo de efective positive recibido de
la inversidn C en ¢l tiempo | podria ser reimvertido inmediatamente én la opcidn B, Finco
no puede pedir fondos prestados, asi que el efectivo disponible para inversidn en cualquier
tiempo estd limitado al efective disponible. Plantee un PL que maximizard el efectivo dis-
ponible en el tiempo 3.

Finco debe decidir cudnio dinero debe ser asignado a cada inversion (sin olvidar los fondos
del mercado de valores). Por consiguiente, se definen las variables de decision siguientes:

A = dalares invertidos en la opcion A

B = dolares invertidos en la opcion B

C = dblares invertidos en la opewin C

D= dilares invertidos en la opcitn D

£ = dolares invertidos en la opcion E

5. = dblares imvertidos en fondos del mercado de valores ¢ (r=0, 1, 2)

Finco desea maximizar el efective disponible en el tiempo 3. En el tempo 3, ol efectivo
disponible de Finco seri la suma de todo el efectivo que entra en el tiempo 3. A partir de

la descripeidn de las inversiones A a E, y el becho de que desde el tiempo 2 al tiempo 3,
&5 se incrementard a | 08S;,

Efectivo disponihle en el tempo = B + 190 + 158 + 1088,
Por consiguiente, la funcion objetive de Finco es
maxz =8 + 190 + 1.5 + 1.085, (&)

En los modelos financieros de varios periodos, se usa por lo regular ¢l tipo siguiente de
restricciones para relacionar las variables de decision de periodos distintos:
Efectivo disponible en ¢l tiempo ¢ = efectivo invertido en ¢l tiempo 7
4 efectivo sin invertir en el tiempo f que se iraspasa al tempo £ 4+ |

%i s¢ clasificaran los fondos del mercado de valores como inversiones, se observa que

Efectivo disponible en el tiempo ¢ = efectivo imvertido en el tiempo ¢ )]
Como las inversiones A, C, D v 5 estin disponibles en el tiempo 0, v 100 000 dolares
estin disponibles en el tiempo 0, (63) se vuelve en €] tempo

00000 =4+ C + D+ 5, i64)

En el tiempo 1, esta disponible 1, 0.54 + 1.2 + 1.083%; para ser invertido, v las opcio-
nes B y 5, estin disponibles. Entonces, para ¢ = 1, (63) se convierte en
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054 + 12C + 1.085;, = 8 + §; [E5)

En el tiempo 2, estd disponible para ser invertida la cantidod de 4 + 0.58 + 1035, y o5~
tin disponibles las opciones E v §; Por lo tanto, para f = 2, (63} se reduce a

A+ 058+ 1085, =E + 5§ (B8)

Mo hay que olvidar que cuando mucho se pueden invertir 75 000 dolares en cualquiera de
las opciones A a E. Para poner atencion en esbo, s¢ suman las restricciones siguientes

A = 75000 (&7
B = 75000 (68)
C = 75000 {69)
0 = 75000 m
E = 75000 i)

Cuando se combinan (62) w (64) a (71} con las restnicciones de signo (todas las vanables
2 (1) se obliene el PL siguiente;
max z =8 + 190 + 1L.5E + 1.045%;
B4 A+ C+ D+ 5= 100000
054 + 1.2C + 1.8, = B + &
A+ 05R+ 145, =E+ 5%
A = 7500
8 = 75000
C = 75000
0= 75008
E = T5000
ABCDERS5 . 5S=0
Y, entonces, la solucidn dptima es z = 218500, 4 = 60000, F = 30000, O = 40000, E
= TEO00, O = 8, = 8, = 8 = [}, Finco no debe invertic en fondos de | mencado de valo-
rez. En el bempo 0, Finco debe mvertir 60 000 dolares en A v 40000 en D Luego, en el
tiempo 1, la entrada de efectivo de 30000 ddlares de A se debe invertir en B Por Glimo,
en el tiempo 2, la entrada de efectivo de 60000 dilares de A v la entrada de efectivo de

[ 5000 dolares de B se deben invertir en E. En ¢l tiempo 3, los 100 000 dblares de Finco
habsin aumentado a 218 508 dolares,

Usted se podra preguntar como este planteamiento asegura que Finco nunca invierte
mis dinero en cualquier tiempo que el gue la compafia tene disponible, Lo anterior Lo ase-
gura ¢l becho de que cada varable 5, debe ser no negativa. Por ejemplo, 55 = 0 es equiva-
lente a 100000 — 4 — O — D = 0, lo cual asegura que cuando mucho 100000 dolares
s invertickn en ¢l tempo 0.

Aplicacion en la vida cotidiana

Uso de la PL para optimizar las opclones de inversidén en bonos

M wchas EMmpreRas die Wall Sereet Coampran y wenden bonos, Rohn {'I'-]'ﬂ'u"] analiza un mode-
lo de seleccién de bonos que maximiza la utilidad de las compras ¥ ventas de bonos su-
jetas a restricciones que minimizan la exposicidn de la firma al resgo. Una versidn
simplificada de este modelo se encuentra en el problema 4.
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Un asesor de Finco afirma que ¢l efective dispondble de
Firep en el tiempo 3 es la suma de las entraidas de efectivo
provensentes de todas las mversiones, ¥ no s0lo de las imver-
spnes que gencran entrada de efectivo en el tiempo 3. Por
consgaienie, ¢ asesns sfirma que la fncion objetive debe ser
max z = |54 4 158 4+ 120+ 1.9 + | 5K
+ L.OBS, + 1.0&%, + 1085,

Expligue por qué el asesor no esti en lo comecto,

2 Demuoestre que la funcsim objetiva de Finco se poxdria es-

cribir también como

max z = 000 + 054 + 058 + 0.2 + 0090 4+ 0.5E
+ 0L0EE,; + 0L0RS, + 0,085

3 Hay 10000 dolares en el Bempo (. Estin las opciones de
imversidin A v B; sus flupos de efectivo se proporcionan en la
tabla 39. Suponga que solo ¢l dinera mvertido en A o en B
gana mierés, Plamtes un PL que maximice el efective dspo-
nible en ¢l tiempo 3. (Poede adivinar la solucidn Gptima de
cate probbema’

Grupo B

4" El comedor Steve Johnson trata en ka achualided de ma-
ximizar sus ubilidsdes en ol mercado de bonos. Estin dispo-
nibles cuntro bonpos pam compra ¥ venta, con el precio de
offerts (o de compra) y el precio inicial (o de vemta) de cada
bomo que se muestr en ka tabla 40, Steve pueds comprr
hasta | (0¥ unidades de cada bono al precio de venta, o ven-
der hasta | 000 unidades de cads bono al precio de compra.
Drainge cada unio de los sigulentes tres afios, la persons que
vemnde un bono pagard al dusfo del bono el pagoe en efecti-
vo que e da en In tabla 41,

La mieta de Seteve o5 manimizar sus ingresos. a partir de la
venila de bonos menos ¢l pago por la compra de boaos, con
T restriceiion de que despoés de que se reciben los pagos de
cada afio, su estado de caja (debido s6lo a pagos en efectivo

TaABLA 39

1]

| 0.2 -5l
1 513 0
3 50 510
TABLA 40

G54

TRasado en Kohn (1987),

| 100 &0 0 &l
2 110 90 B0 50
3 1 10 1120 1 0 1100
TABLA 43

W Puseedin  Me P d o
Emero =12 Julio =T
Febrero o 111 AgoaEnn -2
Maren =4 Sephiembre 15
Albril — Iy Cetubre 1z
Mlayo - Moviembre =7
Junio ] Diiciembre 45

tados, con un page de un délar un afo a partir de ahor sken-
do equivalemte a un pago de W) centavos de abora. Plantee un
PL para maximaizar las utilidades netas por ka compra y venta
de bonos, sujeio a lns restricciones de arbiiraje ya descritas.
LPor qied cree gue Hmitamoes el ndmero de unidades die cada
bomo que puede ser comprada o vendida?

afis 2003 en la tabls 42. Un flujo de efectivo negstive signi-
fica que la salida de efective sobrepasa la entrada de efectivo
al negocio, Para pagar sus cuendas, Toyoo necesitard pedir un
pristamo de dinero a principio de afic. Hay dos manera pars
pedir ¢l préstame:

& Tomar un préstamo de large plazo a un afio; los inbe-

reses de 1% s cargan cada mes, v el prbstamo se debe

pagar a fines de diciembre.

b Cada mes se pide el préstamo a cono plazo a una 1i-

nea de crédito bancaria; s¢ carga una s de inlerds de

1.5% y todos los préstamos a cortoe plazo se deben Figui-

dar a finabes de diciembre.

Al finalizar cada mes, el efectivo excedente gana 0,4% de
interés. Formude una PL cuya sofucidm ayude a Toyeo o ma-
simizar su estado de caja al empezar enero de 20044,

B Considere el problema 5 con Ins siguientes modificacio-
nes: Toyeo pusde dejar de pagar cada mes una parte o todo
&l efective que se debe on ¢l presente mes. A esbo = be Hama
“apluzamiento de los pagos”, Los pagos s¢ pusden atrasar
sdlo por un mes, v se carga un 1% de pemalizacion sobre la
cantidad aplazads. Por lo tanto, & se aplasan los pagos so-
bire um efective de [000F dolares que se deblan en enero, en-
tonces s deben pagar 10000 101 = 10 100 en febrero.
Con esta modificacidn, plantee una PL que ayude a Tovoo a
maximizar su efective disponable al primero de enero de
204,
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T Supongs que pidid un préstamo de |00 dolares al 12%
e mterés anual a pagar en G0 mensualidades. Suponga ade-
mis que s¢ hacen pagoes iguales al fingleear ¢l mes 1, ¢l mes
2, ... ¢l mes 6, Sabemos que al introducir en Excel ka
flanciGn

= PALCY (00, 60, 1,000}
daria el pagn por mes (22,24 dodares).

Es ilustrative usar ks PL parn determinar los papos men-
sumiles, Sea poel papo mensual (incdgnita). Cada mes se deben
0,01 = {sakdo insofutn) de mterés. El resto del pago mensual
se utiliza para rediscir ¢l saldo insoluto. Por ejemplo, suponga
que 5= pagan M dolares coda mes. Al prncipio del mes, el
sakdo imsoluta es | 000 ddares. Del pago del mes [, 10 dila-
s 5 van o los mtereses v 20 ddlares a lquidar el saldo mso-
luio. Entomnoes se ernperaria el mes 2 con un saldo insoluio de
GR0 dblares. La estrategia s usar PL para determinar ¢l pago
mensual que Hquadans el préstamo all fral del mes 60,

B Usied es un analista financiero. Madonna scudid a usied
pongue meoedts que la ayuden a Hguldar sus coentas de Lar-
jeta de criditn, Ella debe n sus tarjetas de crédito las canti-
dades que s¢ indican cn la tabla 43. Madonna desea asignar
hasta 5000 por mes para liquidar esas arjetas de crédiio.
Tisdas laes tarjetns s deben ligusdar en 36 meses. Fl objeti-
v de Madorma es minkmizar el total de todos sus pagos. Pa-
rm resalver este problema, usted debe entender cdmo dlu-
ven los intereses sobee un préstamo. Para ilustrarlo, suponga
que Madorna paga 500 dolares en Saks durante e mes 1.
Entonces, su sakdo en Saks al principso del mes 2 &
20N = |5 OHN] = DHDS{20 D)

Esto es asl porque Madonna incurrmio en cargos por indereses
iz 0005 20000 durante el mes | sobre su wageta de Saks
jAyisdele a Madonna a resolver su problemal

8 Winsioneo planea invertir en ires provectos. 51 se ievier-
te todo en un proyectoe, los flupes de efectivo realizados (en
milkones de dodares) serdn los gue se presentan en in tabla
44, Por epemplo, el provecto | requiere salida de efectivo de
3 millenes boy ¥ rendimientos de 5.5 milkones de dolares en

TABLA 43

La de Saks de ln 5a Av. X0 5
La de Blommingdale S0 1
La de MMacys [ (W0 .5
TABLA 44

Flafa de elesiivn

Tievtgu |licz] Progzin 1 Proyectn 7 Prawecis 1
il k] -2 -2
K. =1 —0.5 =

| +1.8 1.5 -1.8
1.5 1.4 .5 |

. 1.8 1.5 1
2.3 L.E 0z 1
k| 335 =1 6

3 abos a partr de boy, Abora hay 2 milloses de diolases en
clectrvo, En cada pundo de tempo (0, 0.5, 1, 1.5, 2 v 2.5
afos & partir de boy) s podrin, si asi se quisiera, pedir un
préstamo hasta de 2 millones de dilares & 3.5% de inlenks
(por & meses). El efectivo sobrande gana 3% (por 6 meses)
de imlerés. Por ejemplo, 41 despuds de pedir el préstamo v de
inwertir en el Gempoe O hay | millon de délares s podrian
recibir 30 (00 de imtereses en el tempo 0.5 del afko. El obje-
tivo de Winslonco es masimazar el efective dusponible
despudés de] estado de cuenta de flujos de efectivo en el tiem-
po 3. J0hat esurslegia de oversidn v de préstamos se debe
usar? Recuerde que se pusde myvertir en ana fraccion de un
provects. Por ejemplo, s se mviene en 0.5 del provecto 3,
enfonces hay salidas de efectivo de — | milbdn de délares en
el tiempa O v 0.5,

3.12 Programacion del trabajo en varios periodos

En I seccidn 3.5 se explicd que Ia PL 22 podria aplicar para elaborar los horarios de eme-
pleados en un entomno estibico donde la demanda no cambia con el tempo. El gjemplo si-
guiente (una version modificada de un problema tomado de Wagner [1975]) ilusira chmo
la PL =& usa para calendanzar la capacitacion de los empleados cuando una compariia se
enfrenta a una demanda que cambia con ¢l tiempo.

Horarios de trabajo en varios periodos

CEL es una cadena de tiendas de servicio para computadoras. La cantidad de horas de
ticmpo de reparacion calificada que CSL requicre durante bos cinco meses siguicntcs €5 co-

TR S

Mes | (enero): & 000 b
Mes 2 {febrero): 7 (MK b
Mes 3 (marzo): 8 000 h
Mes & [abrily: 9 506 h
Mes 5 (mayo): 11000 b
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A principios de enero, 30 téenicos calificados trabajan para USL, Cada idenico calificado
puede trabajar hasta 160 b por mes. Para cumplir con las demandas en el futuro, es nece-
SATI0 capaciiar a nueves teonicos. Toma un mes capacitar un nuevo teenico. Durante ¢f mes
de capacitacion, un técmioo experimentado debe supervisar al aprendiz durante 50 horas.
Cada técnico experimentado gana 2 000 dilares al mes {incluso 51 no trabaja las 160 boras
cormpletas). Ademas, durante &l mes de entrenumiento, & aprendiz recibe 1000 dolares. Al
final de cada mes, 5% de los téomicos expenmentadios de U5 abandonan el trabajo para
unirse a Plum Computers, Formule un PL con cuva seluciin CSL pueda minimizar el cos-
to de mano de obra én el que mcurre para cumplic con el servicio de reparaeion en los cin-
CO eSS Siguicntes,

CSL debe determinar la cantsdad de tecnicos que deben ser capacitados durante el mes §
(= 1,2 34, 5). Por lo tanto, se define
t, = cantidad de téenicos capacitados durante unmes s (1= 1, 2, 3, 4, 5)

5L desea minimizar el costo total de la mano de obra durante los cinco meses siguien-
tes. Observese gue

Costo total de mano de obra = costo por pagar a los aprendices. + costo por pigar a
los técnicos experimentados

Para expresar ¢l costo por pagar o los téenices experimentados es necesano definir para
P=1,2 134 5,

¥, = cantidad de t@enicos experimentados al indeio del mes &

Entomces
Costo total de mano de obra = {1 000x, + 1 00w, + 1000y + 1 00dng + 1 000}
+ {2000y, + 1000y; + 2000y, + 2000w, + 2000y}
Por b tanto, s funcion objetivo de CSL es
min 2 = | e, + | 0x, + 1 00, + | (00, + 1 00,
+ 200wy + 2000y + 2000w, + 20wy + 2000

JCuales somn las restiicciones de CSL? Notese gue vy = 3, yque parar = |, 2, 3, 4, 5,
CSL debe tener la cerfeza de que

Mimerg de horas-técmcos dispombles durante ef mes ¢
= pamero de homs-tdenico requenidas durante ¢l mes ¢ (78)

Como cada aprendiz requicre 30 h de tiempo por parte de téenicos experimentados, v ca-
da técnico expenmentado exta disponible 160 h al mes,

Numern de horas-técnico disponibles durante ¢l mes ¢ = 160y, = 5,
Entonces (72) genera las cinco limitaciones siguienies:

60y = 5k, = 6000 [ restriccidn del mes 1}

[6lys = Slkey = 7000 { restriccion del mes 23

6k = Sy = 5000 [ mesticcion del mes 3)

i6lyy — Sy = 9500 [ restriccion del mes 4

16ihy — Sikrg = 11 0HKD [ resiriccion del mes 5)
Al igual que en lo otros planteamientos de varios periodos, se necesitan restriceiones que
relacionen las variables de los diferentes perniodos. En el problema de C51., s imporiante
darse coenta de gue la cantidad de téenicos disponibles al principio de cealquicr mes estd

determinada por el mimero de ibenicos experimentados disponibles durante el mes anie-
rior v la cantidad de tenicos entrenados durante el mes anterior:
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Técnicos experimentados

dizsponibles al principio del mes ¢ 3 disponibles al principio del mes (f = 1)

Técnicos experimentados

+ técnicos entrenados durante el mes (f = 1)
— técnicos experimentados que abandonan el
trabajo durante el mes (r — 1)

Por ejemplo, para febrero, (73) ¢5 igual &

Y2 =y +x — 003y

o bien ¥ = 095, + x

De igual manera, pars marzo con | 73) s¢ tene

v pira sbrl

¥ para mayo

_1'| . ﬂ.'-';‘ﬁr; T A

¥a = |.'I.‘i'5_'p'_1 + Xy

g = [I.";'ﬁlu i

Al aftadir lag restricciones de signox, = 0y, = 00 = 1, 2, 3, 4, 5}, se obtiene ¢l PL si-

guiente:

min z = |0, + 1000, + 1000x; 4 1000x, + 1 000xy
+ 2000y, + 2000y, + 2000y + 2000y, + 2000y
sa 160y, — S, = 6000 ¥, = 50

160y, — Sl; = T 0D
160y, — 50, = ROMD
160y, — 50x, = 9500
16wy = 50xy = 11000

X, =0

La solucidn dptima ez z = 393,777, x;

0.95p + x7 = 1y
0.95m tx=m
095 +ay =W
095w, + x4 = 19
ir=1,2345

0;x; = BdS; py = |1 45 2, = 9520 2y = 0 3y

= 50; v = 475, vy = 53.58; vy = 62 34 y v = GE. TS,

En realidad, las v, deben ser enteros, por lo que es dificil de interpretar la solucion. EI
problema con este planteamiento es que suponer gue exactamente 5% de los empleados de-
jan el trabajo cada mes ocasiona que |a cantidad de empleados cambie desde un mimeno en-
tero durante un mes & una cantidad fraccionania el mes siguiente. Cuisiéramos suponer que
la cantidad de empleados que dejan el trabajo cada mes es el entero mds cercano a 5%
de la fuerza de trabajo iotal, pero enfonces [no se tiene un problema de programacion lineal!

PROBLEMAS
Grupo A

1 Sy = M entonces jousdl sera la solucién Gptima pa-
el problema de CSLT

2 Una compadits de sepurns opina que se necesitarin las
cantidades sigwientes de computndoras personales durante
ks priwimos seis meses: enero, % febrero, 5; marzo, T,
abnl, % mayo, 10; junia, 5. Es posihle rentar las computa-
doras por periodos de uno, dos o tres meses a las siguienies
tarifas unilarias: tarfa por un mes, M) ddlares; tarfa por
dos meses, 350 ddlares; tarifa por tres meses, 450 dolares,
Plamtes un FL que se pueds utilizar pars minimizar el costo
pif ba renta del equipo necessrio. Pods supoberse gue 51 se

renin ond méaguing por un penodo qoe se prolonga despoés
de jumbo, ef costo de la remia e prosrates. Por ejemplo, si se
remia una computsdorn por tres meses al principio de mayo,
entonces la tarifa de la rents de i-l-i-i[il] = 3(H), na 450
dilares, debe establecerse en |a fumcidn olyjetivo,

3 El Servicio Interne de Ingresos ha determinado que
disranbe cada uid do los 12 messs shguientes se requench ba
camtidiasd de supercomputacioms gue 52 sefinka en lo tabla 45
Para cumiplir con estas condiciones, esta instimacion renta su-
percomputsdorss. por un periodo de uno, dos y tres meses.
Cuesin |0 dlnres rentar una supercomputsdor por un mes,
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HiK)

i i)
o K

1 Bk

L8O diilares por dos mesea y 230 délares por tres meses, Al
emperar =l mes | estn mstitsciin ne tigne supercomputado-
ras. Determuine ol plan di rents que cumpls con s condicio-
nes de log 12 meses Sigumientes & un oostd mindmdo, Mol
Usted podria suponer ques ks rentas fraccsonanias son sdecun-
das, asd gue s la sohacidn seitals que se deben renilar 146
computsdoms por mn mes, osted posde redoodear sste valar
fa E41 o 148 san tener muchoe efecto en el costo total,

Grupo B

4 Ustod es propecianio de una bodega de trigo de 20000
bushels afe capacadad. Al emnperar &l mes 1, usbed tiene S0

TABLA 46

Mes  Prac de vty [9) Procks de comera (3]
1 k! 5
2 ] g
3 1 2
4 l 3
5 4 4
& 3 3
T 5 i
B 1 2
9 k] 5
1] F) 5

ashels de wigo. Bl rigo se peeds vender v comprar cada
mezs Al precio por cada 100 bushels que se daen la mhla 446,
La sucesidn de eventos daranie cads mes @8 coihin sigue
8§ Ulsied manbene |o exslencia micial de fmgo.
b Puede vender alpuna cantidsd de trigo hasia s exs-
tencia imcial ol precio de venta ded mes sctoal,
& Pusde comprar (&l precio de compra del mes actasl)
il frigo comi used quicra, sM8o sujelo a ba himiacion
de lag dimensiones de la bodega,
Su objetive o5 planiear un PL que se pueds utilizar parm de-
terminar cdeno maximizsr by wiilidsd ganads en los diee me-
s SCgUienbes,

RESUMEN

Definiciones de programacién lineal

Un problema de programaciin lineal (PL} consta de tres paries

1 Una funcidn lineal (la fenchin objetive) de variables de decisidn (por gjemplo, x5,
X3y oo Tl e & puede MARIMLZAT O M Zar

2 LUnconjunto de restriceiones (cada una de las cuales debe ser una igualdad lineal o de-
sigiaaldad lineal} que hmita los valores que podrian asomr las varables de decision.

3 Las restricciones de gigno, las cuales espocifican para cads variable de decision x; (1)
que [a variable x; tiene que ser no negativa, 1, = 0 o bien, (2) que ln variable 1, podria ser
poRitiva, cefo O negativa, @ no tene restricciones de signo (nrs).

El cocficiente de una variabhle en la funcidn objetivo ea ¢l coeficients de la funchin obje-
five de La varable. El coeficiente de una vanable en um restriceion es un coeficiente tecno-
Migicn. El lado derecho de cada restriccion s¢ denoming segundo micmbre de la restriccion.

Un pruvder g5 simplements una especificaciin de bos valores de cada variable de decision,
La reghin factible de una PL consta de todos los puntos qoe satisfacen las restriceiones del
PL y las restricciones de signo, Cuabguier punto en la regidn factible que tiene ¢l valor z mas
grande de wdos los puntos de la regidn factible (para un problema de maximizacion) cs wna
soluciin dptima pars ¢l PL. Un PL podria no tener solucion optima, tener una selucion ap-
tima o e cantidad infinita de soduciones Sptimas,
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Una restriceidn en un PL es activa si el primer miembro v el segumsdo miembro son igua-
les cuando los valores de fas vanables en la solucidn optima se sustituyen en la restriceion.

Solucién grifica de problemas de programacion lineal

La region factible para cualquier PL 5 un conjunto comvexo. 51 un PL tiene una solucion
Optima hay un punto extremo (o vériice} de la regidn factible que es una solucién dptima
para gl PL.

Se puede resolver un PL por medio del método grafico (problemas de maxinizacion)
con dos variables de decision como se indica:
Pase 1 S grafica la region factible,
Paso 2 So traza una recta de isouthidades.
Pazs 3 Se desplaza uno en forma paralela a la recta de isoutilidades en la direccidn en
que se imcrementa =, El dlimo puntoe en la region factble que tiene contacio con la recta
de isoutilidades es una solucidn dptima de la PL.

Soluciones de PL: cuatro casos

Cuindo se resuelve un PL se presenta uno de los siguientes cualro casos:
Gase 1 El PL tene una solucidn tnilca,

Gazn 2 El PL tiene mas de una solucidm dptima (en realidsd, una cantidad infinita), Es el
caso de las solnciones dptimas altermas. Este cago se wentifica en forma grafica cuando la
recta de isoutilidades coincide con un segrmento de recia completo antes de abandonar la re-
gion factible.

Caza 3 El PL &5 mo factible {no tene solucidn factible). Esto quiere decir que la regidn
factible mo contiene puntos,

Caso 4 El PL s no acoiada. Esto significa {en un problema de maximizacion) que hay
punitos con villores de o arbitrariamente grandes en la region factible. Este caso se identa-
fica mediante ef métado grafico por €l becho de que al desplazarse en forma paralela a una
rect de isoganancias en la direccion en que s¢ incrémenta = nunca s¢ pierde el contacto
cion la regron factible de la PL.

Planteamiento de los PL

El paso mids imporiante al plantear la mayoria de bos PL es determinar las varsables de
decisiin en forma correcta.

En cualgquier restriceion, los iérmines deben lener iz mismas onidades. Por gjemplo,
un tErming no puede tener las unsdades “libras de matena prima”™ mientras que otre tiene
lazs unidades "onzas de materia prima”,

PROBLEMAS DE REPASD

Grupo A

1 Blosenimgton Brewenes produce cervesa v ale, La cer.
vern &2 vende a 5 kares el barmil ¥ In ale o 2 dolares el bae
rrl. La produceidn de un barn] de cerveza requiers § b de
malke v I 1h de lpulo. Para claborar an barril die ale se pe-
cepitan 2 b de maiz v | 1b de lapalo. 5= dispone de 60 -
bras de maiz y 15 [b de Wpulo, Plante: un PL que se poeda
wlilizar parn maximizar los ingresos. Resvelvs el PFL on for-
ma grafica.

2 El granjero benis hornes dos tipos &e pastebes (chocols.
te ¥ vatmlla) para complementar sus ingnesos. Los pasieles
de chocolate se pusden vender en | délar cada wno, v los de
viunilla & 50 contavos cada uno, Para elaborar un pasiel
de chocolate w2 reguisren 20 min de hormesds v 4 huevas
Cada pastel de vainilla requiers 20 min de homeado y silo
urt busevie. e dispone de 8 b de tiempo de homeado v de 30
huevos Plantee un PL que maximeee ¢l ingreso del granye-
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ro Jones v, luego, resuelva el PL medianie el método grifi-
co. {Una cantidsd fraccionaria de pasiel es aceptable. )

3 Tengo 100 dolares. 5S¢ puede invertir en las opciones si-
guienies &n los a8 aftos proximos.

inverslén A  Cada délar invertido ahora rinde 0,10 de dédlar
dientro de un afi a panis de hoy v 130 wes afos despuds de
este momenio.

imversién B Cada dblar imeertide ahora rinde 0220 de dolar
dentro de wn afio a partir de hoy v 1,10 dos afios & partir de
ghora

Invarslin B Cada dolar mverticlo durante un afio a pastis de
ahora rinde |50 dilares denimo de tres afios a partir de ahom.
Ell efective gue no se tmviene se pusde asignar a los fondos del
mercadn de valores durante cada afio, en donde ninde &% de
imdereses por abie. Se pusden colocar cuamdo mucho 30 dida-
res en cada inversion A, B v C. Plantee un PL que maximice
mi efiective disponible dentro de tres aivos a partir de ahora,
4 Sunco procesa crodo para obiener combustible para avio-
nes v aozite combustible, Cuestn 40 dilares la compm de cp-
da 1 (M) barribes de crudo, el cual es destilado v rinde 500 ha-
rriles de combustible para aviones v 500 barriles de aceite
combustible. El producio de la destilacion se podria vender
dareciamente o procesar en ¢l desintegrador catalitico, 5i el
comibnstible para aviones se vende despeés de la destilacin
N NiREEn ot procese, su precio es de 60 dolares por cada
L (M) barriles, v ¢l del aceite combustible es de 40 ddlares por
cada mil barriles. Se requiere una horn para procesar | 000 ba-
rriles de combustible para aviones en ¢l desmtegrador catali-
tion, y cstos | DO harriles se pusden vender en | 1) dollares,
Procesar 1 000 barribes de acedie combusiible reguicre 45 min
mclqhinhp:du:nﬂ.mhmlnm]mﬂh‘llt‘lh‘tﬂ‘!]dﬂ-
lares, Se pueden comprar 8 diano cusndo mucho 20 000 ba-
rriles de crudo v s¢ dispone de & h de desintegrador cataliti-
co, Plantee un PL para maximizar b utilidad de Sunco

8 Finco tene las inversiones siguienbes como opcionss:
nversidn A&  Por cacda dolar invertido en el bempo O s¢ recl-
ben .10 de dalar en el tempo 1y 1,30 ddlares en ¢l tempo
L. (Tiempo 0 = ho; tiempo | = un afio a partir de hoy, v asi
sucesvamenle. )

inwersibn B Por cada dolar imvertido en e tiempo | s reci-
ben 1.60 dilares en ¢l tempo L

invarghin €  Por cada dolar mvertudo en el tiempo T e reci-
ben .20 dilares en ¢l tiempe 3,

El efectivo excedente se pidria invertir en cualquier momen-
t en bonos del besaro, los cuales mnden 1M por adio, En el
tiempo O, hay 106 délares, Se pueden invertir cumndo mucho
50 dilares en cads uny de las imversiones A, B v C. Plantes
un PL gue se pueda usar para maximizar el efisctive digponi-
ble de Finco en el tiempo 3.

B Todo el acero que produce Stecloo debe cumplic los re-
quisitos siguientes: 3.2 0 3.5% de carbon; 1.5 a 2.5% de @-

TaABLA &7

it AN
Coswo por 1 (ddl.) 190 dblares 200 ddbares
Silicio 2 25
HMigquel 1 1.5
Carbono 3 4
Resistencia & la tensitn
{Thpulg’) 42 000 50000

licio; 0.9 a 1.2% de niquel; resistencia a b tenside de por lo
enenos 45 000 Hbras por pulgada cusdrada (Th'pulg’). Steelea
prochece acero mediante la combinacidn de dos abeaciones
El costo v propiedades de cada aleacidn se proporcionan en
Ia tabla 47, Suponga que ba resistencaa a la fensson de una
combinacida de dos aleacionss se pusde determinar median-
te &l promedio de la resistencin de las aleacwnes que sc
mezelan. Por gjemple, una tonelada (1) de una mezcla
giee thene $0% de la aleacidn 1 v 60 de la aleacién 2 tienen
una resistencia a la tension de 04042 000} + 0.6( 30 000,
Aplique la programacetn lincal para determinar olemo mini-
mizar el costo de produckr una twonelada de acero.

T Swecleo produce dos tipos de acero en res acereras dis-
s, L‘Iinmﬁmrd.bq:mﬁhhﬂmmmduhl[ﬂh;h
ras de tiempo de alio homo. Debide a las diferencias en los
hiormos di cada acerera, €l tiempo v el costo por producis una
iomelada de acern son distinios en cada una de ellas. El tiem-
po v el costo en cada ncerern s¢ proporcionan en la tabla 45,
Cada mes, Steeleo debe producis por b menos 300 woneladss
del acere | v 600 tonelades del acern 2. Plamtee un PL pam
minimizar el costo de producis ¢ scero deseado.

8" El vivero Walnut tiene dos granjas en donde se cultiva
trigo v malz. Debido a las condiciones del suelo distntas
hay diferencias en el rendimiento ¥ el costo al cultivar bos
cereales en las dos grangas, Los renclimientos v los costos se
muesirnn en ln whla 4%, Ambas granjps cuentan cada una
cof 100 scres disponibles para el cultive: se deben sembrar
11 (0 bushels de trigo v 7 000 bushels de mair. Encuentne
un plan de stiembra que minimice ¢l costo para poder cum-
plir con la demanda. (Cdmo se podria usar una generalizs-
cida de este modelo para asignar en forma eficiente la pro-
duccain de cultreos en toda una nacion?

B Cardy Kane Cosmetics (CEC) fabrica el perfume Les-
lie, el cual requiere productos quimicos ¥ mana de obr, Hay
dos proceses de produccion: en el proceso | se transfonma
una unidad de mano de obea v dos undsdes de productos
quimbcos ca 3 o e perfume. En el procese 2 se transfor-
man dos unidades de mano de obra v tres unidades de pro-
ductos quimices en 5 oz de perfume. CKC gasta 3 dilares
al comprar una unidad de mano de obra ¥ 2 ddlares por una
anidad de producios quimicos, Se pueden comprar cada afo

TaELA 48
Froduccie de acem e fes.
hzern | Acory 7
Caxin Tasmpin Cigh Tiemae
learers  [dil) [ | [ ] [in
| S0 H £11 22
2 512 4 £9 18
£14 2] S0 30
TaBLA 48
L . pmeal Goep?
Rendimiento de maiz/acre S0y 650
Costovacre de maiz (dbl) (L] 120
Rendimiento de trigeacre ) 350
Cosindacre de trigo (8. ) 1] f0

"Hasado en Heady v Eghen (1964),
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hasta 20 000 unidades de mane de obra y 35000 unidades
de producios quimicos, Como no hay pubbicidad, CKC opi-
na qui pucde vender | 00 oz de perfume. Para estirmubar la
demanda de Leslie, CEC desea contrutar a |a bella modelo
Jenny Melson, Jemny cobra 100 dolares b3 bora. S& eatima
guae por cacla hora que Jenny trabsgi pany la compadiia la de-
meanda diel se increments en 200 oz, Cada onza del
perfume Leslis se vende en 5 didares, Utilice la PL para de-
terminar cémo CKC puede maximizar su utilidad.

10 Careo Hete un presupoesto pars publbcidsd de 1500000
dolares. La compafiia plames anunciarss en diarios y en TV,
con ¢l fin de sumentar las ventas de automdyiles. A medids
que Carco utiliza mis un medeo en particalar, ¢s menos efec-
v chda anumci gue se agrega. Bn la tabla 50 e sefiala la
cantilac de nusves clientes o bos goe alcanza cada anuncio,
Cada anuncio en los persidicos cuesta | 000 débares v cada
aruncio en TV coesta 10000, S& pueden contratar, cuando
mucha, 30 smuncics en los dianes ¥ 15 en TV (Cdmo pue-
de maximizar Carco la cantidad de clentes neevos creados
por la publicidad?

1 Sunce 04l thene refinerias en Los Angeles v Chicago, La
refineria de Los Angeles puede procesar hasta 2 millones de
barriles de crudo por afia, ¥ la refineria de Chicago refina bas-
ta 3 millones. Una ver refinedo, el crodo de embarca bacia
dios puritos de distribuckin: Houston ¥ la clodsd de Mueva
York. Sunco estima que cada punto de distribuciin puede
vender hasta 5 millones de barriles por sfio. Debido a las di-
ferencias en bos cosios de embarque v refinacitm, la utilidad
janada (en ddlares) por millém de barmiles de aceite refinade
embarcado depende de dinde se refind el crudo v del punto
de destribucién (whase tabla 51), Sunco planea smplisr |2
capacidad de cada refineria, Cadn millin de barriles de ca-
pacidad de refinacidn anual que se sume costard 120 000 db-
larés en el caso de la refineria de Los Angeles 1530000
didlares en el caso de la refineria de Chicago. Utilice ks PL
para determinar como poede maximizar Sanco w0 ubilidad
menos los costos de expansion sobre un periodo de 10 afios.
12 Un grupo de investigacion de mercado necesita detectar
por by menos a 130 esposas, 120 esposos. 100 varones adul-
tos solteros v 110 majeres adultas solterns mediamte una en-
cuesta telefbnica. Cuesta 2 didlares hacer una llamadas en el dia
y (debicdo a los costos de mano de obm mas altos) 5 dolares
una llamada por ka noche. Los resultados se dan en la tabla

TaBLA B0
Rumem de Chenies
EEncian M
Diaries 1-10 W00
11=20 L]
21-30 300
™ I=5 [
&-10 5000
11=15 200

TaBLA 51

Uiikdad o nilén de Barviles || totares)

[ 4 Boustun i Karva Vorh
Los Angeles 20004 15000
Chicago 1% 000 17 000

TABLA B2

PFersonn qis & de lamadan L e Namadas
camiesta o o fia w la mache
Esposa |} 30
Eapisn mn L1}
Wardn soltero o 15
Mujer soliera 10 20
Madie 40 -]

51 Diehido a que ¢ personal es limitado, cuando mucho la
mitad de todas ks llamadas poeden ser nocbarmas. Plantss un
PL para minimizar ¢l costo de completar la encucsia,

13  Feedoo produce dos tipos de alimento pars ganado;
ambos comstan fofalmente de trigo y alfalfa. El alimento
1 debe contener por ko menos B0 de trigo, v el alimento 2
debe comtener por lo menos 60% de alfalfa. E] alimenio |
s vende a 1,50 dblares/lb v el allmento 2, a 1300, Feed-
o paede comprar hasta 1 000 Tb de tngo a 50 centavos la
|:||:|rl}' hasta B0 Ib de alfalfa a 40 centavos la hibra. La de=
munda por cada tipo de alimento es ilimitads. Formule an
PL que maximice la utilidad de Feedco,

M Feedoo (véaze problema 13) decidié hacer un descuento
a su chiente (suponga que tene s0lo un chente, 51 el cliente
compm mas de 30 |b del alimento 1, cada libma por armiba
de las primieras 300 costard sdbo 125 dblares. De jpual ms-
nera, & el cliente compra mas de 30 |b del alimento 2, ca-
da fibra por wrriba de las primeras 300 b costard un délar
Muodifique el PL del problema 13 para explicar |a presencia
de los descuentos. (Superencia: Defing variables parn e ali-
mento vendido a cada precio,)

18 Chemen elshora dos prosluctos quimioos; A& y B, Estos
prixhecios se fabrican por medio de dos procesos de mang-
factura. El process | requiere 2 h de mano de obra v 1 b de
mutena prima para producir 2 oz de A ¥ 1 oz de B. Parm &
procesn 2 g2 necesitan 3 b de mano de obra v 2 [b de maie-
rig prima para fabricar 3 oz de A ¥ 2 oz de B. 5S¢ dispone de
60 h de mano de obra v 40 b de maieria proima. La deman-
da dz A es ilimitadn, pero sélo se poeds vender 20 oz de B,
El products A se vende a 16 dblaresfoz v B se vende 2 14
dolaresiozr. Cualquier cantidac de B gue no 5¢ vemida se tig-
ne gue desschar a un costo de 2 dilares/oz. Encuenire un PL
que matimice los mgreses de Chemeo menos el costo de
destruir el productao.

18  Saponga que, en ¢l sjemplo de las computadoras CSL
de la seccibn 3,12, se requicren dos meses para capacitar a
um #écmico, ¥ que duranie el segunde mes de capacitaciin ca-
da aprendiz necesita 10 h de stencidn por parte de un téeal-
co expenmentadn, Modibgue el planteamisnto en el texio pa-
i incluir estos cambios,

T Fumco produce mesas v sillas. Todas las mesas y sillas
deben estar hechas por complete de encino o de pino. Hay
un ioind de 150 pies @hldn de encine y 210 pies inblén de pi-
oo, Se requieren 17 pecs tablén de encing o 30 pies tabldn de
pino par uns mess ¥ 5 pies @ablon de encino o |3 pies -
blon de pano para una sifle. Las mesas se venden o 40 dila-
e caida una, ¥ las sillas & 15 ddlares cada una. Formaube un
PL gue maximsce ¢l ingreso

18"  Laciuded de Busville tiene tres distrites escolares. La
cantidad de esnsdiantes de minorias étnicas v de las mayo-

TBusido en Franklin ¥ Koenigsbeng {19731
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1 A0 2y
2 50 250
3 [L11] 150
TaBLAa 54

Escnla Esruela
Diglrile Gauley Wall Whitman
i | F
2 2 1
3 | 1

riasmna&disnims:wha:nhmﬂnﬂ.[hm
los estudianies, 25% () son esisdianies que perienecen a
alguna minoria.

La corte local decidio que las dos escuelas de bachallernto
die la ciudad {escoela Cooley v escuels Walt Whitman ) deben
ferer aprocimadamente el mismo poscentaje de estslsmbes
penenccientes a las minorias (demtro 5% que el que hay en
iouda la ciudad. Las distancias (en millas) entre los distritos
escolares v las escuelas de bachallerato s proporcsonan en la
tahla 54, Cada escucln debe tener una inscripcion de 3060 a
500 esmudiantes. Aplique la programacion lineal para deter-
mimnar ln cantidad de estadhantes en las escuelas |:|1.|.|.-11.'|i|1'|rr.|i-
o2 la distancia total que los estudiantes debsn recormer parm
legar a la eicoela,

18"  Brady Corporation fabrica alacenas, Requiere cada se-
mana W0k ples chbwces de tablomes. La compaiiia pueds
conscguir madera de dos manerss: primero, la podria com-
prar con un provesdor ¥ secarla en el homo del provesdor.
Sepundo, podria cortar troncos en Sus propios teTTenos, oor-
tarlos en tablones en su asermadens v, por Gltimo, sscarlos en
sy propés homo, Brady puede comprar tablones grado | o
grado 2. Los tablones grado | cusstan 3 délanes. por ple ci-
baco, ¥ cuando 2 secan rnden (L7 pies cibicos de madera
wtil. Lios tablones grade 2 coestan 7 ddlares el pie cibico, ¥
luego de secarbos rinden 0.9 pies cdbicos de madera (il A
In compafiis le cuesta 3 dolares cortar los tromcos. Después
de corar y secar un troneo, dste nnde 0,8 pies cibicos de
tablones. Hrady gasta 4 didlares pos pie cibico de tablones
secados, Ademds, cuesta 2,50 dolares par pie cibico de tron-
cos ervisdos al asereadero. El aserradero poede procesar ca-
dla semnama hasta 35000 pies cibicos de tablones. Se pusden
comprar caida scmana hasta 40000 pies cibicos de ablones
gradi | v hasta G000 pies cibicos del grado 2. Se dispone
ol semana de 40 h para secar los blones. El tempa gue
s¢ requicre para secar | pie cObico de madern grado 1, ma-
dera grado 2 o roncos es como se indica; grado |, 2 segun-
dos (=) grade 2, 08 & troacos, 1 a 3 s Determine un PL
que ayude a Brady a minimizar el costo a la semana por
cusnplir con la demanda de tablones procesados,

°  La Canadimm Pards Commission controla dos zonas. La
pona | constste en 300 acres v la zoma 2, de 100 acres, Cada

rFl-u.l.n.:h-i:ﬂ.l."J.l'in:r].' Lenoir {1 FEE)
TBasade ¢m Cheurg v Auger (1976),
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acre de ba zona | s¢ puede usar para abeios o caza, o ambos,
Cada acre de la #ona 2 e poeds usar jar abelos o para acam-
par, o para ambas cosas. El capital (en cientos de dilares), la
mano de obm (dias-trmabagador) que se requieren para conser-
var um acre de cada zona v la wilidad fen mibes de didlares)
pive acre para cads uso posible e proporciona en la tabla 55,
Hay un capital disponible de [ 50000 ddlases v 200 dias-haom-
bire, ;Cheét psos se e pueden asignar a las xones pam mancinmi=
zar la utilidad que se obienga de las dos zonas?
21" Chandier Entreprises elabora dos producios competi-
tives: A ¥ B, La compafiia quiere vender estos productos a
dios grupos de cliemes, el grupo 1 v ¢l grapo 2. El valor que
catda chente asigna o una umdsd de A y de B es el gue se
miuestra en la fabla 36, Cada cliente comprani ¢l productos A
a el B, pero no ambos. Un clende estd dispuesio a comprar
el prodlucio A = cree gque
alor del producte A — precie del producto A = valor del
producte B = precio del producto B
Valor del producio A —precio del producio A
= Valor del producio B — Precio del producto B

¥

Valor del producte & — Precio del producio & 2= 0
Un cliente estd dispuesto a comprar el producto B s cnee gque
Walor del producto B — precio del producio B

= vabor del producto A — precio del prodscto A
¥

Walar del producta B — precio del producte B 2 0
El grupo tiene | 000 miembros v el gropo 2 consta de 1 500
Chandler desen establecer los precios pam cada producto, de
tal mamera quoe haya certeza de que bos micmbros del grupo
I compren el prixlucto A v los meembros del grupe 2 com-
pren el producte B, Determine un PL que ayode a Chandier
a maximizar sus ingresos.,
22"  Alden Emverprises clsbora dos productos. Cada uno de
los productos s puede fabricar en una de las dos miguinas
quez kay. El tiemipo necesario para elaborar cada products
(en horas) en cada una de las méquinas se presenta en la tas

TABLA BS
™ " Captsl | Mama de sbea Ulilidad
1 Abslns 3 1 0.2
1 Caza k| 0.2 0.4
1 Ambos 4 0nx 0.5
2 Abetos 1 1,05 {10k
2 Acampars £l ] 004
2 Ambos bL1] .01 1.1
TaBLA 56

(Gienie gel Gleate del

pruge preps 2

Walor dado & A 10 12
Walor dado 2 B 1,1 §15

s ¢n Diobson v Kalish {198%),
TBasado en Jain, Siote, ¥ Vasold (1978).
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TABLA ST

Predscts iquing [ Minuina 2
i 4 3
3 7 4
TaBLA 58

Nemarda Presian
Producin Mes 1 Mas 2 L L X
1 104k L] L35 $12
2 140 130 565 12

bla 57. Se dispone cads mes de 300 b en cada una de las mé-
guinas. Los clientes estin dispuesios cada mes a comprar
hasta las cantidades de cada producto que s sefiakan en la
tabla 58 v a los precios mdicades ahi, El obgetivo de la com-
pafila s maximizar el ingreso obtenido por I verts de ami-
dades durante los dos messs siguientes. Plastee un PL gue
syuide a alcanzar cs¢ objetivo

23 Kirinkis Elctronics elabony tres productos, Cada produse-
to dehe pasar por un process on res maiguinas distintas. Cuan-
do umil mbguina. esta en wso, ba debe operar un rabajador. El
ticmpa (en horas) necesane para procesar cada producto en
cacla maguina v la utilidad asociads con csda producio se
muesira en In tabla 59, Se dispone en la actualudnd de cineo
o tipo |, tres mbguinas tpo 2 ¥ cuatre miguinas tipo
T, La compasiiz teene 10 tmbajadores v debe determinar cusin-
fos empleados asignar o cada maquina, La planta esta abier-
ta 40 b por semana, v cada trabajador labora 35 horas por
semann. Estnblezca un PL que ke permitz a Kinaks asignar
irbajadores a ks magquinas, de tal manera que se maximice
lw wtiliclad semanal. (ANodr: Lin tmbajador no pasa toda la
semana lsboral operando una sola méquina, |

24 El hospial de Goham City atiesde pacientes de cuatro
Erapos relaceonados por el degndstico (GRIY). La contribu-
cadn a la wtilidad, el uso del servicio de diagndstice (en ho-
ras), dins=cama (en dias), slencion de enfermeras (en boras)

TaBLA 5O

Preduchs 1 Prodects 2 Fraductn 3
Miiquins | 2 3 4
Migquing 2 3 -] L]
Migquina 1 4 7 ]
Unlidad (ddlares) & R 10
TaBLA B0

Servcm de Use e
=131 Utilidad dagrirstice  [Drs-Cama erfermenia  Farmadas
| FAL LY T - L1} LI
2 1 S 4 2 1o HH
3 S z 1 3 150
4 EJ) ] 1 L} | k1]

v usd de medicamentos {(en ddlares) se proporcionan en la
tabla 60. El hospital dispone shorm cada semana de 570 h de
servicios de diagndstico, |0 dias-cama, 50000 horas de
stencedn de enfermeras y 50000 dilares en medicamenios.
Para cumplir las demandas mimimas de atemcion a la galud
ile la cosmumidad, s deben atender todas las semanas por lo
menos 10 pacientes del GROD, 15 del GRD2, 40 del GRDA
y 160 del GRDY. Utilice un PL pars determimar la mezcla
dptima de los GRD.”

25 Oliver Winery elabora cuatro vimos gansdores de pre-
TS &N E!Irrﬂ'nin_u;ltm, Inchana. Las contribucsones a ka unhi-
daid lBoras de mano de obra v uso del tingue (en horus) por
galon por cada tpe de vioe se medbcan en la wabla 61 De
acuerde con la ley, se pueden producir coamdo mucho cacla
adio 100000 galomes de vino. Se dispone cada sfio de un mi-
s de | 2100 horas de mano de obra y 32 (K bors de tan-
que. Cada galém del vino | gasta un promedio de : de] o
en imveriano; &l vino 2, un promedse de 1 afio; ¢l vino 3, un
promedio de 2 afos; el vino 4, un promedio de 3.333 adios
La boslega puede mansjar un inverstarss promedio di 56000
galones, Determing cudnte s¢ debe producir al afio de cada
tipe de vino para maximiear la wtilidad de Oliver Winery,

28 Resuclva mediante ¢l método prifice el PL siguiente:
mmz = 5r; + I3
5.8 i+ =8
T+ xy=d
lﬂ + ||:|.'I:;- = 20

Kps I3 = 1

27  CGrummins Engine fabrica camiones a diesel. Las nue-
vis normas gubernamentales sobre las ermisiones gefmlan
que bas emisiones contaminartes. promedio de iodos los ca-
miones Fabricados en los tres afios pricimes no pusden ser
mayores de 1 gramos por camidn, Grommins prochsce dos
tipos de camaones. Cada camnada tipo | se vende en 200000 db-
Bares, cuesta 15000 dolares fabncario v emie 15 grames de
contaminanies. Cada camicn tipo 2 se vende en | 7000 dola-
res, cuesta |4 000 dblanss fabricarko v emite 5 gramos de con-
tomimanics. La capacicad de produccin lomina & producein
iotal de camiones duranie cada oo, o cuando mucho 320
camignes. Cmemmins sabe gue la combdad mdsima gioe e
puede vender de cada tipo de camidn dumante cada uno de los
tres adics proximos, se da en la tabla 62,

Por consaguicnie, se pueden vender durande el aflo 3 cuan-
o mucho MK camiones tipo 1. La chnanda se i'u.n'lr:a CRiffi~
plir con la producciin anterior o con la produccian del afio
actual, Cuesta 2 000 dilares conservar un camstn (de cual-
quier 1i:|'h',|;| en inventario durante un afe. Formule an PL que
ayude & Grummins a maximizar su wtilidad durante log pird-
AT EPES A0S,

TABLA B1

¥ina  Utilided [dillanes) Mans du sbra (h)  Tengue [H)

1 ] 0z 0%
1 12 0.3 0.5
3 20 03 I

4 L1 .5 L3

"Hasado em Robbing v Tuntrwoegiboon { 19849).
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28 Describa todas las soluckones Gptimas del PL sipuienie:
min z = &1y + ¥

58 Iy + =6

4.!."".'::111

Xy = 2

:,.:;EEI
2 Juiceco elabora dos producios: juge de naranja pre-
mium v jugo de namnja regalar. Ambos productos se fabri-
can con la combinacidn de dos tipos de naranjas: grado &
¥ grado 3, Las namnjns en el jugo premium deben btener un
grado promedio de por lo menos 5, v las del jugo regular,
por lo menos de 4, Durante cada uno de los dos meses si-
guienies Jusceon pusds vender hasta | M0 galones de jugo
premium v hasta 2 000 galones de jugo regular, E] galén de
Jugo premium se vends a 1 dolas, en anbo qgue el de jogo pe-
gular g2 vende a B0 centavos. Al empezar el mes 1, Julceco
tiene 3000 galones de naramja grado & v 2000 galones de
naramja grado 3. Al inkciar el mes 2, Juiceco podria comprar
més naranjas grado 3 o 40 centavos/galdn ¥ mids naranjas
grado & a 60 centavos'galin. El juge se echa a perder al fi-
nal del mes, asi que no tendria sentido elaborar juge extra
duranie el mes | con la esperanza de usarlo para cumiplir con
In demanda del mes 2. Las naranjas que quedan al final del
mes | s podrian usar parn elabomr jugo para el mes 2, Al
final del mes 1 se fija un costo de 5 centavos por cada galén
sobrante de narangas grado 3, ¥ 10 cemavos contra cads ga-
16m sobrante de narangns grado 6. Ademas del costo de las
naranjas, cuesta |0 cemtavos producir cada galtn de jugoe
(regular o premium ). Plamies un PL que se pueda utilizar pa-
ra maximizar la vhlidsd (ingresos = costos) que obibens Jui-

ceco duranie los dos meses proximos.
M Resuclva mediante ¢l métode grifico el problema si-

ukenie de progrmmacicn fineal;
max r = ix — X3
Ea h|+1l:_;E|1

X —3-I;|El:|
I.EB.Irzn

N Determine mediante ¢l métedo grifico todas las solu-

ciones de la programacion lineal siguienie:

I1'Ii.l12"-.'l.'|-l'l'1

5A X =4

Xy * I;i‘!

Xy — .‘156

.l:l...l"lz{.
22 Todos los diss, Esstinghouse fabrica capacitores durnnie
tres urmas: 8§ am. a4 pom, 4 pon. a mesdia poche, media no-
che a & a.m, El salanio por hora que se¢ paga a bos empleados
en cada turmo, el precio cargade de cada capacitor laborndo
dusrante cada o ¥ la cantidsd de defectos en cada capsci-
tor que s produce durante un o dad g2 prOporcionan &n

TABLA B3

Defectes
Turma Galara par bara  [por cagacitar]  Precie
Sam. adpm. 512 4 £1%
4 pm. a medinnoche 516 3 5§22
Media poche a 8 am. 520 2 £24

la tabla 63, Cada uno de los 25 trabajadores de la compadiia
puede ser asignado o uno de los tres tumos. Un empleado pro-
duce 10 capacitores durarie su tureo, pero debido a limits-
ciones de maquinaria, no mds de 10 mabajadores pueden ser
asignados & un fumno dado. Se pueden vender dianio, cuando
mucha, 250 capacitores, ¥ la cantidad promedso de defectos
por capacitor no pusde ser mayor de tres en la produccidn del
din. Plantee un PL que maximice 1a utilidad diaria de Eas-
tinghouse (Mgresos por ventas — cosio de la mano de obra).
33 Encuenire prificamente indas las soluciones del PL si-
guienie:
mayx = = dx; + 13
L E..I:|+1l:1=|'b
¥y ¥+ 3= 1z
I|...|!_zh|:|

34 Airco debe cumplir (a tiempo) con la sigusente deman-
da de acondicionadores de wire: mes 1, 300; mes 2, 400; mes
3, 500 Los scondickonadores de aire se pusden fabricar en
Los Angeles o en Nueva York. Se requicren 1.5 b de mano
de obira calificads para fabricar un scondicionador de aire en
Los Angeles v 2 b en Mueva York. Producir un acondiciona-
dor de aire cuesta #00 dolares en Los Angeles, y 350 déla-
res en Mueva York. Cada crudad dispone todos los meses de
420 h de mans de obra calificads. Cusita 100 ddlares con-
sepvar un acondicionador de aire en isvestario dursnte un
mes. Al imcio del mes 1, Aarco beme 2000 acondicionadones
da aire en existencia. Mamee un FL cuya solucibn indigoe &
Aurco como mammazar el costo de cumpler la demanda de
acondicionadores de aire en bos tres meses prosimos.
36 Plamiee ¢l problema siguwiene como un problema de pro-
gramacion lineal: un operador de un mvernaders planea
proponerse para ¢l trabajo de abastecer flores para los par-
ques de la cledad. Uriliza tulipanes, narciscs strompetados
v arbustos con flores en tres tipos de configuraciones. Se re-
quieren 30 fulipanes, 20 narcisos atrompetados v 4 arbasios.
con flores para la configuracin tipo 1. Es la 2 se usan [0
mmmm:r]m:m:ﬂmu.
Para la ditima se necesitan 20 tulipanes, S0 narcisos atrompe-
tados ¥ 2 arbustos con flores. La utilidad meta es 30 dédares
por cada configurackdn tipe 1, 30 ddlares por cada configura-
cifm fipo 2 v 60 ddlares por cada configaracidn tipo 3. Thene
]mmmmw_l,'lmm:j\
fiormcion. jCwiniss de cada tipo se deberin
wmuh:mhnﬂ:muﬁlithﬂ‘i‘
38 Explique como cambda el planisamiento del problema
A5 s se suman las dos condiciones Sgurentes:

a La cantidad de configuracionss tipo | no pusde ser

mayor que el mimero de configuracionss tipo 2.

b Debe haber por ko menos cinoo configuracionss de

caidy tipo.
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37  Resselva mediamte o método grifico el problema si-
gutente de PL;
miz = f.'u.'| + lr_;
84 ir, + 2x; = 12
Iy, + dx; =12
=l
Xy Xz =10

38 Nosotros elabommes dos productos: el producto | v el
2 en dos miguinas (migquing | ¥ mequina 2). La canbided de
horas de tiempo de méquina ¥ de mano de obra depende
de ks mdgquing v del produscto segim e Hustra en B abls 64

El costo de produccion de ana umdad de cada producio
g proporcions en la mbla 63,

La cantidad de homs de mano de obra v el empoe de ma-
quina disponibles este mes estd en la tabla &6,

Este mes se deben producir por ke mencs 200 unidades del
producto 1y al menos 240 umidades del producto 2. Asimis-
mmhmlnmilﬂldﬂpﬂﬁ:h]udﬂtele
la mbquina 1, ¥ por lo menos I mitad del producio 2 se debe
Fabeicar en [ miguina 2. Debermine cmonces como podemios
mimimvizar ¢l cosio de cumplir la demanda mensual

3 Carmoteo elabora dos productos: 1y 2. Cada nsdad de
cada producte se debe procesar en la méquina | v en la mé-
guina 1, y requiene matera prima | y matena prima 1. El
s de recursos s indica en In tabla 67

TaBLA &4
Predacta | Profuslsl Prodecla ! Prodoeis 2
Migeia | Shiguing 1 Bldguing 7 Miguina 7
Tiemps migeina (1.7 0.7 0.8 0o
Mans de shrs (] 0.75 1.2 1
TABLA G5
Prwdgcsa | Presiacia 2 Fraucin 1 Prfects 2
Miguias 1 Miguies 1 Migub 2 iegidra 7
£1.50 Si.40 £2.20 54,00
TABLA BB
Recumn Hirny. flaponibles
Miquina | 2
higuina 2 2K
Mano de obra 40}
TabLa &F
Praductn 1 . Preduch 2
Migeira | 0.6 0.4
Misuire ¢ 0.4 {3
Mazeria prama | 2 |
Materin primg 2 | .

Dzmands A0 iy
Precin de wnln 3 35

Por consaguiente, se requisnen 0,6 de unidsd del tsempo de
la medquina 1, 0.4 de unidad del tiempo de la méguina 2, 2 uni-
dades de materia prima | v 1 unidad de materia prima 1 para
productr na unaidad del pradiscto 1. El precas de venla por
unidad v ka demanda de cada producto se da en la tabla 65,

Cada unidad de materia prima | s compra en 4 dolanss v
cuesia 5 dodares producir cada unidad de matena prima 2. Es
posible comprar cantidades ilimitadss de maters prima. Se
dispone de 200 unidndes de tiempo de |a miguina | y MK
unidades de tiempo de |la mbquina 2. Determine como Ca-
rrotco puside maximizar su wtilidd,

40 Ura compaitia ensambla dos productos: A v B, El pro-
ducto A se vende en 1] dolares por unidicl, ¥ el producto B,
a 23 didlares la unidad. Una unidad del producto A requices
2 b en I linea de ensamble | ¥ una unidad de materia prima.
Para elaborar una anddad del producio B &s necesario 2 uni-
dades de matera prima, 1 unidad de A v 2 hoen la linea 2,
Se dispone de 1 300 h en la linea | ¥ de 500 h en la linea
2. Una wnbdad de materia prima se podria comprar (a 5 dé-
Inres In unidad) o producic (a ningan cosio) en 2 b de tiem-
po en ba linea | Determine obmo maximizar ks utilsdad.

#1 Ann y Ben estin en procese de divorcio y quieren sa-
ber eding dividir sus propiedades comunes: la cuenta de
relrrn, 2 cas, la casita de werano, las inversionss v bienes
diversos, Farn emipezar, se les pidid o Ann v Ben que asig-
naran un todal de D00 purtos & los bienes, b cual se mues-
irt en la tabla 69,

51 56 supone que todos los bienes son divisibles {es dexcir,
una fraceidn de cada bien se podria entregar 4 cada personal,
geomi se podrian asignar los bienes? Dos criterios pusden
regir la asignacitn de bicnes:

Criterio 1  Cada persona debe terminar con e mismo ndme-
o e punics. Esio evitn que Ann emviclee a Ben vy que H:n_:n-
vidie 8 Ann.

Criterio 2 La camidad botal de punios que recibe Ann y Ben
debe ser maximizada

S bos ernes no pudseran dividirse entre las personas, [quéd
probdema. surgeria’?

42  Eli Daisy fubrica dos firmacos en Los Angeles y en In-

diandpalis. El costo por produckt ura libea de cada Brmaca
s presenta en ba tabla T

TaBLA B0

...
Prosleeis s Lan Oe Han
Cuenta de reting 50 40
Cam 20 L]
Casa de campo 15 10
Inverssnes 11} {1}
[Chversos a 1]
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TaBLA TO

Chdiel Gasto o Caste B4
Eérmace (ddlares]  tirmace [ddlares)

Indiandpolis 410 4.50
Los Angeles 4.0 520
TABLA T™

Tiempe pasa el Team pas @
Cugad thrmace 1 [k} Nérmace 2 [Hr]
Indiandpolis 2 3
Los Angeles 24 33

El tiempo mauina (en homs) que se necesita para fabn-
car una libra de cada firmaco en cada cisdad se proporcions
en la tabla 71,

Craisy mecesita producie a la semara por lo mesos 1 000

I del firmacoe 1 ¥ 2000 b del firmaco 2, La compadiia tee-
e S8} hioras por scmana de tiempo magquing en Indiandpolis
w 400 hisemana de tempo mbquina en Los Angebes. Deter-
mine cdme Daksy podrin minimizar & costo de produccidn
dit los fhrmacos Becesarios.
43 Daisy también clabora Wozac en Nueva York v Chica-
giv. Produce cads mes hasta 30 unidades en Nweva York v
hasta 35 unidades en Chicago. El costo de produccion de
uma unidad cada mes en cada lugar se propofciona en la ta-
bla 72,

La demanda de los clientes que se¢ mwestra en la tabla 73
s diehe cumplir a Hempa,

El costo por mamtener una unidad en inventanio (medido
conira ¢l myventario final) se da en la wbla 74,

TABLA T2

Costa |didares)
iy Muevs York Chicagn
1 #.62 B4l
2 K70 575
3 /.90 9,00
TABLA T3

I 50

F 1]

L] 40

TABLA T4

Mes  Cesta pir riilensr
en imveatariy |ditares]

I .26

4 02

i .12

Hay 10 unidades de Woeae en inventanio ol empesar ¢l
mes |, Determine un programs que minimice los costos pa-
ra las tnes meses sigubentes,

8 Useedd estd al mando de la refinerta Dewsaon Creek. La
refinerin produce gasoling v aceite combustible a partir del pe-
tridee crsdo. La gaseling se verde & 11 ddlares el barnl ¥
debe fener un grado promedio de por ko menos 9. El sorine
combustible se vende a & dilares el barril, v debe tener por o
menos un grade promedio de 7. 5¢ venden cuando mucho
2 (i) barriles de gasolma v 600 barriles de aceile combustible,

El crodo que llega se procesa por medio de uno de ires
metoalos distintos. E! rendimiento por barril ¥ el costo por
barril de cada método de proceso se muestran en la abla 75,

Por gjemplo, si se refina un bamil del crudo que lkega por
el método 1, el costo es de 340 dblares v el rendisiento es de
U.Ihrrilﬂﬂegllﬂnﬁ.ﬂ.}hnrﬁlﬁﬁ:gndnﬁyﬂ.ﬁhqﬁlﬁ
de grado 10 El costo abarca el costo por la compra del petnb-
leo crado,

Los grados & v 8 deben pasar por ¢l desiniegrador catali-
lioo para mejorar su calidsd antes de que se obtenga gasoli-
na y accite combustible. Un barnl de grado & se “fracciona™
& un barril de grado 8 a un costo de | dddar por barril, Un ba-
rril de grado B s2 “fracciona™ & un barril de grado 10 & un
costo de 1,30 dilares por barril. Determine cdmo maximmizas
la utilidad de la refineria

48 Poseemmsos 00 sccionss de cada umo de los capitales en
acciones (stock) | a 10, El precio oniginal que se pagd por
las acciones, €l precio actual v el precio esperado &n un afo
por caila capetal en acciones g2 proporciona €n la mbla 76,

Mecesitamos dinero este din, por lo que vamos & vemder
algumas de las sociones. La thsa tributaria sobre las ganancias
del capital es H%. 51 vendemos 50 acciones del stock 1,
tEnemos que pagsr un mpoesso de 0.3 - 50030 ~ 20§ = 150
délares. También tenemos que pagnr ks COSINE POF MANSCCio-
nes de | % por cada transaccidn. Por lo fanto, auesira venta de
50 seciones del seck | mearnria on e costo par tanasegio-
nes de 000 - 50 - 30 = 15 dblares. Despials dit bos puestos
¥ Ios costos por transaccion nos quedsn 30000 dilares por ka
vemin de las pcciones. Muestro objethve ¢s maximizar ¢l valor
esperado (amies de impuesios) en un afo de nuestro sock res.
tante. [ Cusbles siooks g2 deben vender? Supongn que se puede
vender una fraccidn de accidn del srock.

Grupo B

48 FI Banco Macional de Gotham City abre de lunes a
viernes de % am a 3 pm. El banco sabe, por passdas expe-
rienciag, que necesita la cantidad de cajeros que sz sefiala en
ka tabla 77, El banco contrata a dos tipos de cajeros. Los ca-
jeroa de tiempo completo rabajan de 9 a 5, cinco dias a la
semana, excepbo por una hom hbre pam tomar alimentos,
(El banco determina cuindo un empleado de tempo com-
pletn debe tomar su bora para los alimentos, pero cada ca-

TABLA TS

Beitha
Metode [] [ W Casty [dilares gor barril)
| 0.2 0.3 0.5 140
] ik {4 03 3,00
3 0.4 0.4 02 260
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TABLA TE

Frecin {filares)

Gl kecigies Campr bectuial En wn wile
i LD 20 30 X
2 101 25 14 39
3 101 k1] 41 42
4 100 15 47 45
5 L] 40 49 5l
f L] 45 53 h]
7 L] 0 & A3
& L] 55 62 64
o L1} il hd i
[} L11] 65 i T
Tasa eributara (%) i3

Coste por tramsaccicn (%) 001

TABLA TT

f

a-10
10-11
I-Mediodia
Mediodia-|
-2
2=3
34

- - R -

Jero dehe salir entre mediodia ¥ | p.mi., @ bien, enfre | p.m.
y 2 pm.) Los empleados de tempo completo ganan (inclu-
s prestciones salariales) 8 ddlares por hora (esto incloye
¢l pago por la hora de tomar alimenios). El banco podria
contratar lnmbsén cajeros de medso fiempo. Cada cajero de
medio ticmpo debe trabajar exactamente 3 h consecutivas
todos los dias, Un cajero de medio tiempo gana 5§ didares
por horm {y no recibe prestaciones salariales). Pars maniener
La calidad adecuada de servicio, el banco decidid que se pue-
den contratar cuando mucho 5 caperos de medio Hempo,
PMantes un PL que cumpla con los requisitos de bos cajeros
al minimo costo. Resuelva ¢l PL mediante una compaiadio-
ri Experrmente con b respoestn del PL parn determinar una
estrategia de emplso con ks que s¢ minimicen los costos de
rano de obra,

47"  El Departamento de Policia de Gotham City emplen
30 oficiales de policia. Todos los oficiales trabajan 5 dias a
la semana. Los delios fuectban segin el dia de la semana,
jpor ki que la cantidad de policins necesines cada dia depen-
die diel dia de ks seman: sfbado, 28; domingo, 18; unes, 18;
martes, 24; migroobes, 25; jueves, 16 viemes, 21. El Depar-
tnmento de Policia desen programar a los oficiales de poli-
cla pars minimizsr b cantidsd de elementos cuyos dias de
descanss no son consecutives. Formile una PL que logre e
b= chjetive, [Sngerencha; Establercn una restiriceian par ca-

"Basailo em Roghstein (1973).

da din de In semann que asegure que ¢l ndmero adecuado de
oficiabes me catd rabajando en un dis en particulas

48 Alexis Comby se gana In vida comprando v vendiendo
maiz. El prismeno de encro, ella tenla 50 toseladas (1) de maiz
y 1 Q0 dilares. Al inicio de cada mes, Alexis poede comiprar
maiz a los precios siguienies por onelada; enero, 300 dola-
res; febnero, 350 ddlares; marco, 400 ditares; abril, 500 db-
lares. Alexis puede vender el Gltimo dia de cads mes ¢ malz
a los precios siguentes por wonelada: ener, 250 dilanes; fe-
brero, 40 dilares; marzo, 350 dodares; abril, 350 dolares.
Alexis almacena su maiz en una bodega en la que caben
cussnche mucho 100§ de madz. Ella debe temer In copacidnd de
pagar en efectivo ¢l malz en el tiempo de la compra. Con
myuda de la PL determine odmo Alexis puede maximizar su
electrvo dagponihle a fines de ahnl,

45 Finco tiene 400 ddlares en efective al empezar el mes,
Ademas, Finco recibe al iniciar los meses 1, 2, 3 y 4 ciertos
ingreses, despuds de lo cual pags alpunss cuentas {vwase -
bla T8E El dimero que guede se podria Bvvertie por un mes a
la tasa de interds de 0,1% por mes; por dos meses, ba tasa es
de 0.5% por mes; por tres meses, 1% mensual; o bien, por
cuathe meses, My menseal. Determine mediante programa-
cion |ineal una estrutegia de inversion que maximice ¢l efec-
tives disponible al inicio del mes 3,

B0 Laciudsd | genera 500 wneladas de desechas por dia,
y ba ciadad 2, 400 toneladas por diz. Es necesano incinerar
loe desechos en el incinerador I o en el 2: ¥ cada uno de &s-
1% &5 capaz de procesar hasta 500 1oneladas de desechos por
din, El costo por incinerar desechos ¢ de 40 dblares’t en el

TaABLA T8

-
| il L]
d E¥ S0
3 Sk SCHD
4 E L 250

*Basudo en Charnes y Cooper [ 1955),
Razade: en Robichek, Teichroew, v Bones |1 985),
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incinerador | v 30 délares® en ¢l 1. Cada tonclada de dese-
chos se Fransforma mediande la meeracion e 02 toneladss
de residwos, los cuales se entierran en uno de los dos relle-
nio samitarios que by Cada relleno sanitario pusde recibie
cuando muchae 200 toneladas de resicheos por dia. El trans-
pore por milla de uns tonelada de material (residuos o
desechos) cuesta 3 dolares/'milla, Las distancias (en millas)
entre bos lugares s¢ mdican n la tabla 9. Formule wn PL
que s¢ pucda usar para minkmizar ¢l costo todal de s elimi-
nacikin die hasura de ambas cludades,
51"  Silicon Valley Corporation (Silveo) fabrica transistores.
La fisiin del elemento germanio (un componente importan-
e de i Iranskior) en i horno &8 un aspecto fundamental de
la manafactura de los transistores. El proceso de fundicion
genera inforfunadaments germanio de calidad muy vanshle.
[Es posible aplicar dos méwdos para fundir el germanio: el
it | ciaesta 50 dolanes por transistor, ¥ el mélodo 1 cues-
ta M0 ddlares por transisiorn, Las calidades que se obtienen por
los medtoddos. | ¥ 2 se muestran en la abia 80, Silveo puede vol-
wer & fiundir el germanio con el fin de mejorar su calidad
Wolver a fumdir el germanio para un transistor cuesta 25 dila-
res. El resubtado de volver a fundir ¢l germanio se sefiala en ba
tabla 81, Silveo tiens copacidad suficieme de home pam fun-
&:uuﬂl\ﬂlﬂmﬂldmﬂnﬂdﬂmﬂ}nmiﬂm
transistones por mes. La demands mensual de Silveo es de
I MM} eransistones grado 4, 2 000 ransisiones grado 3, 3 000
transistores grado 2 v 3 000 transistones grado 1. Ltilice la pro-
gramacidn lineal para minimdazar el cosio de produccin de los

TABLAE T
.
Ciwdad 1 2
1 30 5
2 3 42
Redena saretane
Incineradar 1 b
1 5 i
2 9 f
TabBLa B0
e g h:“
Wéeda 1 Metado 2
Defectuass K11} n
KLl 0
20 25

15 210
b 15

L

J.ﬁu El grad | e pobee; o grade 4
L La #p—-
la calidad del wmaraiinr fbnomio.

"Hasado en Smith { 1965)

TABLA 81

e del % B2 rerdimatn par 13 sehadadin
permanio rehodide Defectoss  Srada | Bada 2 Brade §
Defectunss I L L 0
| 25 M 0 0
2 15 0 )] 0
3 20 20 M S0
4 L1} 20 ki) A0
TABLA 82
Mabarisl Casto {fikaves) Cenlende de

auips |}
Carton de cajas 5 15
Papel para envolver 6 m
Papel periddico ] 30
Papel de libros 10 40

§2° Una planta reciclador de papel procesa carton de ca-
jas, papel para envolver, papel periddico v papel de libros, ¥
los eranaforms en pulpa, la cual se puede wsar para elsborar
tres grados de papel reciclado (grados I, 2 v 3). Los precios
por lonclada ¥ los contenidos de pulpa de los cuatro tipos de
material s proporcionan en ka tabla 82, Dos mésodos, el de-
sentintado v la dispersiin de asfalio, se usan para procesar
los cuatro tipos de material ¥ comertirkos en pulpa. Cuoesta
20 dblares desentiniar wna onelada de cualquier matenal. El
process de desentingado elimina 10% de I pulpa del mate-
rial, por lo que sdlo queda 0% de la pulpa ofignal. Aplwear
la dispersidn de asfalto a una tonelada de matenal coesta 15
dolares. La dispersicn de asfalio elimina 20/ de ka pulpa del
maierial. Se pueden someter al proceso de de as-
falte & al proceso de desentintado enando muchs 3 (00
tonelados de maserial. El papel grado | sibe se pueds pro-
ducir a partir de pulpa de papel peribdico o de papel de h-
binos: ¢l papel grado 2 sélo se obliene de pulpa de papel de
libros, papel para envolver o de cartdn de cajas, v el papel gra-
do 3 stlo se obtiene de pulpa de papel pericdico, papel para
efvalver o de cartdn de cajas. Para cumplic con la deman.
da actual, la compadiia requigre 500 toneladas de pulpa pa-
ra papes] grade | 300 toncladas de pulpa para papel grado 2
v 00 toneladas de pulpa para papel grado 3. Determine un
PL. para minimizar el costo por camplir la demanda de pulpa,
53 Turkeyco produce dos tipos de chuleta de pavo gue
venids a restauranies de bocadilles. Cada tipo de chuleta
consta de came blanca v came oscara. La chubeta | se ven-
die en 4 ddlaresh, v debe consistic por lo menos en T0%% de
came blanca. La chulsta 2 s¢ vende n 3 dilaresTh, v consis-
ic cn por o menos 60% de came blanca. Se vemider,
cuando mucho, 5 lHbras de bs chulets 1 v 30 Ib de la chule-
ta 1. Los dios tipos de pavo ussdos pars elabomr bes chulbstas
s¢ compran en la granja GobbleGobble Turkey. Cada pavo
tipo | cuesta 10 délares v rinde 5 Ib de carne blanca v 2 Ib
de carme osoum. Cada pavo tipo 2 cuesin B dilares v rinde 3
It de came blanca ¥ 3 Ik de came: oscum. Plantee una PL pa-
fa maximizar la wilsdad de Tarkeyeo.

84 Priccler fabrica awiombviles seddn v vaponetas. La can-
tidad de vehiculos que s¢ pusden vender en cada uno de los
tres meses priximos se indica en lo tabla 83, Cada sedin se

"Basado en Glassey v Gupta (19751
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vende en 8 000 dilares, v el precio de cada vagoneta es de
Q00 ddtares, Para producis un seddn s requieren G000 36
lares v 7500 para fabricar una vagonsta. Mantener por un
mes un wehiculo en inventario cocsta |30 dblares en el ca-
md-tlm:rzmiﬂhmu:iutmhﬂzmmgun:h.ﬂz
pucden producir durante cada mes, cuande muche, 1 500
vehiculbos. Las limitaciones en la linga de produccidn dictan
que de todos los sutomdviles producidos durante el mes |
por Lo menos dos tercios deben ser sedanes. Al principio del
mes 1, se dispone des 200 sedanes ¥ 100 vagonetas, Flantes
un FL gque se pusda usar para maximizar ka utilidad de Pn-
celer duranie los pricamos tres meses,
B85 Los emplesdos de la linea de produccidn de Grum-
mins Engine trabajan custro diss a b semana, 10 b por dia.
Todos bos dias de ba semana, se requieren las cantidades -
gaientes {por lo menos) de emplendos de la linen: de lunes o
viernes, T empleados; sibados v domingos, 3 empleados.
Crummins. tiene 11 empleados en la linea de produceitn,
Formube un PL que s= pusda aplicar para maximizar la can-
tided de dias de descanso consecutivos que reciben los cm-
pleados. Por ejemplo, un mabajador que descansa damingo,
hunes ¥ midrcoles tiene dos dias consecutivos hbres.
56 El Banco 24 esid abiero 24 h al dia. Los cajercs labo-
ran dos hernos consecutivos de 6 horas ¥ reciben 10 délares
por hon. Los tumes posibles som [os sypuentes: medianoche
afam., b am a mediodia, mediodia 8 6 p.m., 6 p.m. 2 me-
dmmﬁm&duw&:hmumdhan
oo durante cada umoe: medianoche & 6 pm., 100 6 am. a
muini[a,lm:nudindanﬁp.m,m:ﬁp.mluudinmbb.
20 Castlay cajero atiende hasta 50 clientes por turso. Par mo-
delar un coste por la impaciencia del chente, suponemos que
cualquier ¢lienbe gue estd presente al finalizar an hemo “'cwes-
ta” al bamoo 5 délares. Suponemos ademds que a ks mediaso-
che, todos los chentes deben ser alendidos, e 12l manera que
el umo de medianoche & § a.m. de wxdos oz dins macia con
0 clienbes en el bamco. Determine un L que se pueda witili-
#ar para minimizar la suma de mane de obea del banco v los
costos de la impacsencia del cliente.
87" Los aviones de Transeast Airfines vuelan la siguiente ru-
ta: L& -Houston-M. Y -Miami-L.A. La distancia (en millas)
de cada parie de este viaje &5 como sigee: LA -Houston,
1 500 millas; Houston-B.Y., | T00 millas; MUY, -Misami, 1340
millas; Mismi-L.A., 2 700 millas. En cada parsda, el ovidn
podria comprar hasta 10000 galones de combustible, El pre-
cio diel combustble en cada cudad es como se indica: LA,
BE centavos; Houston, 15 centavos; MUY, 1.05 dolares; Mia-
mi, 93 ceniaves. La capacidad del tanque de combusiible del
aviin es de cuando mucho 12000 galones. Par que exista la
posibilidad de volar en circubos sobre una zona de slerrzaje
8¢ requicre que el nivel final de combustible por cada tramo
del vueds sen por ko menos de 600 galones. La cantidad de ga-
lones que s utilizan por milla en cada mamo del vuelo es

| + (mivel promedss de combastible en el ramo

de vuelo'Z (00)

"Rassdo en Damell ¥ Loffin { 197T).

Con el fin de simplificar, suponga que ¢l nivel promedio de
combustible en cada tramo del vuelo es
(Mivel de combustible al inicio del Famo) +
nivel de combustible al final del tramo)
2

Dwtermine un FL con la que se pusds minimdzas el costo del
combustible del vuelo completo.
B8* Para procesar bos formularios para ¢l impuesio sobre
la renta, ¢l Serace de Ingresos Interns (511) envia pnmero
cada formulanio por el departamento de preparacidn de da-
tos (P, en donde la informacide w2 codifica para poderla
usar en computadora. Bl formulanio se envia al departamento
de captura de datos donde se introduce a ks computadors.
Durante las tres semanas sipuientes llegarin las cantidades
aig‘u‘imlﬁ de formulanos: semana 1, 40000; semana 2,
30000; semana 3, 60000, El 511 hace fremte a ks situacion
mediante la contratacion de empleados que trabajen 40 h por
semama mediante un pago de 200 dilares por semana. La
preparacitn de los datos de an formulanio requieres 15 min,
¥ para la introduceitn de dates de un formulanio se pecesi-
tan 1 min, S¢ asigna cada semana an empleads a la nbnoe-
duccitn de dutos o a la preparacidn de datos. El SI1 debe ter-
minas de procesar iodos los formularsos al finalizar la semana
5y desea minimizar ¢l costo para kograr este objetivo. Plan-
e un PL medianis ka cual se determine cudnios empleados
deben estar trabajando cada semana y odmo aagnar a los
trabajadones en las cimoo semanas proximas.
58 En el circaito eléctrecs de la hgara 11, [, = cormente
(en amperes) fiaye 8 través del resistor £, F, = caida de vol-
taje (en volt) en el resistor o, v K, = resistencia (en ohm) del
resistor ¢, De las leyes del voltaje v In corriente de Kirchoff
!ﬂ'-ﬂ'l.ﬁﬂﬁqltr|=r}=='r1!|';1+;2+r1=j4.1rﬂ.mﬂf-
gia que disipa la corriente que fluye por el resistor ¢ es £R,.
Por la key de Ohm se infiere que F, = IR, Las dos partes
-ﬁz:ﬂ:pﬂﬂmp:dthhmnﬂuhmfmﬂphﬂmi:.
@ Suponpa que se requieren /[, =4, L =6 L =8y
1y = IR Asimismo, la caida de voltaje en cada resistor
debe estar emtre 2 ¥ 10Y Escoja los valores de &, para
minimizar la energla disipada votal. Determing un PL cu-
vt sofuchon nesuelva éste problema,
b Suponga que se reqaicren F, = 6, 15 =6, 1 =6, v
Fy = 4. Ademds, la corriente que fluye en cada resisior
debe estar entre 2y 6 amperes. Escoja los valores de R,
para minimizar la energia disipada total. Determine un
H_I:I.Iri solucidn resuelva este problema. (Sugeredcia:

Sﬂ?ﬂi I 2, 3, 4) Ins vanables de decisiin,

68 El gobierno de Llanview preiende determinar la canti-
dad de jueces necesanios para aiender los casos judiciales. Se
estima que durante cada mes del afio, el mimero de horas ju-
diciabes necesarias son |as que s¢ indscan en la tabla B4,

Flaura 11
R 1
——AAA——
R Ry = Iy
— AN AAN—
By
A —

*Bazsdo en Lansensser v col. (1987,
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TaBmLa B4
Mex

Enero
Fedhrero
Marzo
Abnl

Muyo
Junio

Juho
Agosin
Sepuicmbre
Cctubre
Moviembre
[hciembre

gsyesysssuss(l

@ Cads jucz rabaja los 12 meses v es capaz de darse
abasta para alender a bos cases durante 120 horas al mes.
Com el fin de evitar la acumulacitn, iedos los casos se de-
ben pegociar antes de finalizar diciembre. Formule un PL
cuya soluciim establerca cudnios. jueces necesita Llan-
wiew,

b O tasto cambia la respucats g cads juez ems va-
cacknes durante un mes al afio?

Grupo C

81" La tienda de departamentos E.J. Korvair tiene | 000
dilares en efectivo disponible. EL, recibird al prncipio da
cada uno de los s2is meses siguientes, MEresns ¥ Paguri
cucnias segin s¢ indica en la tabda B35, Es evidemte que E.L
tendrd un problema de flujo de efectivo de conto plaeo hasta
que ln teenda reciba ingresos de la temporada de venias de
Mavidad. Para resolver este problema E L debe pedir dimero
prestado.

Al imigiar julin, EJ, podrin pedir un préstams o seis me-
ses. Cualquier cantided de dinero que se pida prestado por un
perado de s=is meses w2 debe pagar &l finalizar diciembre
Jumbe com um interés de 9% (s pages que s efectien antes
nio disminuyen ¢l cosio del inderés del préstamo). E L tam-
biin podria satisfacer sus pecesidades de efectivo madianse
un préstamo mensual. El dinero que se pide prestade por un
periedo de un mes Gene un costo de inereses de 4% men-
sual. Utilice la programacion lineal para determinar cdmo
E.L pusede minimizar ¢l costo de pagar kas deudas a tiempo.

TaBLA BS

ERaE
Julio 1100 3000
Agusts 2000 £ 00
Septiembre 20 & D)
Octubine 4 (M0 2000
Mawicmbre TN 2 Ok
Dnciembre Q00 1 00

"Bssado en Rohichek, Teichroew, v Jones | 1965)

82* Ol Oil elabora tres productos: aceite combustible, g-
solina y combustible para aviones. Los indices promedio de
octann deben ser, por lo menos, de 4.5 para el aceite com-
bustibde, 8.5 para la gasoling v 7.0 para ¢l combustible para
maomes, (Hé compra dos tipos de petniden crudk, crudi 1
(12 ddlares por barril) ¥ crude 2 (10 délares por barril), pa-

ra fabricar estos productos. Se pusden comprir diariamentes
caancho mucho 10000 barriles de cada tipoe de crudo,

Andes de que o crudo s wtilice para dlaborar los prodisc-
bos para ks venia se tene que destilar Se pueden destibar cuan-
do mucha 15 000 barriles de cnado, al din. Destilar un harril de
crado cuesta 110 cemtavos. El resuliado de la destilacidn es co-
e sigue: {1 cada barnl de erudo 1 nnde 0.6 de barnl de mal-
ta, 0.3 de barril de destilado 1 y 1.1 de barnil de destilado 2, (2)
Cada harril de crudo 2 rinde 0.4 de barril de nafta, 0.2 de ba-
rril de destilado 1 v 0.4 de harril de destilado 2. La nafia dies-
tilacdn s0do se pueds usar pam producir gasolima, o combustible
para avienes. El seeite destilado se pusde wiilizar sdbo en ks
priglucesin de aceite combustible, o se puede procesar en el
desintegrador catalitico (a un costo de 15 centavos por ba-
rril). Cuando mucho se pueden procesar dianamente 5 (80
barriles de aceite destilado en el desimtegrador catalitico.
Cada barml de destilado | que 2 procesa en el desintegrador
rinde 0.8 de barril de producio de desimegraciin o fraccio-
nado | ¥ (.2 de barril de fraccionade 2. Cada barril de desii-
lada 2 que se procesa en el desintegrador catalitico ninde 0.7
de barml de fraccionado 1 v 03 de barril de fraccionado I,
Lo productos de desinsegracidn se pueden atilizar para ela-
borar gasaline ¥ combusiible par aviones, pero mo pan pro-
ducir aceste combustible,

El indice de cctano de cada tipo de producto &5 comdo si-
gue: nafia, B destlado 1, 4; du:lu.:hl.s fracesonado 1, @
fraccionado 2, 6.

Todie el @ceite combustible que s¢ produce s pusde vender
a 14 ddlares por barnil; la gasolma producida, a 18 dédanss por
barril, v &l combustible para sviones, a 16 ddlares por barnl.
Las consderaciones del mercado sefialan que se deben elabo-
rar todos los dias por o menos 3 000 barriles de cada produc-
o, Mlantes wn PL para maximizar la wiilidad diaria de Olé.
683 Domald Fump es ¢l adminisrador mternacional de fon-
dos para Countribank. El trabajo diario de Donald e deter-
minar ¢imae los valores en cartera actuales del banco en dis-
lares, libras, marcos ¥ vens se debe ajustar para cumplir con
Ins mecesidades dianas de circulante, El tipo de cambio de
hay entre las distintas monedas se da en ln tabls 86, Por
ejemplo, un ddlar se puede convertir en 0,.58028 de libra, o
bien, una libra se puede: transformar en 1,697 dilares,

Al empezar el dia, Countribank tiene ¢l capital circulante
que e indica e la wbis 87,

Al finalizar el din, Countribank debe tener por o mendos
Ins cantidades de cada moneda que s da en |a tabla B8

TABLA B8

1
(1] Diares Lisras s Yeu
Dilares | JR9ZR 1.743 1383
Libras 1697 | 2U5TH 4T
Mfarcos 037372 0313808 1 793446
et OLMFT233 0. 2 i 26 1

*Rasado en Garvis v col. {1957,

124 gurirern 3 \slrdhoociin & b programacidn laeal



TABLA BF TAaBLA B8

Pdades = aigadis |m
Maneds  mikes de milenes) Waseds  mules e milloaes)
Didlares g Dxilares &
L.ithiis 1 Libras i
Marcos k.| Marcos |
Yen i Yen |0

El abjetiva de Donald es transferis fondos cada dia de
mech e @l capatal Greulante spteslaga los mimmos sefiala-
dirs y maximbce ol valor del ddbar del capital circulante al fi-
nafizar el din.

Para caleular ¢l valor del délar de, por epemplo. usa libra,
se prosmedinn las dos thsas de conversion, Por lo tante, una li-
bra wale aprox imadamenie

L6YT 4 (1/0.5892H)

-

= |.6%993 dilares
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Algoritmo simplex y Ia
programacion por objetivos

el capitulo & e estudsd odma resolver en o

mia graficn problemas de prog

I mncein limen! con

dos vumables. Desaforiunadnmenie, In mayor parse de los PL de B vidn cotidisng tieng varnss va-

y i
inblis, por bo gue és ficcesino o mdtedo pard resalver PL con mads de dos varobles. La mavor

narte de este copftulo se desi

1 al alportmo simplex, gue se utilizn para resolver mehso PL mae

! T 1Eyery e E - o b 1 Tt ST T 5 - ' T
largos. El algorimo aimples se usa para resolver PL gue thenen mdles de reseri

WOl 58 Ir"u.' an &n la indusiria

En esie capiiulo se explia como se puede ulilisar @ algonins simplex para encontmar las 5o
luciomes dptimas de PL. Ademds, s caplica con detalle como s¢ wsan los pagquetcs mis modersoes
rir commpaiadors (LML) y LINGLY) pa

resilver PL. Tambiien se amsliza con beevedwd 2l enfio

e inmevador de KEarmorckar NI TESHYET P Fl -_.I:'ll'|.||| ECTIMING COn Bna Amneguecion & o pro-

% P TL | it i || - » ¥ T v 1 . - - . e - e -
Eramacon por obgetivos, |a cual permne mos de om funcsin ohjetivo & guicn oma decisones

4.1 Gomo convertir un PL en una forma estdndar

"I:l S0 S Onsd um III :"'I'.'_'l.ll\.' [EnEr TV resnCCicaees I.II.' [ERTHE I | Coami PeIRGC (e

[§[9 ||L'~.:|_'_|:.|I||.'.:I ARSI, rl-,n;:l:_' tesver wariables gue es mecesursn GJUBE AN NO Negativas,
g5l como las que ne tienen restricciones de signe (nes). Antes de poder utilizar el algor
e simplex para nesobver un PL. éste se debe converdir en un problema equivalente en el
cual todas las restricciones son ecuaciones v todas las vanables son no negativies, Se di
ce gque un PL en csta forma esta en la forma estandar.”

Pard convertir un PL en la forma estandar, cada restriccion de desig

abiladl se debhi

recmplazar por uno restncoson de jgualdad. Este procedimiento se tlustra mediante &l

problema sigwente

EJEMPLO 1 Leather Limited

Leather Limived fabrica dos tipos de cinurones: 2l modelo de lujo v ¢l mo

0 regrubar
Pk coda Brpo se reduiaene una yirda cogdndn de prel. 5S¢ necesiti una hora de mano de
obra calificada para un cinturdn fegular, v para un cintunGn de lupo ¢ requieren 2 horas
A dispone cada sermana de 40 vardas cusdrdas de ."'"-"I y bl horas de mano de obra ca-

lificada. Cada cinfurdn regular aporta 3 dolares a o wiilided v cada cinturén de lujo, 4
diolnres. 51 se definen

I cantidad de cinturones de lujo fabrcados cada semuna

x; = cantidad de cintwrones regulares producidos a la semana

N MG 6 pEEneT panes de esng capineko, &2 supone que ndes [E8 sanshes Nenen Gl R B Negativas

=1, La cormvgrudm e venables s & varsables 0o depativae, se csbadis oo Ln seccsin 4. |




El PL adecuado es

max z = dx; + A, L)
5.4 X +x =40  (Restriccion de la piel) (1)
Lyy + x; = 60 (Restriccin de la mano de obra)  (2)

I!..I]E ]

L e

128

JC6mo 22 pueden convertir (1) v (2) en restricciones de igualdad? Se define para cada res-
triccion = una variahle de holgura 5,(s, = variable de holgura para la restriccién /-&sima),
que 25 la cantidad de recursos sin usar en la restriceiin i-ésima., Como se usan xy + x; yar-
das cuadradas de piel v se dispone de 40 yardas cuadradas, 5, se define mediante
=40 —x; — 13 o bien, o +x; + 3 =40
De igual manera, 55 s¢ define por medio de
$3 = 6} = 2ry = X3 o bien, 2r, + 13 ¥ 52 = Bl
Ohbadrvese que un punio (3, x;) satisface la restriccidn i-fsima si v s0lo 515, = 0, Por gjem-
plo, x; = 15, x; = 20 satisface (1) porque 5, = 40 — 15 - 20=5 = 0.

Intuitivamente, el punto (15, 200 cumple con (1) porque 5; = 5§ vardas cuadradas de piel
quedan sin usar, De manera similar, el punto (13, 20) satisface a (2) porque 5; = 60 —
2015y — 20 = 10 horas de mano de obra que no s utilizan, Por aliimo, note que el punto
Xy = x3 = 15 no cumple con (2) porque $; = 60 — 2(25) — 25 = — 13 indica que (25, 25)
usa mas mano de obra que la que se tene disponible.

En resumen, para transformar (1) en una restriceion de igualdad se reemplaza (1) por
% = 40 — xy — ¥z (o bien, x; + x; + 5, = 40) y 5; = (. Para comvertir (2) en una restric-
ciom de 1gualdad, se reemplaza (2) por 55 = 80 — 2x; — x; {0 bien, 2x, + x; + 5; = &)
v 52 = 0, Asi ¢ convierte el PL en

max z = 4x; + s
5.4 n+ x+s5=40
1f|_+ f]+j'1=m [H-1]
Kis X3, 5y 53 =10
Ohbsérvese que PL 17 es una forma estindar, En resumen, s [ resfricoidn § de an PL o
una restricelon =, entonces se convierte en una restriceion de igwaldad al sumar una va-
righle de holgura 5; a la restriceion i-csima v adadiv la restriccidn de signo 5, = 0,

Para ilustrar como una restriccién 2= s¢ pusde convertir en una restriceion de igualdad,

considérese ¢l problema de la dieta de la seccion 3.4,

mim 2 = S0x; + 20x: + Iy + By
58 400y, + 200y + 1500y + 500x, = 500 (Restriccion de las calorias) (3)
3o+ i =6 (Restriccion del chocolatey  (4)
2+ M+ dey+ 4dxy = 10 (Restriccon del aztcar) 51
2oy + A+ m+ S =8 (Restricoion de la grasa) [L1]
Xy, Xp, Xa, Ny = 0

Para comvertir la restriceion f-ésima = en una restriccion de igualdad, se define una va-
riable de excedente o superflua e (e, siecmpre serd la variable de excedente para ka restric-

ciritonn & Mporiimo simplen y la progrmaciin por ohigins



citm i-esima. ) Se define ; comio la cantidad con la cual la restriccion (—ésima s satisface
en exceso. Por tanto, para el problema de la dieta, se tiene

&) = 400x; + 200x; + 150x; + 500z, — 500, o (¥)
400x, + 200x, + 150x; + 500, — &, = 500

£x = 3z + 2y = i, o bien, I+ 2d;—e=6 (4]

gy =2, + 2oy +dx; + dx, — 10, obien, 2y +2utdn+tdn—a=10 §)

ey =2y tdxy vyt g~ 8, obien, In4+dndnting-e=8 (8]

Umn punto {xy, X3, X3, x5} curmple la restriccidn {-ésima = si y 5000 5 ¢; €3 no negaliva. Por
gjemplo, de (4), ex = 051 ¥ 80lo 51 3x; + 2 = 6. Considérese el punto x, = 2, 1; = 4,
¥y = x4 = 0, para un ejemplo numeérico; dicho punio satisface las cuatno restricciones del
problema de la dieta. Por lo que se refiere 2 este punto,
ey = 400(2) + 150(4) — SO0 = 900 = 0
=M —-6=0=0
e =22+ 44— 10=10=0
e, =D +4-E=0=0
En otro gjemplo, considere x; = x; = 1, x; = x; = 0. Este punto ¢s no factible; no cumple
las restricciones del chocolate, el azicar v la grasa. La ausencia de factibilidad de este pun-
o estd indicada por
ex= 1)+ Al)=6 =-1<0
=2 +H)—-10=—-6=<0
es =211+ Hl)-& =-2<0
Por consiguiente, para transformar el problema de la dieta en una forma estindar, se
reemplaza (3) por (3°); (4) por (4'); (5) por (5°) ¥ (6) por (6°). También se deben agregar

las restricciones de signo e, = 0 (i = 1, 2, 3, 4). El PL resuliante estd en la forma estindar v
s& paondria escribir como
ml.n.E':jﬂI + l’ﬂ.:‘_;‘- 3'1.'}"‘ EMq
sa 400x| + 200x; + 150x; + 500ny — &, = 500
kL * E.I; =&y = 6
) l'l:'. ki 1':1 + 4.!:_1 + lﬂ-,l:.-,l =y = 1{'
11'|"' 'q.\'3+ I3+ j'.:fq_ﬂ‘.=ﬂ-
IJI rlzﬂ [‘_ |-|2-| 3"4]

En resumen, 51 ba restriccion i-ésima o una PL ex una resirieciin =, enforces se pue-
de convertir en una restriccidn de fgnaldad ol restar una variable de excedente e, de la res-
friccion i=éxima ¥ anadir la restriccion de sigmo e; 2= 0,

Si un PL tiene tanto restricciones = como 2= entonces se aplican simplemente los pro-
cedimientos que ya 22 explicaron para las restriceiones individuales. Como gjemplo se con-
vertird el modelo de planificacion financiera de corto plazo de la seccidn 3.7 en la forma
estandar. Recuerde que el PL onginal era

max z = 2, + 151,
] n = 100
Iy 5 100
S0x, + 35x; = 6000
MW, + 5%, = 2000
s X3 = ﬂ'

& .1 [ime comvertic oo PLen ues farma estindar 129




Para seguir con ¢l procedimients explicado antes, se transforma esie PL en la forma estin-
dar al sumarle las variables de holgura 5y, 57 ¥ &3, respectivamente, a las primeras tres res-
iricciones v restarke una variable de excedente ey o la cuarta restniceion. Luego se afaden
lag restricciones de signo gy = 0, 53 = 0, 53 =0 ¥ ¢y = 0. Lo anterior da el signiente PL
en la forma estandar:

max = My, & |5,

5.0 x + + 5 = 100
X3 + 5 = 100

Sy + 33y + 53 = )

2y + 15x, — &y = 200

n=0 {(i=1,2%¥ nE=0 {i=1 23 ey =0

Maturalmente, se podin haber llamado o, o la variahle de excedente pura la cuarta lmita-
cign (porgue e la primera vanable de excedente). Se prefirio llamarta eg y no &) para in-
dicar que ¢4 e= la variable de excedente para la cuarta limitacidn.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Coovierta el probema de Giapetio (ejemplo | del capitu- 3 Convierta el PL siguiemie en la forma escindar:

lio 3) en la forma estdndar. min z = ir; + x;

2  Convierta el problema de Darean (ejemplo 2 del capitulo 5.4 =3
3} en la forma estmndar, L+ x=E4d
11| — X = 3
Xy, Ip =

4.2 Preliminares del algoritme simplex

Suponga que ¢ ha comertido on PL con m restricciones en L forma estandar. Si se supo-
ne que la forma estindar contiene / variables (denominadas por comeeniencia Xy, X3, . - .,
£, ), la forma esthndar para tal PL es

Max = = &,x, + Cply T = + Caly

{43 rmim)

5.4, Ay +odgads oo F g, = iy

@sxy F dgghy + o F ggx, = b M

LEPS RS + ﬂm'_"r1+ T el = hm
=l p=1,2,...,9)

51 se defineg
@3 . ilyq
LoT s s g
A =
Umi  dm} T flarg
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las restricciones para (7) s¢ podrian escribir como el sistema de ecuaciones Ax = b, Antes
de seguir adelante con la explicacion del algoritmo simplex es necesano definir ¢l concep-
o de solucion hidsica para un sistema lineal.

Variables basicas y no basicas

Considers un sistema Ax = b de m ecuaciones lineales v n vanables (suponga n = m).

CEFINICION & LUnasolucion bisica paras 4x = b se obtieneg hociends # — m variables igunles a
cero, ¥ lwego s¢ determinan los valores de las m vanables restantes. Asi se asume
gue al hacer las n — oy vansbles iguales & cero g2 lléga n vallores tmicos pam las
m variables restantes, o que, en forma equivalente, las columnas para las m vans-
bles restantes son linealmente independienics, =

Con el objeto de hallar una soluciin bisica para Ax = b, primero 5 escoge un conjun-
to de m — m variables (las variables no bésicas, WVNB) v se iguala cada una de las varia-
blez a cero, Luego s¢ encuentran los valores de las s = (0 — m) = m variables restanies
{las variables basicas, VB) que safisfacen a Ax = b,

Es evidente que las elecciones distintas de variables no bisicas ocasionan diferentes so-
luciones badsicas, Con el fin de ilustrarlo se determinan enseguida todas las soluciones bi-
sicas del sistema siguiente de dos ecuaciones v tres vanables:;

X + I3 = 3

—E3 T Xy = — m
Se empieza por escoger un conjunio de 3 — 2 = 1 (3 vanables, 2 ecuaciones) varable no ba-
sicd. Por gjemplo, si VMB = [x,], entonces, BY = [z, x;]. Los valores de las variables
hisicas se obtienen hackendo xy = 0 v resolviendo

Xq * X3 = 3

—is = —|

S¢ encuentta que x; = 2, x; = 1. Por lo tanto, x; = 2, x; = 1, x; = 0 e3 una solucidn
bdsica para (8). Mo obstante, si s¢ escoge VNB = (5] v VB = [x3, x3], 22 llega a la
soluckim basica x; = 0, x; = 3, x3 = 2. 51 s¢ prefiere VNB = {x;), s¢ tiene la solucidn bi-
sicaxy = 3, 03 = 0, ry = = 1. El estudiante debe verificar estos resultados

Algunos conjuntos de m variables no originan una soluckon ksica, Por cjemplo, consi-
derese el sistema hneal siguente;

I|J'l:|.':-+.|'.|,=!

l'l:'| "'4.'|:1+.l:3=5

51 se esoope VNB = (] v VB = {x), 13}, |a solucion bdsica cormespondiente se obten-
dria al resolver

X + 1"? =1

15“ T 4!:: =3
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Como gste sistema no tiene solucién, no hay solucién bdsica que corresponda a VB =
{x1. 22}

Soluciones factibles

Un cierto subconjunto de las soluciones bésicas para las restricciones 4x = b de un PL tie-
ne una funcidn importanic en |3 teoria de la programacion lineal,

cEFINIcION ®  Conlguier solucion bisica de (7) en la cual todas fas variables son no negativas ¢s

ung solucién factible bisica (0 sfh), =

i

Por o tanto, para un PL con las restricciones dadas en (B), las soluciones bdsicas x; =
2= 1Lxn=0yx =0, =33 = 2 son soluciones bisicas factibles, pero la solu-
cidn bdsica x; = 3, 13 = 0, x; = =1 no 28 una solucidn bdsica factible (porque xy < 0},

En ko que resta de la seccidn se supone que todas los PL estan en la forma estindar. Re-
cudrdese que en la seccidn 3.2 se establecid que la regidn factible para cualgquier PL es un
conjunto convexo. Sea 8 la regidn factible para un PL en la forma estindar. Recoerde que
un punto M ¢35 un punto extremo de 5 51 para todos los segmentos de recta que contienen a
P y estin contenidos por completo en 5, P és un punto terminal. Esto da como resuliado
que los puntos extremos de |a region factible de un PL v 1as soluciones factibles basicas de
un PL sean en realidad lo mismo. De manera mis formal,

Un punto en la reghtn fsctible de un PL &8 un punto extremas si v sdlo si s una so-
lucitn factible bisica para unn PL.
Viéase en Luenberger (1984) una demostracion del 'porema 1.

Para ilustrar la correspondencia entre puntos extremos v soluciones factibles basicas se-
fialadas en el weorema |, veamos ¢l ejemplo de Leather Limited de la seccidn 4.1, Recuér-
dese que el PL e

ik £ = dx; + Jny

5.4 ¥+ =40 [LF 1)
n+ =6 1
.'r.,:;ibﬂ m

Trus agregar las vanables de holgura 5y v 55, respectivamente, a (1) ¥ (2], s obtiene la PL
| en la forma estindar:

max & = dx; + 3x
5.4 Xt xxts =40
25+ x3 4 55=060
Xy, X3, Xy 82 =10
La regidn factible para ¢l problema de Leather Limited se¢ grafica en la figura 1. Se cum-
plen las dos desiguabdades: (1) las satisfacen todos los puntos abajo de la recta AB(x, +
xz = ) o en ella v (2) wdos los puntos en la recta CO{2x; + x; = 60). Por consiguiente,

la region factible para la PL 1 es la zona sombreada limitada por la figura BECF. Los pun-
108 extremos de la region factible son B = (0, 40), C = (30, 0), E = {20, 20) ¥ F = (0, O).

(P 1)
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FiIGuRrRa 1
Regidn factible para
Leather Limited (LL)

. Y e ]

F 5 30 M M W 8

La correspondencia entre [as soluciones factibles bisicas para PL 17 y los puntos extre-
mos de la regidn Factible para PL | se indican en [a tabla 1. Este ejemplo debe poner en
claro gue las soluciones factibles hisicas para la forma estindar de un PL corresponden de
miodo natural a los punios extremos del PL.

En el contexto del ejemplo de Leather Limited es ficil demostrar por qué cualquier sfb
5 un punto extremo, (Lo contranio es mas dificil! Se mostrard a continuaciin que para el
problema de LL, coalguier sfh es un punio extremo. Cuabguier punto en la regidn factible
para LL s podria especificar como un vector columna de cuatro dimensiones con los cua-
tro elementos del vector que denotan Xy, xa, 5, 53, respectivamente. Considere la sfb B con
VB = {13 53} 51 5 noes un punio exiremo, entonces hay dos puntos factibles distinios v,
¥; ¥ NUMEros no negativos o) ¥ o3 que satisfacen 0 < o, < 1 y oy + o3 = 1 tales que

Es evidente que tanio vy como vy deben tener 1y = 52 = [, Pero como Wanto v como v
son factibles, los valores de x; y 52 para v ¥ v, se pueden determinar al resolver x; = 40
¥ X3+ 53 = 6. Estas ecuaciones tienen una solucidn tnica {porgque las columnas que co-
rresponiden a las vanables bisicas x; ¥ 5; son lincalmente independientes), Esto demuestra
que v, = vy, por lo.que B es ciertamente un punio extremo.

TABLA 1

Camespendencis weire Eoluciones Bcibies bsices y wiriicss pars Lexfier Linibed

Vermiln Yeriabien Solucirm Wllﬂh

[ 82 ] o EiEEa {nctihies higicas {purin exirermal

Tj, X3 §i, 55 g om gy =0, ry = py = M) £

Xy, 8y Ka, §3 =5 =0y =33 =10 i

I, 53 3, 5 gy =g =05 =405 = -20 Mo 3 sfh porguee 53 < 0
T2, 5t X, ¥3 n=5=illn==HM.x =60 Nnﬁ;ﬁl-mrqm.;l{l:l
X3, 5 Xy &y 5 =5 =05 =40 5, = X B

Fys 83 Xy L Ij = I = i, 5 = 44, fy = b F
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Se observa que mis de un conjunio de variables bdsicas podrian corresponder a un pun-
to extremo dado. Si éste o ¢l caso, enfonces se dice que la PL s degenerada. Un estudio
del efecto de la degeneracion en el alporitmo simplex s encuentra en la seccion 4.11.

Pronto se verd gue si un PL tiene una solucion dptima, entonces tene una sfb que es op-
Por lo tanio es posible encontrar 13 solucidn Gptima para un PL mediante a bidsgueda de
sl una cantidad finita de punitos. Y puesto que la regidm factible para cualquier PL con-
tiene una canfidad infinita de puntos, jesto es de gran ayuda!

ﬁnluduﬂplmrpmqjmlﬂnf?Lquﬂhﬂtmuﬂmrﬁnﬁpmmummufn £5
necesario definir ¢l concepto de direccidn de no acotamiento,

FIGURA 2
Solecidn grifica del
problema de Dorlan

Direccidn de no acotamiento

Considere un PL en la forma estindar cuya regidn factible es 5§ y tiene 1as restricciones
Ax = by x = 0, 51 se supone que este PL tiene n varables, 0 representa un vector colurn-
na n-dimensional constituido por ceros, Un vector no cero d estd en una direcciin de no
acotamiento 51 para toda xE8 v cualquier ¢ = 0, x 4+ od £S5, En pocas palabras, si uno es-
té en la regidn factible de la PL, entonces uno se puede desplazar tan lejos como quiera en
la direccidn d y permanecer dentro de la region factible. La regidn factible para el ejemplo
de Dorian Auto (ejemplo 2 del capitulo 3) se ilustra en la figura 2. En la forma estindar, el
ejemplo de Dorian es

min z = S, + 100x;
I:r.'I:| + hI_E| =EE
1y —ep =
X, X 8,8 =0
Si se observa la figura 2, es evidente que 51 s¢ empieza én cualquier punto factible y el

desplazamiento es hacia arriba v a la dérecha en un dngulo de 457, siempre s¢ permanece-
ri en la regidn factible. Esto quiere decir que

giriTeny & Ngoime simplex § ki programaciin por ohistves I_:.;_';I_';'_.r-| ii-Jh-'-;::: material



FIGURA 3
Representacién de (20,
i) como mna combina-

cidn convexa de sfb

1%

ez ung direceidn de no acotamiento para este PL. Es ficil demostrar (véase problema &)
que d es una direccidn de no acotamiento siy solosiAd = 0y d =0,

El teorema de representacion siguiente [véase una demostracidn en Mash v Sofer
(1996} es la reflexson clave para demiostrar por qué cualguier PL con una solucion &ptima
fiene una sfb dptima,

TEOREMA 2

Considere un FL en ln forma estindar, que tiene sth by, by, . ., . by, Coalguier pun-
to x en ka regron factible del PL se podria escribiren la forma

x=d+ 2 ab

donde d es 0 o una direccion de ilimitabilidad y 220 o, = Ly o, 2= 0.

Si la regiom factible del PL es acotada, entonces d = 0, v se podria escribir x = {27 o/b,,
donde la oy son ponderaciones no negativos cuya suma es |, En este caso se observa que
cualquier x factible se podria escnbir como una combinacion convexa de las sfb de la PL.
Enscguida se ilustra el ieorema 2 mediante dos gjemplos,

Refierase al eyjemplo de Leather Limited. La regitn factible s acotada. Para ilustrar el
teorema 2, 52 puede escribir ¢l punto G o= (20, 10) (;& no &5 una sfh!) en la figura 3 como
una combinacion convexa de las sfb del PL. Obsérvese en la figura 3 que el punto (7 tam-
bién se podria escribir como 1F + SH [aqui H = (24, 12)]. Luego observe que el punto H
s¢ podria escobir como 0.6E + 0.4C. 51 se combinan estas dos relaciones, ¢l punto &7 se
podria escribir como +F + H0.6E + 0.4C) = LF + 1E + 1. De esta manera se expresa
el punto ¢ como una combinacion convexa de los puntos extremos de la PL.

Para ilustrar el teorema 2 con un PL no acotado, considérese el ejemplo 2 del capitulo
3 (el egemplo de Donan; véase figura 4), v trate de expresar el ponto F = (14, 4) en la re-
presentacion dada en el eorema 2. Recuerde que en la forma estindar, las restnicciones pa-
ra ¢l gjemplo de Donan estin dadas por

-lr.'f| = .1;’.'] A= 28
1':, ¥ |lr_; rp = 24

n

51

41

m |-

ILH]

] CH| i C A | | K
F 1
1k 20 L[} *) 50 e
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FIGURA 4

HhFlfﬂ.l] 5
usando ¢ teorema 2 (L A
5i se sihia uno en la figura 4, se observa que para desplazarse desde la sfb (' hasta el
anmuuhmbuymmh:hhdmﬂuhhwduhm:nnpﬂﬁu—
te €8 1;— 5 = 2. Esta recta corresponde a la ion del no acotamiento
‘:l
5i
12 14
by = i: y x= 'I:
0 52
se podria escribir x = d + by, lo cual es |a representacidn deseada.
4.4 (Por qué un PL tiene una sfb dptima?

136

Considere un FL con funcidn objetivo max ex y restricciones Ax = h. Suponga que este
PL tiene una solucidn optima. A contmuackon se esboza una demostracion del hecho de
que &l PL tiene una sfb Gptima

cariTore & Mporimo simples y |3 programaciin por abjetives

Copyrighted maierial



toaces el punto factible 725 o by, tiene un valor de funcidn objetivo mis grande que
&, Loy anterior contradice la optimalidad de 1. En pocas palabras, se hs denostrado
que 58 X es ophima, entonces od = 0. Ahora €] valor de la funcidn objetive parm ¥ és-

fi dacko por

ex = ¢d + 22 ach, = £125 axch,

Suponga que by es ia sfb con el valor mis prande de 1a funcion objetivo. Como X7

o, = | ¥oy = 1
eh;, = ex

Puesto que x es Oplima, esto demuoestra que by también s dptima, v la PL 51 tiene
una sfb Gptioa.

Soluciones factibles basicas adyacentes

Antes de descrnibir ¢l algontmo simplex en términos gencrales, s necesanio definir ¢l con-
cepio de una solucidn factible bdsica adyacente,

DEFINICION & Pamacualquer PL con m restnicoiones, se dice que dos soluciones factibles basicas
son pdyacentes 51 sus conjunios de vanables basicas tenmm m — | varahles bisi-
CHE en Comien, W

Por ejemplo, en la figura 3, dos soluciones factibles bésicas serdn adyacentes si tenen
2 = 1 = 1 varisble bdsica en comin. Por lo tanto, la sfb correspondiente al punto E én
la figura 3 ¢5 advacenic a la sfb que comresponde al punto C, El punto £ no es adyacente a la
sfb F. De manera intuitiva, son adyvacentes dos soluciones factibles basicas si ambas que-
dan en ¢l mismo borde del limite de L regidn factible.

Ahora se proporciona una descripeidn general de como el algontmo simplex resuelve
PL en un problema de maximizacidn,

Paso 1 Scencuentra una sfb para el PL. A esta sfb se le llama solucion factible bisica mi-
cial. En general, 1a sfb mis reciente s¢ denomina sfb actual, por ko que al principio del pro-
bBlema la sth inicial es la sfb actual,

Paso 2 Se determina i la =fb actual es una solucidn dptima para € PL. 5i no es asi, en-
tonces s¢ determing una sfb adyacente que tenga un valor de z mayvor.
Pasa 3 Se retorna al paso 2, v se usa la sib nueva como sfb actual,

51 un PL en la forma estandar tene m restricciones ¥ o vanables, entomces podnin haber
una soluckon basica para cada eleccion de vanables no basicas. 51 se enen n variables, se

puede seleccionar un conjunto de m — m vanables no bisicas (o en forma equivalente, m
variables hadsicas) en
(H':I - !
ml  (m — m)m!

maneras diferentes. Por lo tanto, un PL puede tener cuando mucho
H
m
soluciones bésicas. Como algunas sofuciones hisicas podrian no ser factibles, un PL pue-

de tener cuando mucho
(»)

v
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soluciones factibles basicas. 51 se procediern desde In sfb actual hosta una sfb mejor (sin
repetir una sfh), enlonces se encontraria con tnds segaridad la sth dptima después de exa-
rminar cudmndo miecho

.”)

n

soluciones factibles hisicas. Esto significa {suponiendo que ninguna sfb se repite) que ¢l
algoritmo simplex encontrara la sfb dptima después de un nidmero finito de calculos. Re-
gresuremos a este andlisis en la seccidn 4.11.

S¢ podrian enumerar en principio todas las soluciones factibles bdsicas para un PL y en-
contrar [ sfb con el valor de z mis grande. El problema con este procedinmiento e que has-
ta la PL peguedos tienen una cantidsd muy grande de soluciones factibles bdsicas, Por
gjemplo, un PL en la forma estindar que tiene 20 variables v 10 restricciones podria fener
(s cada spluciin hisica foera factible) hasta

204
I:]ﬂ] = 184 756

soluciones factibles bisicas. Por fortuna, la vasta expeniencia con ¢l algoritmo simplex in-
dica que cuando se aplica este algoritrno a un PL de n variables y s restricciones en la for-
ma estandar una solucion dpinma se encuentr por Io regular después de examinar menos de
Jm soluciones Factibles hisicas. Por o tanto, para un PL de 20 variahbes, 10 restricciones
en la forma estindar, el algoritmo simplex determinard mormalmente ln solucion dpiima
después de examinar menos de 3(10) = 30 soluciones factibles bisicaz. En comparacidn
com la posibihdad de examinar 184 756 soluciones hasicas, jel simplex es may efectrvo!’

Caracteristicas geométricas de los PL tridimensionales
Considere el PL siguiente
thaN 2 = ¥y + 2i. + Moy
54 in+ sk
i3 =10
Ty Xy Xy = 0

El conjunto de puntos que satisface una desigualdad Fineal en tres (o cualquier mbmero
de) dimensiones es un semiespacio. Por gjemplo, el conjunto de puntos en tres dimensio-
nes que satisface 2y + x; = 8 es un semuespacio. Por lo tanto, la region fachble para es-
te PL &s la interseccion de los cinco semiespacios siguientes: 2vy +xp; = 8 = 10,y =
0, x5 2= 0 v xy 2 0. La interseceion de los semiespacios se lama poliedro. La region fac-
tible para este PL es ¢l prisma de la figara 5.

Una restriccion (o restricckin de signa) e activie u obligatorta para todos los puntos de co-
da una de as caras o facetas de la regim fachble, Por elempio, la restrcoion: 26, + 35 = 8
&5 actnva para todos bos puntos de la cara ABCEY, x; = 0 es activa en la cam ABF, x, = 10 es
activa en s carn IEC xp 2 0 es actrva en la cara ADEF, x; 2= 0 ez petiva en la cara CEFE.

Evidenternente, los vértices (0 punlos extremos) de ta regidn factible del 'L son A, B,
C 0, E v F, En esie caso, la correspondencia entre La sfb v bos wirtices &5 como s sefiala
eni la tabla 2.

Pars ibustrar &l concepio de las soluciones factibles basicas advacentes, observe que los
virtices A, E v B son advacentes al vérice F, Por consiguiente, i €] algorntmo simplex em-
pieza en F, entonces podemos estar seguros de que la siguiente sfb por ser considerada se-
rad ol

! A1 renlver muschos PL con 50 variahles y m = 30 resiriceiones, Chrvatal { 1983 ) encontnd gae el algontnm: singplex
examind un pramedic & m salucionis Gecivbbes hiseas anies de hallar ung solucicn Gqmira pars = PL
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C

i, K 10
0, I, 1 - i, &, jia
&
~=F [0, E. 0%
FiGuRA B wam| - {4, 0,0 .
Regién tactible en tres F A )
dimensiones

TABLA 2

Correspandencia auire ofh y wértices

Tariabias fomerpmns &

i Sslooem tactibie hivice pnin extremn

T | n=dn=0ln=g=5n=I0 I3

X 53 sy B o= 0, =y =gy =0 F

By Xy 3"=E...I:|=|.1}..l':'—.l.;|—_.'r!;1} E

I3, Xy mwm oy w |0, 5 gy =99 =il i

X3, &2 ]':=B.5}=iﬂ..l';=.t1=.'l'|=ﬂ B

Iy, &y Yy = gy [y ™y =g, =) A
Grupo A
1 Demuestre cudl ex ia cormespondencia entre los soducio- TABLA 3
nes factibbes bdsicas de la PL en forma estindar y los punbos e
extremos de ks regitn faciible para el problema de Gilapeno bty | Poedecks 2
{ejeenplo | en el capitube 3). Materia prima | unidad 2 unidades
2  Demuestre cudl es ba correspondencia entre las sofucio-  Mano de obra 2h 1h
nes factibles bisicas del PL en forma estindar v los puntos Precio de venin {7 5K

exfremos de la regidn faciible para el problema de Dorian
{ejempla 2 en el capitulo 3

3 Widgetco elabora dos productos: | v 2. La cantidad de
maberia prima, mano de obra v el precio de venla se propor-
cianan en ln tabla 3.

Hasta 150 unidades de materia prima s¢ pueden comprar
n 2 dilares por unidad, v hasta 400 horas de mano de obra se
pueden consepuir & 1.5 délares por bhora, Para maximizsr la
wtilidad, Widgetco debe resolver el PL siguiente:

mEx £ = lﬁ +2.5.l:'|-

sa x, + x5 350 {Matena prima)
2+  xp= 400  {Mano de obra)
Ti, Xz =10
Agui, & = nimero de unidades del producto § elaboradss.

Demuestre b cormespondencia entre puibos extremos v solu-
ciomes Factibles bdsicas,

4 Hepresente ¢l punto (10, 20) en la forma od + 2] o,
para el problema Leather Limited.

§ Para ¢l problema de Dorian, represente o puanto (10, 40)
eni ln forma ed + 220 ab,

Grupo B

B Demuesire que d es una direccion de no acotamieno si
¥ 5000 5l Ad = 0y d = 0, para un PL en la forma estindar
cofn restricciones A1 = by x = @,

7T  Recuerde que ef gjemplo 5 ded capitulo 3 ez una PL no
acotade. Emcuentre una dircccitn de no acotamiento en la
gue uno se pueda desplazar v para la cunl la fimcién objeti-
v se vielva arbitrariamente grands

4.4 (P o o PL tieve o ofh dglima?
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4.5 Algoritmo simplex

Ensegmuida s¢ explica como s¢ puede wiilizar el algormime simplex para resolver e PL oen el
gue ef fin es mastimizar la funcidn obyetive. La solwcion a problemas de mimimizacion se
trata en la seccidn 4.4,

El algoritmo simplex procede como sigue:

Pasa 1 Convertir la PL en la forma estindar (véase seccion 4.1
Pasa 2 Obtener una sfb (51 e posible) a partir de la forma estindar,
Pase 3 Determinar si la sfb actual es dptimi,

Pasa 4 5 la sfb actual ne es ophima, entonces se determina cudl variable no bisica se de-
be transformar en variable bdsica v cudl variable bdsica s2 debe iransformar én variable no
bisica con el objeto de hallar una nueva sfb con un mejor valor de la funcidn objetivo.

Paso § Aplicar OER para encontrar la nueva sfb con el mejor valor de la funcidn obgeti-
vo. Regresar al paso 3.

Al gjecutar el algosiimo simplex, 8¢ escribe la funcitn objetivo
2= F ooy + o gLt
en la forma
Fom Sy T Eple = o = g, =)

Este formato se denomina version del renglin 0 de la funcién objetivo (o sdlo renghén 0,
para simplificar),

Dakota Furmiture Company

La Drakota Furniture Company fishrica escritorios, mesas ¥ sillus, Para 1a monufscturas de
cada tipo de muehle se reguiere madera v dos tipos de mans die obra calificada: acabado
¥y carpinteria. La cantidad de récursos necesarios para eloborar coda tipo de muebles se pro-
porciona en la tabla 4,

3¢ coenta en b actualided con 48 pies tabldn de madera, 20 horus de acabado v B horas
de carpinteria. Un escritorio se vende en S dddares, una mesa, en 30 dalares v una silla cn
20 diolares, Dakota opina que la demanda de escritorios v sillas e ilimitada, pero cunndo
mucho s¢ pueden vender 5 mesas. Puesto que los recursos disponibles va se compraron,
Dakota quiere maximizar el ingreso total, 5i se definen las variables de decisidn como

x; = canfidad de escrtorios fabricados
xs = cantidad de mesas fabricadas
a3 = cantidad de sillas fabricacdas

TABLA 4

Recurtas MBcEsarias fara lex mndhies da Ozt

Resersa Escitwd Mo S
Mladera (pie tablén) ) fh i
Horas de acabado 4 2 1.5
Hioras de carpinteria 2 L5 0.5
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e Facil darse cuenta de que Dakota debe resolver la PL. siguiente:
max = flle, + Iy + 2y

58 By + bGxa+ 5

dx; + Mxp+ 1.5x; 2

I

48  [(Restriccion de la madera)
(Restriccidn del acabado)

h
I
(s

2ry + Lix; 4+ 08xy, = B (Restriccidn de la carpinteria)
X3 = 5 (Restriccion de la demanda de mesas)
Xy X, Xy = 0

Conversion de la PL en la forma estandar

Para empezar ¢l algoritmo simplex, se transforman las restricciones de la PL en |a forma
estindar, que s¢ estudio en la seccidn 4.1, Luego se convierie la funcidon objetivo de la PL
en el formato del renglin (0, Para poner las resiricciones en la forma estindar se afiaden
simple ¥ respectivamente las vaniables de holgura 5y, 55, 53 ¥ 54, 8 las cuatro restricciones.
Las restricciones se designan renglin 1, renglon, 2, renghém 3 v rengldm 4, v se agregan las
restricciones de signo 5; = 0 (i = 1, 2, 3, 4). Observe que ¢l formato de rengldn O para la
funcidn objetivo es
:‘fﬂl’;‘.:‘lﬂl’;‘:ﬂt_a=“

Al poner los renglones 1 a 4 junto con el rengldn 0 y las restmiceiones de signo se obticnen
las ecuaciones vy las variables bdsicas que s¢ proporcionan en la tabla 5. Un sisfema
de ecuaciones lineales (tal comio la forma canonica [ mostrada en la tabla 5) en el cual cada
ecuacidn tiene una vanable con un coeficiente de | en esa ecuacion {v un coeficients cero
en indas las ofras ecuaciones) se dice que estd en la forma candnlea, Pronio se verd que si el
gegundo miembro (el lado derecho) de cada restriccidn en forma candnica &s no negativo,
entonces se puede conseguir mediante inspeccion una solucion factible basica,’

Se menciond en la seccidn 4.2 que ¢l algoritmo simplex empieza con una soluckon fach-
ble bisica inicial ¥ pretende encontrar otras mejpores. Por lo tanto, después de obtener una for-
me candnica s¢ busca una sfb inicial, Por inspeccidn se observa que s hacemos x; = 5, =
x; = [, entonces es posible determinar los valores de 5y, 53, 53 ¥ 54 igualando 5, con el se-
gundo miembro del renglin i,

VB = {5, 3, 1. 54) ¥ VNB = (1}, %3, X3}

TAaBLA §
Farma casdnica 0
Tarlabis

Remnglin i

] :—bﬂx.—ﬁﬂx;—ﬂh; = ) z =)

| ﬂ.l'|+ ar; + Ay T &y = 48 5y = 48
z 'dn.t.. T ll.'_; T 1.5.!_:. Ll = N) 53 = 20
L] oy + 1:3xs + 051y + 54 = § 5= 8

4 X + 5y =5 Ty = &

*5i o 5o obtiene en forma ficil una forma candmica con segundos membnos no negativos, entonoes se pucden
splicar las téonicas explicadas en las secciones 4.12 v 4.13 con & fin de hallar una forma candnica ¥ ung solo-
citin faptible Bisica
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La spluciin factihle bégica pars este conpunte de variables bisicas es 5y = 48, 5, = M), 5, =
B, 5y = 5,1 = 13 = x5y = 0. Nese que cada variable bisica se podra relacionar con el
renglin de ka forma candnica en ¢l cual la variable bisica tiene wn coeficiente de 1. Por lo
tanto, para la forma candmica 0, se podria pensar que s, s la varable bisica para ¢l ren-
glin 1, 53 para el rengldn 2, &3 para el renghtn 3 v &, para el renglin 4,

Para ejecutar el algoritmo simplex, se requiere también una variable bisica (aungue no
necesariamente no negativa) paras el rengion 0, Como - aparece en el rengldn 0 con un coe-
fickente de | v 2 no aparece en ningun otre renglon, se considera 8 2 como su vanable ba-
gica, C'on ests convencitn, 1a solucitn factible basica para la forma candnica inicial tiene

VB = [z, 5, 53, 83, 54} v VNB = [x, x5, 13}

Para esta solucion bdsica factible, r =0, 5, = 48, 5, = 20, 55 = 8, 5, = 5, %, = x5 =
Xy & ':'.

Como gsic gjemple Lo sediala, se puede uiilizar una vanable de holgura como vanahble
bésica para una ecuacidn si el sepundo miembro de fa restnceion es no negativo.

<Es dptima la solucion factible basica actual?

Tras obtener una solucion factible bdsica es necesano deferminar si e oplima. 51 la sfb no
g5 Oplima, entonces se intenta encontrar una sfb adyacente a la sfb imicial con un valor z
mas grande. Para hacerlo se trata de determinar si hay un modo en que 2 se increments al
incrementar alguna variable no bisica a partiv de su valor actual de oo, pero conservan-
do todas los otras varisbles no bisicas eén sus valores acinales de cern, 51 se determing 2
myediante ¢l reacomodo del renglin 0, entonces se hene

2 = Bk + 30 + 20y (%

Por ko gue 2 refiere a cada vanable no bdsica, 22 puede utilizar (%) para determinar 51 al -
crementar una variable no hisiea (v conservar 1odas las otras variables no bdsicas iguales a
cero) se incrementard z. Por ejemplo, suponga que incrementamos x, en | {y s¢ mantienen
kas otras vamables oo bdgicas x; v xy iguales & ceno). Entonees, () sefiala que s meremen-
tard en B, De manera similar, 5i se decide incrementar x; en 1 (y 52 mantienen 1 ¥ x; igea-
les a coro), entonces (9) indeca que 7 s2 incrementard en 30, Por aliimo, s1 s¢ ineréementa x;
en | (y se mantienen x; ¥ &y iguales a ceno), enbonces (9 nos dice que £ se incrementan) en
20, Por lo tanto, al incrementar cualquicra de las variables no basicas aumenta z. Como ¢f in-
cremento de wna widad en x, occasiona ¢l mayor incremento ¢n 2, emonces s¢ decide incre-
mentar x; a partir de su valor actual de cere. 5i o se incrementard a partie de su valor actual
de cero, enionces se fendrd que comvertir en una vanabde bisica, Por esta razon, 1, s¢ deno-
mina variable entrante. Obsérvese que x; tiene e coeficiente mis negativo en el rengldn 0.

Determinacién de la variable entrante

Se escoge a la variable entrante (en un problema de maximizacion) como la variable no bi-
sica con el cocficiente més negativo en el rengldn O (los empates s¢ podrian deshacer de
manera arbitrana). Como cada incremento de v de una unidad hace que 2 aumente cn 60,
s grustaria hacer a x; 1an grande como sea posthle. ;Cué es o gque limita la magnitod de
£ T Note que cusndo vy aumenta, cambian los valores de las variables dsicas actuales {5y,
&3, 53 v 55} Esto significa que ¢l incremento de x; podria originar que ona vanable bisica
&¢ vieelva negativa Con esto on menic vemos como al incrementar x; (pero conservando
13 = x3 = 0} cambian los valores del conjunio actual de vanahles basicas. A partir del ren-
glén | se ve gue 5y = 48 — By {recuerde que x; = xy = 0}, Puesto que se debe cumplic la
resiriceion de signo 5, = 0 sdlo s puede incrementar x; con la condicion de que 5, = 0, es
decir, 48 — 8y &= 0, o bien, x; = ‘;" = f, A partir de renglim 2, 82 = 20 — 4x;, Sblo 50
puede incrementar x; con la condicidn de que 53 = 0, asi que x; debe satisfacer 20 = 4x;,
= 0, 0 bien, x; = 5 = 5. A partir del renglon 3,53 = 8 — 2x, asi quex, = § = 4. Scob-
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serva de igual manera que a partir del renglon 4, 5, = 5. Por consiguiente, cualquiera que
sea ol valor de x, 24 sera no negativa. En resumen,

g =0 para I|'_-?=ﬁ-
1

=0 para .r.‘E'I'—fr
4
8

53 =10 pari I = 5—4

55 =0 para todos bos valores de x|

Lo anterior quiere decir que, para mmig-mr 1nda$ las variables bdsicas no negativas, el va-
lor mas grande que puede tener 1, &5 min| & B 4 ; 3] = 4, 8i x; = 4, entonces 5y s¢ volverd
negativa, ¥ ya no se tendrd una solucidn factible basica. Obsérvese que cada renglin en el
cual la vaniable entrante tenia un coeficients positive restringia la magnitud de dicha varia-
bz entrante, Asimismo, para cualquier renghin en ¢l cual 1a vanable entrante tenin un coe-
ficiente positivo, la variabbe bisica del renglon se volvia negativa cuando se sobrepasaba la
variable entrante

Lado derecho del renglin
Cocficiente de la variable entrante en el renglon

(1)

Si la variable entrante tiene un coeficiente no positivo en un renglon (tal como x; en el ren-
gldn 43, la variahle bisica del renglin seguird siendo positiva para todos los valores de la
variable entrante, Mediante ( 10) s¢ puede calcular con rapidez qué tan grande puede ser x;
anics de que una vanahle bisica se vueclva negativa,

Limite del renglon 1 en x; = % =6
;o : .
Limite del renglon 2 en x, e 5
Limite del renghn 3 en x, = % =4

Limite del renghin 4 en x; = ningin limite (porque ¢l cocficiente de xy en ¢l rengldn
4 no s positivo)

Ya se puede formular ka regla sigulents para determinar qué tan grande podemos hacer una
variahle entrantc.

Prueba del cociente

Cuando introduzca una variable en la base, calcule el cociente (10) por cada resiriccién en
la cual la variable entrante tiene un coeficiente positivo. La restriccion con el cociente mas
pequetio s¢ denoming ganador de la proeha del cociente. El cociente mis pequenio es el
valor mas grande de la vanable entrante gue conservara todas |as vanables basicas actua-

les no negativas, En el ejemplo, el renglon 3 fue el ganador de la prueba del cociente para
mtroducer ¥y a la base.

Determinacién de una solucién factible
basica nueva: pivoteo en la variable entrante

Si volvemos al ejemplo, sabemos que el valor més grande que puede tener x; ¢s 4. En el ca-
s0 de gue x; = 4, &sta se debe volver entonces una varable bisica. Al observar los renglones
I a 4, se encuenira gue si x; se voelve una variable hdsica en el renglén 1, entonces, ¥, =

2 =8 en ¢ renglon 2, x; = ——5 en el rengldn 3, x, =_a1_ = 4. Asimismo, Como X No £s-
meuel renglon 4, x; no pwdzlhwawmaﬂehdﬂﬁcnel renglin 4, Por lo tanto, si se
desea que 1; = 4, se tiene que convertir en vaniable bisica en ¢l rengldn 3, El hecho de que
el rengldn 3 fue ol ganador de la prucha del cociente ilustra la regla siguiente,
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£En cudl renglén la variable entrante se vuelve bidsica?

Siempre transforme a la variable entrante en una variable bdsica en un rengldn que gane la
prucha del cociente (los empates se pueden romper de manera arbitrana).

Para hacer xy una variable bisica en el renglin 3 se aplican las operaciones elementa-
les com los renglones para que x; tenga un coeficiente | en ¢l renglém 3 v un cocficiente
cero en iodos los ofros renglones, Este procedimiento se llama pivetes en el renglon 3, v
el renglim 3 es el renglién de piveteo. El resultado final es que x, reemplaza a 3 como va-
riable bdsica para el renglén 3. El tdrmino del rengldn pivote en el que s& encuentra la
variable bisica de entrada recibe el nombre de términe pivote, Se procede como se hizo
cuando s¢ estudid el método de Gauss-Jordan en el capitulo 2; se convierie a x; en una va-
riable bdsica en ¢l rengldn 3 efectuando ciertas DER,

OER 1 Se genera un coeficicnte | para x; en el renglén 3 cuando se multiplica & renglon
3pur§.E]r¢nn!¢nmulm{mrndumnmm’ para indicar que es la primera ite-

00) &1

Xy + 0.75x; + 0.25x; + 0.55, = 4 (renghin 3')

DER 2 Para obtener un cocficients cero para 1, en €l renglén 0 se reemplaza el renglon O
con 60 renglin 37) + renglin 0.

r + 15x; — 5xy + 305, = 240 (renglém 0°)

QER2 Para crear un coeficiente cero para xy en el renglon 1 se reemplaza el renglon 1 por
=R{renglin 37) + renglon 1,
—Xy +l] _'dn.'lj = 16 [I'*'l']
OER 4 Pam obtener un coeficiente cero para x) en el renglén 2 se reemplaza ¢l renglén 2
con —d{renghén 37) + renglén 2,
—.:;+ﬂ.51_1,+31—h],=4 [*!"I
Come x; no s encuentra en el rengldn 4, no es necesario gjecutar un DER para eliminar
x7 del rengldn 4. Por lo tanto, ya se podria escribir ¢l “nuevo”™ renglon 4 (se ke llama ren-
glén 4" para que haya consistencia con la oira notackin} como
s+ 5y = 5§ [renghin 4')
Al poner juntos bos renglones 0'a 4 se obtiene la forma candnica que se ilustra en la tabla 6,
Al buscar una variable bisica en cada renglin de la forma candnica actual se tiene que
VB = {z, 5y, 512, Xy, 8} ) VNB = {83, 13, 13}
Por tanto, la forma candnica | genera la solucion factible bisicaz = 240, 5, = 16, 5; = 4, x;
=4, 53 = 5,4 = X3 = §; = . Se podria haber pronosticado que el valor de z en la forma
candmica | seria de 240 con base en el hecho de que por cada unidad que crece x; s¢ incre-
menta 2 en 8. Como x; crecid 4 unidades (desde x; = 0 hasta x; = 4), sc esperaria que

Walor de z en la forma candnica 1 = valor inicial de + 4(60)

= 0 + 240 = 240

TaBLA &

Farma Gramics 1

Renglén 0 = + l3x; —  5ny + 30g, = z =240
EI‘.'I?IE]I!ITI 1" =l X + L] L 'dn.'l‘j = [& = 16
Renglin 2° = Iz + 5y 4 53 = Imy = 4 §a = 4
Renglin 3° &) + 0.T5x; + (.25 + 0.55; = in=4
Renglin 4° X3 =3 £ =5
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Al obtener la forma candnica | a partir de la forms candmica incial, se ha pasado desde
una 5fb & una sfb mejor (un vabor z mayor). Observe gue La fb inicial v la sfb mejorada son
adyacenies. Esto s¢ infiere porque laz dos seluciones factibles bisicas tienen 4 — | = 3 va-
riables basicas (£, 52, ¥ £4) en comuin (5in incluir a 2, 1a cual e una vanable bisica en cada
forma candmica). Por consiguiente, se observa que al pasar de una forma candmica a la si-
guiente, se ha procedido desde una sfb a un sfb adyacente mejor. El procedimiente para pa-
sar desde una sfb a una sfb adyvacenie mejor se llama iteracion (o algunas veoes, pivaden)
del algortmo simplex.

Ahora se mbentar hallar una 55 que tenga un valor = més grande. S¢ empiczn por exa-
minar la forma candnica 1 (tabla &) para determinar si cg posible mcrementar = aumentan-
do el valor de alguna vanable no basica (pero conservando las otraz variables no hisicas
iguales g cern). Al reacomodar ¢l renglin V' para encontrar el valor de z se tiene

z = 240 — 15x; + Sxy — sy in
En (11) s¢ observa que al incrementar la variable no bésica x; en | {pero conservando xy =
& = 0 s reduce z en 13, (Pero eso no es 1o que queremas? Al incrementar la variable
ni bdsica £ en 1 {pero conservando x, = £ = (), z disminuye en 30. Tampoco es lo que
queremos. Por otro ledo, al incrementar x; en 1 {conservando x; = 53 = 0} s¢ incrementa =
en 5, Por lo wanto, decidimos que oy entre a la base. Recuerde que |a regla para determinar
Ia variabde entrante es seleccionar la vanable con el coeficiente mis negativo en @l rengldn
) actual. Come x; es la fnica variable con un coeficiente negativo en el renghon 0, enton-
ces debe entrar a fa base.

Al hacer crecer x; en | 52 incrementa = en 5, asi que &sia o5 la ventaja para hacer x5 tan
grande como sea posible. S puede incrementar x, con la condicidn de que las vaniables
basicas actualés (5, 83, X, ¥ 5;) $€ conserven nd negativas. Para determinar qué tan gran-
de puede serxy tenemos que conocer los valores de las variables basicas en términos de xy
{pero conservando x; = 5y = ). S¢ obtiene entonces

Del rengldn 172 5 = 16 + x5

Del renghdm 27 52 = 4 — 0,55y

Del renglon 3 x, = 4 — 0.25x,

Del renglim 4': 55 = 5
Estas ecuaciones indican que s = 0 v 54 = 0 3¢ conservarin para todos 1os valoges de x5,
A partir del rengldn 2° se fiene que 52 = 0 se cumple i 4 = D5 =2 ox = ﬁ =B A
partr del renglin 3" x; = 0 e cumple sid — 0025y, = {0, 03, = n;s = 16, Esto demnuses-
tra que Jo mis grande que puede ser ry & min {+5, 53 = 8. Este hecho se pudo descu-
brir también mediante (10 v la prucha del cociente como se seiiala;

Benglon 1'; sin cociente  {x3 tiens coeficiente negative en el rengldn 13
i
Rengion 2'; =— = §
glon 2 53
d —
0,25
Renglén 4°: sin cocients (x, Gene un coeficiente ng positivo en el renglin 4)

Por consiguiente, el cociente mids pequedio 3¢ presenta en el rengldn 2°, por o que este ren-
ghn gana la prueba del cociente. Esto quiere decir que se deben efectuar OER para hacer
que x; 5ed una variable bisica en el rengiin 27,

Rengldn 3" 16

BER 1 Se genera un cocficiente | para x, en ef rengldn 2' al reemplazar ¢l renglon 2' por
2irengldn 2
_.ll':"'l']+.131-_q'53=5 ”ﬂ

DER 2 Se genera un coeficienie O para xy en el renglim 07 al reemplazar &l renglén 07 por
S{renglén 217 + rengldm 0°:

£+ Sxy + sy + 105, = 2R0 [rumghin 07)
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TABLA T

Farma canduica

Varable
Ranglin Bisica
(1 z +  Ax + My + 15y = = 18D
]H - 1!1 +* L1 + 1‘!1- - E.I') - 14 Iy - 1‘
i - 1l'z+||::| + lij— -*-T_h = I_:‘-H-
3 X) + I.E!‘.I'; - ﬂjj]-"‘ ]jj] - XK = 2
4 X3 * 5y =5 53 =5

DER 3 Sc encuentra un coeficiente 0 para x; en el renglon 1" al reemplazar el renglon 1°
por rengldn 2 + renglon 1':
—l:=+5|+1£=—351==4 H‘I']

DER 4 Se determing un coeficients 0 para x5 en ¢l rengldn 3" al reemplazar ¢l renghon 3°
pnr—%{rmghhf_l+3':

xp # 1.25x = 035y + 155y = 2 [renglia )
Puesto que ©y va tiene un coeficiente cero en ¢l renglin 4', se puede escribir
pta=>5 (renghin &)

Al combinar bos renglones 07 a 4" 2 obtiene la forma candnica mostrada en la tabla 7.
Al buscar una variable bdsica en cada renglon de la forma candnica 2 se encuentra

VB = |z, 51, X3, 3, 5a) ¥ VNB = {53, 53, %3}

La forma candmica 2 genera la sfb siguiente; z = 280, 5, = 24, 5, = B, x, = 2,554, = 5§,
&3 = &y = 13 = [, 5e podria haber pronosticado que la forma candnica tendria 2 = 280 con
base en ¢l hecho de que cada unidad de la variable entrante oy incrementd a z en 5, v se ha
incrementade ¥, en § unidades. Entonces,

Valor = de la forma candnica 2 = valor = de la forma candnica | + B(5)
= 240 + 40 = 280

Como las sfb para las formas candnicas | v 2 tienen (gin incluir a 2} 4 = | = 3 vanables
bésicas en comin {3, 54, %), 5on soluciones factibles bisicas adyacentes.

Como va se termind la segunda iteraciin (o pivoteo) del algoritmo simplex, s¢ exami-
na la forma candnica 2 para ver si s posible encontrar una sfb mejor. 51 se reacomoda el
renglén 07 ¥ 52 despeja 2 se obtiene

z = I80 = Sry = 10s; = 105, (2

A partir de (12} s¢ observa que al incrementar x; en 1 (pero conservando 5; = 85 = ) dis-
minuye = en 5; al incrementar 5; en 1 (pero conservando 5, = 1y = 0) disminuye z en 10;
al incrementar £; en 1 (pero conservando x; = 5; = 0] disminuye 2 en 10. Por consiguien-
te, al aumentar cualquier variable no bisica, se propicia que z disminuya. Lo anterior
podria hacernos pensar que la sfb actual a partir de la forma candnica 2 es una solucidn
optima. ;Y es lo correcto! Para ver por qué, examinemos {12). Ya sabemos que cualquier
solucidn factible para el problema de los muebles de Dakota debe tener x; = 0, 5 = 0, and
sy =0y =iz =0, =105 = 0, ¥y =105y = 0, Cuando se combinan estas desigualdades
con (12) es evidente que cualquier solucidn factible debe tener z = 280 + términos que
son = 0 v z = 280, Muestra sfb actual tiene z = 280, asi que debe ser dptima,

El razonamiento que s¢ usd para demostrar que la forma candnica 2 es dptima, giraba
alrededor del hecho de que cada una de sus variables no hdsicas tenia un coeficiente no ne-
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OBSERVACIONES

gativo en el renglon 0%, Esto quiere decir que podemos determinar si una sfb de una forma
candnica es dptima mediante la aplicacién de la regla simple siguiente:

£Es una forma candnica dptima (problema de maximizacién)?

Uina forma candnica &5 dptima (en el caso de un problema de maximizacton) si cada varia-
ble mo bdaica tiene un coeficients no negativo en &l renglin 0 de 1a forma candnica,

1 El coefictente die una variable de decisidn en el renglin 0 s¢ cosoce a menudo como | coste re-
ducido de la variable. Por lo tanto, en lo forma candnica optima, los cestos reducidos pam ¥, ¥ ¥,y
som L, ¥ el costo reduckdo para x; &5 5. El costo reducido de una variable no bésica s 1a cantidad en
que disminuini el valor de z 5i se mcrementa el valor de la variable no bisica en 1 (pero iodas las
ofras variables no bisicas siguen siendo iguales a cera). Por ejemplo, el costo redwcido para ks varia-
ble “mesas™ (2] &n la forma candnica 2 es 5. A parter de (12) 22 observa gue al incrementar xs en 1,
= disminaye en 5. Nitese qoue como todas las variables bdsicas (excepto =, naturalmente) deben te-
ner coeficientes cero en el rengldn 0, el costo reducido para una variable bisica seri siempre 0. El
concepie de los costos reducikdos se analize con manyores detalles en los copitulos 5 y &,
Estos comentarios son cormeclos s6lo 51 los valores de iodas las variables biskcas siguen siendo
mi negativos después de que [a vanioble no hisica crecia 1, Cuando x; crece 1, 5y, %y ¥ £; 500 B0 ne-
gativas, par lo que ¢l comentario es vilido.
2 Seohserva en ln forma candmica 2 que la solucion optima al problema de los muebles de Dako-
ta s fabricar 2 escritonios (x; = 2) v B sillas (x; = 8). Como x; = (), ninguna mesa se debe fabri-
car. Asimisme, 5, = 24 ex roeonable ponguoe se estan usando salo B 4+ B(Z) = 24 pees tablon de ma-
dera. Por tamto, no s cstin usando 48 — 34 = 24 pies wbltn de madera. De ipaal manera, 5, = §
thene sentido pongue, sungue hasta 5 messs se podrian kaber fabricado. en realidad we peoducen O
miesas. Por tamto, 18 holgum en la restniccion 4 e5 5 = 0 = 5 Como 53 = 53 = (), todas las horas dis-
pondbles de scabado v de carpinterfa se utilizan, asl que las restricciones de acabado ¥ de carpinte-
ria son activas.
31 Escogimos que la variahle entrante sen la que tiene ¢l cosficiente mis negative en ¢l renglin 0,
pera e510 no sbempre lleva ripidamente a la sfh Optima (wéase problems de repaso 11). En la reali-
dadl, incluso si se sebecciona la vanable con el coshiciente negativo mas pequsiio (en valor absoluso),
el alporiime simplex encontrard finalmente ln sobockdn dptima del PL.
i Aunque se podria escoger cuakquier vanahle con un eoeficlents negative en ¢l renglon O par in-
troducir a la base, e necesano scheccionar ¢l renglom de pivoteo medfarte In precha del cociemte. Pa-
ra demostrarky formalmene suponga que s¢ ha escogido a x; para que entre a la base, v en la descrip-
citm actaal x; e una vannble hilsica en el repghin & Entonces, el renglon & se podrin escribir comao
Gy e = by
Considers cualquier otra resiriceidn {por ejemplo, €] renglon /) en lo forma candmica. E] renglim § en
ln Forma canfmica actual s podria expresar camo
gt + =y
54 se toma como pivote el renglon & ésie se vuelve
S
iy

El naevo renghtn § despusés del pivoteo se obtiene al sumar —a; veces la Gltima scuacion al rengldn
i de ln forma cantnica nctual, Asi se gener el nuevo renglém §

W+ =~ D
iy
Y sabemos gque despuds del pivotes cada restriceion debe tener un sepando miembre no negati-
vo., Por consigusente, @y, = 0 debe cumplirse para asegurar que el rengldn k tiene un lado derecho no

negative después del pivoteo, Supongn que a,; > (. Luego, pura asegurar goe el renglom § tengn un
lade dereche no negative después del pivoten, se debe tener

b~ By o
il
o bien, {porque @, = 0}
ot
8y Ay
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Por ko tambo, el renglan & debe ser un “ganador” de Ia prucha del cociente para asegurar gue ¢l ren-
glan f tenga on Lado derecho no negatve despusds de finalzar ¢l prosten,

S @y = 0, enanoes el ade derecho del renghin j serd oon wda segundad no negative despues del
pivoten. Esto s infiere porgque

&

o )

d

B coRseTvi ahora.

Comd se prometie antes, se ha esbozado un algpontmo gue procede desde una sfh hasta
una sfb mejor, Bl algoritmo se detiene cuando se defermina una solucibn dptima. La con-
vergencia del algoritme simplex se analiza en la seccidn 4,11,

Resumen del algoritmo simplex para un problema
de maximizacion

Pesa 1 Convieria la PL en una forma estindar,

Pase ¥ Encuenine ana seducion factible basica. Es facil si todas las restmcciones son == con
los respectivos lados derechos de las restriceiones no negativos. Luego la vanable de hol-
gura &, e puade usar comi la variable basica para el renglin i, 51 no hay sfb evidentes, en-
tonces se aplican las téonicas cstdisdas en las secciones 4,12 v 4,13 para encontrar un sfh.

Pasn 3  5d fodas las vamables no bisicas tenen coeficientes no negativos en el renglon 0,
entonces ki sfb actual s optana. 51 algunas vanables en el renglén U Henen coelicientes
neratives, enfonces seleccions la variable con ¢l coeficients mas negativo en el renglon O
para indroducirls en la base. Esta vanable recibe el nombre de variable s,

Pasa 4 Efectue OER con 2] fin de comvertir & la vanahble entrante en vanahle basica en
cualguier renglon gue gane la prieba del cocients (los empates se rompen en forma
arbitaria eligiendo & cualquier candidato), Despuds de que las OER se aplicaron para ge-
nerar una forma candnica nueva, regrese &l paso 3, usando In forma cenonica achead,

Cuando wtilice el algoritme simplex para resolver problemas, nunca debe haber una res-
miccion con él lado derecho negativo (@5 correcto para el renglon O tener el lado derecho
negativo: véase la seceion 4.6). Una restriceion con ¢l lado derecho negativo es por lo re-
gular el resultado de un emor en 1a prscba del coclente o al ejecutar una o mis OER. 5
una (o mids) de las restmieciones ticne un lado derecho negative, entonces yva no hay una sfth,
v Ing regles del algoritmo simplex no dasin logar o una st mejor

Representacion de los tableaus simplex

En lugar di cscribir cada vanable en cada restmcciin, s¢ usa con frecuencia un acomodo
resumido que se llama tableau simplex. Por ejemplo, la forma candnica
IT 1I| T = [
X+ &y =4
2oy a3+ 53 =13
s pscribinia en la forma abreviada que se ilustra en la tabla B {ths = right-hand side, lado-
derecho, 1d}, Este formato facilita deteciar vanables héasicas: solo busgue las columnas que
tengan uns 0la enfrada de | y odas las ofras enfradas iguales 2 cero (5, v 2.0 Al usar los

arreglos simplex, s¢ encerrard ¢ trmino pivode en un cireulo ¥ se denotard al ganador de
Ia prucha del cociente mediante an ®,

carivace & Mperie siase e prgeanacin gor obiedes



TABLA 8

Ua tableau simpla

'I'-Idlbhl
] 3, 5, i 5 el hizica
I | I ] i ] 5=6
0 1 ] | 0 i 5 =4
0 1 I ] I i 9 =1

PROBLEMAS

Grupo A

1  Unlice el algoritmo simpbex para resolver el probdema de
Crinpetio (gjemplo 1 del capitule 3).

2  Aplgue el algontmoe simplex para determinar I solu-
citm del siguiente PL:

max = = Jy; + ix;
LY ] o+ 2y = 6
ll:| ¥ I;‘L.H
Ty, Xz =10

3  Apligue & algoritmo simplex par solocionar el prohle-
mia s.:iu;u::n.::'

Ml = rry
5.8

=~ Iy ¥ X3y
11.'|+.l';|+ I]EEID
r=x+ 1= 10
ntrn- n=i
X Ty =0
4 Suponga gue usted dessa resoliver ¢l problema de Dorian

(ejemplo 2 del capliulo 1) medianie el algomimo simplex,
LOneé dificultsd podris haber?
§ Utilice el algoritmo simplex para resodver ¢f PL siguien-
e
max F = ¥y + 1
L] dx; + ap = 100
r + a3 =80
+ I = 4i

.o =0

B Udhce &l algoritmo simplex para resolver el PL sigubente
Max > =iy + 5 + Xy

xj *+ Iz 4+ lry =2

e + xp+ 2xpy=1

Xy = M

Kpe X3, 0, = i

28

2r; + lxy

Grupo B

T La recomendacion ha sido que en cada Heraciém del al-
goritmo simplex, la varisble entrante debe o1 (en un proble-
ma de maximceacion) iy que casse el mayor mcremendo en
ln funcidn obpetivo. Aungues esto ocasiona por lo regular
menos pivoiecs que oon lo regla para merosducir ol elemento
més negatve del renglon 0, 1a regla del mayor incremento ape-
nas si s¢ usa. JPor qué no?

4.6 Solucidn de problemas de minimizacién mediante el algoritmo simplex

Hay dos maneras distintas para que, mediante el algontmo simplex, se solucionen proble-
mis de minimizacion. 5¢ ilustran estos métodos con la resolucion de la PL siguiente:

4.6 Halocidn da problemas de minimizacion medianie ! aigentmo shmpie

min z = 2&; — Jxs
5.1 ntn=4
- (PLE
= S [+
X¥i, %3 = 1
149
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Método 1

La soluciin dptima para el PL 2 es el punto (x,, x;) en la region factible para el PL 2 que ha-
ceaz = 1y, — 3x; el minimo. En forma equivalente se podria decir que la solucidn dptima
para ¢l PL 2 es el punto en la regitn factible que hace a —z = —2x; + 3i; el méximo. Es-
to significa que es posible encontrar la solucidn dplima para ¢l PL 2 al resolver ¢l PL 2°;

max — =2 = —tx; + Jxy
+ =4
543 Iy X3 mr}
Xy _.I!}Eﬁ
J.'t...!.';Eﬂ

Se usard —z como la variable bdsica para el renglén 0 para la resolucion de la PL 2°. Des-
pués de afiadir las variables de holgura 5, v 5; a las dos restricciones, se obtiene el tablean
mnicial de la tabla 9. Como x; es la dnica vanable con un cosficiente negativo en ¢l renglém
0}, entonces se la introduce a base, La prucha del cociente indica que x» debe entrar a la ba-
s¢ en la pnmera restriceion, rengldn 1. El tableau resultante se presenta en la tabla 10,
Como cada variable en el rengldn 0 tiene un coeficientz no negative éste es un tableau
dptimo. Por lo tanto, la solucion optimapara el PL 2°es =z = 2 5: = 4,5, = 1l x; = 5
= ), Enionces, la solucion dptimapara laPL 2 esz = — 12, iy = 4. 5, = 10,5, =5, = 0
Al sustituir los valores de 1y v de x5 en la funcidn objetivo del PL 2 se tiene

= 2x, — 3x; = 20) — 3{4) = —12

En resumen, multiplique la funcitn objetivo del problema de minimizacion por =1 y re-
suelva el problema como si fuera un problema de maximizacidn con funcién objetive —z.
La solucitn dptima para el problema de maximizacion le dand a usted la solucion dptima pa-
ra el problema de minimizaciin, Recuerde que (valor z dptimo para el problema de minimi-
zacion) = —(valor 2 éptimo de la funcién objetivo para el problema de maximizacion).

Método 2

Es posible efectuar una simple modificaciim en el algoritmo simplex para poder resolver de
modo directo probdemas de minimizacion. Modifique el paso 3 como sigue: si todas 1as va-
riables no basicas del renglén O tienen coeficientes no positivos, entonces la sfb actual es

TABLA 8
Tableau inicial pary o FL 2. Mistodo 1
I 2 =3 1] (1] i =z =0
0 [ @ | i 4 o= '|'_=.p-
o 1 -1 o 1 6 ;=6  Ninguno
TaBLA 10
Tabiea fptime pora ol PL 2 Mitedo 1
Warili
-z & L L & i biifiza
1 5 1] 3 [} i2 - = |3
L1 | | | 0 4 =4
{ 2 i} 1 i 10 3= 10

garitons & Mpoime simplex y i progremasiin por chjatvs



TABLA 11

Tabluau inicial para f PL 2. Misods 2
ek
¥ K 5 & L [T T ] Crcmeba
1 = E ) 0 Ll 0 r=0n
0 | D 1 0 4 5 =4 1= 40
] I =1 i 1 fi sx=H Minguno
TABLA 12
Tablaan fpane pary of PL 2 Mitnda 2
Yariabie
I L &y L] i i nisicy
| =1 L] =3 0 =11 g ==[2
0 1 | [ 0 4 Ty = i
] | 0 | | i £ = 10

dptima, Si cualquisr variable no hisica en el renglin 0 tiene coeficiente positivo, seleccio-
ne la variable con el coeficiente “mds positivo” en el renglin 0 para que entre a la base,

Esta modificacidn del algoritmo simplex funciona porgue al incrementar una vaniahle
o bisica con un coeficiente positive en el renglin O disminuirg 2, 5i se usa este método
para resolver PL 2, entonces el arreglo inicial serd el que se ilustra en la tabla 11. Como x;
tiene el coeficiente mads positive en el renghin 0, se introduce x5 a la base, La prueha del
cociente seflala gue x; debe entrar a la base en el rengldn [, lo que da como resultado [a
tabla 12, Como cada variable en el rengldn O tiene coeficiente no positivo, éste s un arme-
glo dptimo.” Por lo tanto, la solucién Gptima para el PL 2 (como ya se vio) esz = —12,
X3 = 4-5] = [D-I| — Fi = (]

PROBLEMAS

Grupo A
1 LHilice el algoritmo simplex parn determinar 1o soluckin 3 Uhilice ¢l algoritme simphex para determinar ks solucidn
Gpiima del PL siguieste: Gptima del PL sigubense:
min & = 41, = X3 min z = dxp — Sry
¥ | 2ty =8 a4 gy + By = 12
X3 =5 h. + _:'l.'I:;- = b
X=r =4 Xy, Iy = 0
X, %3 =0 4  Uhilice el algoritmo simplex para determinar la solucidn
2 Utilice el algoritme simplex para determinar ka solucion optima ded PL siguiente:
opiama del PL sagusente: min = = =3x; 4+ Hry
min & = —X¥, — X3 54 4y, + lxy = |2
.0 .31|_.I;|=‘:| .1:|+3.:,==:b
Xy # oy =l x,xz =10
O

"Para ver gue esie inhleaw ex ptimo, ohsérvese que a partir del renghén @, z = — 12 + Sx; + 33, Possio goe
g =0y 5 =0, esio demuesirs que 2 = — 12, Por lo tasdo, b sth scouad (que tiene = = —11) debe ser Optima
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4.7

Soluciones dptimas alternas

Refiérase al ejemplo 3 de la seccidn 3.3, Recuerde que para algunos PL, més de un punto
extremo es oplimo. 51 un PL tiene mis de una solucidn dpima, entonces se dice que tiene
soluciones ptimas alternas o miltiples. Enseguida se explica cdmo el algoritmo simplex
s pucde aplicar para determinar si un PL tiene soluciones dptimas alternas.

Reconsidere el ejemplo de los muebles Dakota de |2 seccidn 4.3 con la modificacion de
que las mesas se venden en 35 ddlares en lugar de 30 (véase tabla 13). Como x; tiene el
cocficiente més negativo en ¢l rengldn 0, se introduce x; a la base. La prucha del cociente
sefiala que x; debe entrar en el tableaw 3, Ahora sblo xy tiene coeficients negativo en el ren-
gldn 0, asi que x; entra a la base (véasc tabla 14). La prucba del cociente indica que x; de-
be entrar a la base en €l renglon 2. El ableau resultante Gptimo & presenta en la tabla 15.
Al igual que en la seccidn 4.3, este arreglo indica que 1a solucion optima para los muchles
Dakotaessi = M. =B xij =l =5 vyn=n=n=10

TAaBLA 13
Tabiiaaw inical pera Dakota Furnitere (33 fdieres/mesa)
Tarighlk

z L & ] & & & & L b Cariente

| —60  -35 - 20 o 0 @ 0 8 z=0

0 8 g | ! 0 60 0 48 5=48 J=

0 4 2 15 0 1 0 0 0  g=20 Ty

0 @ 1.5 05 0 0 | 0 8 5=8 F=a

0 0 1 0 0 0 0 I = Ninguno

TABLA 14

Primer tablaaw para Dakota Furnitare (15 dflares/mess)

Saghd o = T o e o B = e e N T e

: X 0% 08 & & & Yl L r‘ﬂ* _ Ceciele

10 10 -5 ¢ 0 30 0 M0z =240

o 0 D -1 1 0 4 0 16 5 =16  Ninguno

U T 63 o 1 -2 0 4 ;=i =g

0 | 0.75 025 0 0 05 0 4 5 =4 i = 16

o0 1 0 0 0 0 I 5 =3 Ninguno
TaBLA 15
Begunc Eadleaw (ptima) par Daenta Farmeture (35 dotaresimesd)

Vantie

£ & 5 By & L] & L " ] hisies
10 0 0 ] 10 10 0 280 : =280
o 0 -2 0 1 2 -4 0 M on=M
0 0 - 1 0 2 -4 0 B nm=8
1] | @ ] 0 =05 1.5 0 p) Xy =
0 0 I 00 0 0 ] 5 m=5

pipiTonn & Mporibm simplen I3 propramaciin par abjetives



TABLA 16
Oro tableas dping gara Dakota Firnthre (35 dolaresimesa)

Warale
[ 5 5 5 5 % 5 5 m Rasich
| L] i i il 10 10 fi TR > = 280
0 16 i i 1 1.2 -55 0 372 5 = 272
L 1.6 0 | L 1.2 =16 0 11.2 =12
[} 0.8 i 0 [ 0.4 1.2 0 1.6 = 16
o -8 0 [ 0 0.4 -1.2 1 314 5= 34

Recuerde que todas las variahles basicas deben tener coeficiente cero en el renglén 0
(de otro modo, no seran varables bisicas). No obstante, en el arreglo optimo, hay una va-
righle no bisica, x;, que ambién tene coeficients cero en el renglén 0, Veamos qué suce-
de =i entra x; en la base. La prueba del cociente seftala que x; debe entrar a 1a base en el
renghan 3 {compruébelo). Este arreglo resuliante se da en la whla 16, Lo que es importan-
te ohservar €3 que coma ¥y Hene coeficiente cero en el renglan O del arreglo dptimo, el pi-
vole gue infrodice a x; en la base no cambia el renglon 0. Esto quiere decir que todas las
variables en el nuevo renglin 0 tendrin todavia coeficientes o negatives. Por tanto, ef nue-
vo arreglo ambidn es dptimo, Puesto que ¢l pivote no modificd el valor de z, una solucidn
optima alterna para el cjemplo de Dakotacs z = 280, 5, = 272 5 = 112, 53 = 1.6, 5 =
Jdyx =gy =g =,

En resumen, si las mesas se venden en 35 dolares, Dakota puede obtener 280 dolares
comms ingresos por kas ventas mediante la manufactura de 2 escritorios v 8 sillas, o bien, con
la produccidn de 1.6 mesas vy 11.2 sillas. Por lo tanto, Dakota tiene puntos extremos Gpti-
mos miltiples (o alternos).

Como se establecid en el capitulo 3, se puede demostrar gue cualquier punto en ¢l seg-
menio de recta que une dos punios extremos Optimos también serd optimo. Para ilustrar es-
ta idea, se expresarin los dos puntos extremos dptimos:

Fx 2
Punto extremo Optimo | = | X2 = [
2] |8
'I." n
Punio extremo dpimo 2 = | T2\ =| 1.6
| nf 112
Por lo fanto, para 0 = ¢ = |,
X z 0 2r
LBl=¢|0|+ ({1 =&)]| 16]=| 16— 16
) i 11.2 112 =22

sera Optimo. Esto demuestra que aungue 2l gjemplo de Dakota tiene sdlo dos puntos extre-
mos Gplimos, hay una cantidad infinita de soluciones optimas para el problema de Dakota
Por gjemplo, al escoger ¢ = (1.5 se obtiene la solucidn dptima x, = 1, x; = 0.8, x; = 9.6,
Si no hay variable bésica con un coeficiente cero en el renglém 0 del fableau Gptimo, en-
tomces el PL bene una solucidn dptima dnica (véase problema 3). A veces es posible que
hasta cuando hay una variable no bdsica con un coeficienie cero en el renglén 0 del tableau
dptimo el PL no tenga soluciones dptimas alternativas (véase el problema de repaso 25),
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Demmecatre gue 8i na sobdade de juguete se vendiera en
28 dalarss, enfonces el problema de (upette tendrin sohe-
clones dpiimas aliemas,

2  Demisestre que el PL saguiente ene seluciones Snlmas
afternas; emcuentre tres de ellas

3 = 3,5 = s5; = 0 ea la (nica solucidn Gplims pars esie
FL. (Segerencia: | Puoede coakpaer punbo eximemo que tene
w5 = 0o sy = 0tener z = 10F)

T Explique por qué of conjunio de solecionss dptimaes do
un PL 25 un oonjuris comaei.

max = = dny + f 8 Considere un PL con el mbbesu éptimo de 1a abla 18.

50 Sxy + Trz = 33 B | Tiene este PL mis de una sfb que sea dptima?
a2y =2 b Cuimas solociones dptimas tieac esic PLY | Swre-
A xg =0 rencia: 51 ¢l valor de x: amenta, emomees camo cam-

bian |os valores de las varmbles bisicas y el valor 27
Caracience todas [os soluciones Optimas del PL sigusen-

3 Encuentre souciones dplumas altemas para el PL sypaente:
may & = ¥, + X

L4 X Fryt =l L
.I:|+1I:1,5| m’;==_3.:l:_d.
Todax, =0 4.3 Xyt oyt lpg o+ 2z =12

. . . s 4 Loy o drg 4 Sxg = 5§
4 Determine iodas las soluciones dptimas aliermas para ol I' * o

PL sigusente: Toda x, 2= 10
mex = Jx; + Jus
&8 ntn=l TaBLA 17
Todda o = 1 L & t 5 5 M
§ Culinos soluciones bigicas fectibles deme el siguienie o 0 2 3 10
problema hineal’”
max £ = Xey + iy 0 I 4 ? < 4
£l n+n=h 0 0 I I I 3
l'ﬂ + x¥; =% 13
Towday x; = i) TABLA 18
Grupo B TR S S S N
B Suponga que ha encontrado este ablesu Gptime (labla I L) 0 ] 2 2
17} para un prodlema de maximizacidn. Aplhgue el hecho de i 1 i =1 1 2
que toda variable me bdsica tiene un cosficiente rigurosa- 0 I -3 3 3

memle posaliva en el renglon O pam demosirar que o, = 4,

4.8 PL no acotados

En la seccidn 3.3 se menciond que para algunos PL existen puntos ¢n la region factible pa-
ra los cuales z asurne valores arbitrariarmenie grandes (en los problemas de maximizacion)
o arbitrariamente pequeios (en los problemas de mimmzacion). Cuando se presenia esia
situacidn, s¢ dice que el FL ¢s no acotado, En esta seccidn se explica como se aplica el al-
goritmo simplex para determinar 51 un PL 28 no acotado.

dreadco Hakeres | Un FL no acotado

Breadeo Bakeries elabora dos clases de pan: baguette v pan negro. Cada baguerte se ven-
de en 36 centavos v cada hogaza de pan negro se vende en 30 centavos, Para elaborar una
baguette s¢ requieren | paquete de levadura v 6 onzas de harina; para el pan negro se re-
quigren | pagquete de bevadura v ¥ onzas de haring. Breadeo tienc cn la actualidad 5 pague-
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tes de levadura v 10 onzas de harina. Se pueden comprar més paquetes de levadura a 3 cen-
tavos cada uno v harina a 4 centavos la onza. Plantee v resuelva un PL con el que se pue-
da maximizar la utilidad de Breadco {= ingresos - costos),

Defina

xy = numero de baguettes horneadas

x; = niamero de hogaras de pan negro homendas
nimers de paquetes de levaduras comprados
numers de onzas de haring compradas

Entoncas, &l objetivo de Breadeo es maximizar 2 = ingresos — costos, donde

Xy

Xy

Ingresos = 36x; + 3, ¥ Costos = 3y + 4y
Por lo tanto, la funcion obpetivo de Breadco es
max 2 = 36z, + My — Jxy — dxy
Breadco s enfrenta a las restricciones siguicntes:

Restricchém 1 Nimero de paquetes de levadura usados para elaborar el pan, no puede ex-
ceder 1a levadura disponible mas la levadura comprada.

Bestriceidn 2 Las onzas de harina para elaborar el pan no pueden exceder la harina dispo-
nible mas la harina comprada.

Comao
Levadura disponible + levadura comprada = 5 + x,
Harina disponible + harnina comprada = 10 + x4
La restriccion | se podria expresar como
n+nsitan o bien, n+x-—5n=35
v la restniceion 2 se podria escribir como
Gy + 53y = 0 + x4 o kien By + 55 — 3y = 10
Si s suman las restriccidnes x; = 0 = 1, 2, 3, 4) se obtiene el PL siguienie;
max z = 36x; + 3y = 3xy = dxy
a4 I+ Ey—¥y=EH (Restriccidn de la levadura)
Gy + Sx; —xy = 10 (Restriccidn de la harina)
Xy, Ea, By, kg =0

Al agregar las variables de holgura 2, v 5; a las dos restricciones se obtiens el tableau de
la tabla 1%.

TABLA 18

Tattean nifiel gara Breadcr
Turiatie
E & Iy By & & B Ld basTa ety
1 ~36 - 30 3 4 0 0 0 z =0
1 1 1 0 1 0 5 gy 2 =5
0 &) 5 0 | 0 1 10 5 = 10 18 . 2
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TABLA 20

Primer tablaae te Breaccn %

Variabie
£ 5 5 & & 5 L L Bisize Lacinbe
10 0 I -2 0 6 60z =60
o ¢ o oa @O 1 L B2 =0 Byl
01 2 R L 1 2 5n=}3 Nirgurs
TaBLA 21
Sequado labieas gara Breades

tariabie

I 5 & 5 & # & tn Basicn Lacierts
| 0 2 - 0 12 o = o= 100
i L] | =i 1 ] = il 1] xy = M Mingrm
0 | | -1 0 1 5 x=3  Ninguno

Come —36 < =30, x, éntra a la base, La prueba del cociente indica que x, debe entrar
en el renglén 2. La entrada de x, a la base en ¢l renglon 2 genera el tableau de la wbla 20,
Como x, tiene el dnico coeficients negativo del renglon 0, entra x, a la base. La prucha del
cociente sefiala que xy debe entrar a la base en el rengldm 1, ¥ el resuliado se observa en la
tabla 21. Como x, tiene el coeficiente mis negativo en el renghon 0, nos gustaria infroducir
@ 1y cn la base. Pero la prucha del cociente no sefiala el rengldn en el cual x, debe entrar a
la base, ;Ouwé e bo que sucede? Si regresamos a los idens hisicas que nos levaron a la prue-
ba del cocsente, vernos que cuando T3 s incrementa (conservando las ofras variables no bé-
sicas iguales a cero), las variables bisicas actuales, x; ¥ xy, cambian como se indica:

r4=1|'1:| +ﬁ13 ["l]
n=5+x (W)
Cuando x5 s¢ incrementa, sumentan fanto xy como x;. Esto quiere decir que no impor-
i qué tan grande sea xy, las desigunldades x, = 0y x, = 0, seguirin siendo vilidas, pues-
to que por cada unidad que s¢ incrementa x; aumenta z en 9, 5 posible encontrar puntos
en la regidn factible para los cuales 2 asuma un valor arbitrariamente grande, Por gjemplo,
i5e puede encontrar un punto factible con z = 10007 Para logrario ¢s necesano imcremen-
tar z en 1000 — 100 = 900, Por cada unidad que aumenta x;, 2 aumenta 9, por lo gue al
incrementar x, en 5 = 100 nos debe dar z = | 000, Si hacemos x, = 100 (¥ s¢ conser-
van Loz oiras vanables no bisicas én cero), entonces (133 v (14) muestran que xy v x; de-
ben ser ahora iguales a
xg = 20+ G100} = &30
= 5+ (100) = 105

Por lo tanto, x; = 105, x3 = 10, x; = 630, x; = 0 &3 un punio en la regeon factible conz =
| (MM} Es posible encontrar de modo similar puntos en la region factible que tengan arhitra-
namente valores de 2 grandes. Lo anteror significa que ¢l problema de Breadeo ¢s un PL
n0 acotadao,

A partir del gjemplo de Breadco se observa que un PL no acotado se presenta en un pro-
blema de maximizacidén si hay una variable no bdsica con coeficiente negativo en ¢l ren-
glon 0, ¥ no hay restricciones que sefialen que fan grande puede llegar a ser la vanable no
bdsica, Esta situacidn ocurrird cuando una variable no bisica (como x; ) tiene un coeficiens
te negativo en el renglan 0 v coeficientes no positivos en cada restriccion. En resumen, wn
PL no acotads parae un problema de maximizacidn se presenta cuando una variable con
cogficiente negative en & renglon 0 tiene un cogficiente no positive en cada restriccidn,
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5i un PL es no acotado, se lega finalmente a un tableau donde uno quiere introducir una
wvariahle (comao x;) en la base, pero fracasa la prucha del cociente. Esta es quizd la manera
ms ficil de detectar una PL no acotada.

Sepln s¢ menciond en el capliulo 3, un PL no acotado es el resultado de un mal plan-
teamienio. En ¢l ciemplo de Breadoo, se obtuvo un PL no acotado porgue se permitid a
Breadeo pagar 3 + 6(4) = 27 centavos por los ingredientes para una baguette v heego ven-
derla a 36 centavos. Por fo tanto, cada bapuette gana una utilidad de 9 centavos. Como las
compras ilimitadas de levadura v harina estin permitidas, es evidente que el modelo per-
mite a Breadco elaborar tantas hegueties como desee, con lo que ganaria utilidades arbi-
trariamente grandes. Esta es la causa del PL no acotado.

Desde luego gue la formulaciin del ejemplo de Breadeo ignord varios aspecios de la
realidad. Primero, se supuso que la demanda de los productos de Breadceo es ilimitada. Se-
gundo, se pasd por alio el hecho de que ciertos recursos para elaborar el pan (como los hoe-
nos ¥ la mano de obra) tienen un abastecimiento limitado. Por altime, se hizo la suposi-
cidn irreal de que se podrian comprar cantidades ilimitadas de levadura y harina.

PL no acotados e indicadores de no acotamiento

Congidere un PL cuya funcidn objetivo és ¢jx; + ooty + + gr. Seae=[¢; ...
Cx]. 51 el PL es un problema de maximizacion, enfonces el PL seni no acotado =1 v solo si
tiene una direccion de no acotamiento d que satisface ed > (). Si el PL es un problema de
minimizacion, entonees el PL serd no acolado =1 y sblo si tene una direccidn de no
acodamiento d que satisface ed < 0, En el gjemplo 3, el dltimo arreglo nos muestra que si
¢ Cmpicza en ¢l punio

-::E::E:'—n

0

(las variables se listan en ¢l mismo onden que en el iableau), es posible encontrar un
indicador de no acotamienio como s¢ indica enseguida. Cada unidad que crece x; mantie-
ne la factibilidad si se incrementa x; en una unidad v x,; en seis unidades v se conservan
sin cambio 3 x3, 5 ¥ &; Puesio que es posible aumentar x; sin limite, esto quiere decir que

I

|

|

d=

f

1]

0]

es un indicador de no scotamiento. Como
.l.
1]
|
ed=[36 30 -3 -4 0 0}f =9

0
[0
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va sabemos que el PL es no acotado. Lo anterior se infiere porque cada vez que nos des-
plazamoes una cantidad en la direccion d (dicha cantidad awmenta x, en una unidad) se in-
crementa 2 en 9, ¥ es posible movernos lanto como querarmos en la dirscciom d.

PROBLEMAS

Grupo A
1 Demuestre que ¢l PL sigaiente &5 no acotadn
max & = X,
50 I — xS 4
I v + Xy =1
.I'|...I:-F—"[|'

Emcuepire wn punio e ba regidn factible con = 2= 10000,

2 Establezca una regla mediame ks cual se pueds determi-
aar & un problens de minismizacion tene uma solucidn dp-
tigna no acntada (e dedr, 52 pesde hacer a z arhstmmamern-
te pegqueeiia) Apligue 1o regls para demostrar goe

minz = =y = Jx;
A = =l
I — ik =2
.'I:|..I'1E |:|
&5 un FL no ncotadn,

3 Sapomga que al resolver un PL se obtiene el tablesu de
la ahla 22 Aundgque x; puede entrar o la hass, este PL es no
gcotado. | Por qué?

§  Resvelva el problema L de la seccidn 3.3 mediante el
mitoda simplex,

1 =3 =2 i L} 1]
] 1 =1 I 0 3
i Fd i L] 1 4

8 Diemuestre que el PL siguienie o5 no scolade:
max I = Xy + 25
W4 Ty 4 Ay E 2
_lli|+.=t;'5|
X Iy =0
B Demuesire que el PL siguienie es no acotado:
min 2 = =iy = Iry
50 By — dnp =4
=g+ =3
I|..I':Eﬂ

4.9 Fl paguete para computadora LINDD

Linus Schrage cred (1986) LINDO {Linear fnteractive and Discrete Optimizer). Es un pa-
quite para computadora de feil veo, medinntz e cual se pueden resolver problemas de
programacion lineal, por enteros o cuadritica.” En el apéndice A de este capitulo, se da una
breve explicacion de cdmo se puede usar LINDO para resolver con PL. En esta secciin si-
bo se explica la relacion entre la informacion impresa de los resultados qoe da LINDOD v €l
andlisis del algoritmo simplex.

Empezamos por analizar los resuliados que proporciona LINDO para ¢l ejemplo de los
muehles Dakota (vease figora &), LINDD permite que el usuario nombee las varables, asi
que s¢ definen

DESKS = nimero de escritotios producidos
TABLES = nomero de mesas fabricadas
CHAIRS = mimero de sillas prodocidas
Entonces, la formulacidn de Dakeda en el primer blogue de la figura 6 es

max 6 DESKS + 30 TABLES + 20 CHAIRS {(Renglon 1)

"Wiéanse un andlisis de la programacidn por enteros en ¢l capitule 9 ¥ de la programacion cusdritica en el ca-
pinsdo 11
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FIGuRrRAa B
Resultades segin
LINDO para &
gjempla de Dakots

% GEDETIT-ANTEE FR R 1RE
SRE ] SLES-+~CHE RSl

.
SSTRELES SCHAIRTIR

s.a 8 DESKS + 6 TABLES + CHAIRS =< 48 (Renglon 2) (Limitacion de la madera)
4 DESKS + 2 TABLES + 1.5 CHAIRS = 20 (Renglén 3) (Limitacién del acabada)
2 DESKS + 1.5 TABLES + 0.5 CHAIRS = B (Renglén 4) (Limitackon de la carpinteria)
TABLES + = 5 {Renglon 5)
DESKS, TABLES, CHAIRS =

{LINDHD supome que todas las vanables son no negativas, por lo que las restnicciones de no
negatividad no se tenen que introducic a la computadora.) Con el fin de ser consistentes
con LINDO se ha designado como renglon | & la funcidn objetivo, v a las restricciones co-
mo renglones 2 a 5.

Para introducir este problema en LINDO, asegirese que |a pantalla tenga una ventana,
o drea de trabajo, vacia, con “Untitled” en la parte superior del drea de trabajo. 51 es nece-
saro s abre una nueva ventana mediante la seleccidn de New (Nuevo) en el meni File (ar-
chiva), o presionando ¢l boton de Mew File (Nuevo archivo).

El primer enuncisdo en un modelo LINDO es siempre ¢l objetivo, Se introduce ¢l ob-
Jetivo casi como usted 1o escribiria en forma de ecuacion:

MAX 60 DESKS + 30 TABLES 4+ 20 CHAIRS
Esto le dice a LINDD) que maximice la funciin objetivo. Proceda con la introduccion de
las restricciones comD sigue:

SUBJECT TO (R s.a)

i DESKS + 6 TABLES + CHAIRS <= 48

4 DESKS + 2 TABLES + 1.5 CHAIRS < 20

2 DESKS + 1.5 TABLES + .5CHAIRS < 8

TABLES < §

Advora su pantalla fecird como la de la figara 6. Observe que LINDO supone en forma an-
tomdtica que Wxkas las variables de decizidn son no negativas,

Para guardar ¢l archivo v poderlo usar después, seleccione Save (Guardar) en el mena
File {Archivo) ¥ cuando pregunte por un nombre de archivo reemplace ¢l simbola * por un
nombre que usted escoja (escogimos Dakora). No éscriba sobre los caracteres .LTX. Ense-
guiida podria usar el comando File Open (abrir archive) para regresar al problema.

Para resolver el modelo se procede de la siguiente manera:

1  Seleccione la orden Solve en el memi Solve (Besolver) o dé un clic en el bobon con un
ojo dhe buey,
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FIGURA T
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W, ITERETI0HI= |

2 Cuando pregunie si usted desea un mtervalo (andhsis de sensibilidad), escoja No. S
explica como interpretar un intervalo o andlisis de sensibilidad en el capitulo 6.

3 Cuando esté terminada la solucidn, aparecerd una pantalla que muestra €] estado del
comando Solve, Después de revisar la informacidn mostrada, seleccione Close {Cerrar),

4 Ahora usted debe ver la informacion que introdujo en una ventana que se llama “He-
ports Window”, Dé un clic en cualquier parte de esta ventana, y sus datos desaparecerin
del primer plano. Desplacese hasta la parte superior de la ventana vsando la flecha anica de
la parte derecha de la pantalla, v enseguida ésta se verd como la de la figura 7,

Los resultados de LINDO en la figura 7 indican
LP OFTIMUM FOUND AT STEP 2

lir que sefiala gque LINDO encomtnd la solucion dptima después de dos iteraciones (o pivo-
ite0s) del algoritmo simplex,

OBJECTIVE FURCTION VALUE 230, (8Ks0000
indica que el valor de z dptimo es 280,
VALUE

da el valor de la variable en la solucion dptima del PL. Por lo tanto, la soluckén optima e
recomienda a Dakota producir 2 escritorios,  mesas v B sillas,
SLACK OR SURPLUS

proporciona el valor de holgura o excedente en la solucidn dptima. Por ko tanio,

51 = holgura para el renglin 2 en el resultado de LINDO = 24

53 = holgura para el renglon 3 en el resultado de LINDO = 0

53 = holgura para el renghén 4 en el resultado de LINDO = 0

54 = holgura para el renghon 5 én el resultado de LINDO = 5§

REDUCED COST

proporciona el cocficients de la varable en el renglon 0 del arreglo Sptimo (en un proble-

ma de maximizacidn), Segin lo que se ratd en la seccidn 4.3, el costo reducido para cada
variable basica debe ser 0. En el caso de una variable no bdsica x;, el costo reducido es la
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cantidad que decrece el valor de z optimo 51 x; dismimuye una unidad (v todas las oiras va-
riables mo bisicas siguen siendo iguales a cero), En el resultado que proporciona LINDO
para gl problema de Dakota, el costo reducido es 0 para cada una de las variables bisicas
(DESKS v CHAIRS), Azimisma, el costo reducido para las TABLES es 5, Esto quiere de-
cir que si Dakota fuera forzado a producir una mesa, el ingreso disminuiria en 5 délares.

Por lo que se refiere a un problema de minimizacion, las columnas de PL dptimo, valor
de la funciém objetivo, holgura y excedente, se interpretan como ya se explicd. Pero ¢l cos-
to reducido para una variable es —{coeficiente de la variable en el rengldn 0 dptimo). Por
bo tanio, en un problema de minimizacidn, el costo reducido para una varisble bisica serd
también cero, pere ¢l costo reducido para una vanable no bisica x; serd la cantidad en que
e incremente el valor z dptimo 5 aumenta una unidad (y todas las otras variables no bi-
sicas permanceen iguales a cero),

Para ilustrar la interpretacion del resultado de LINDO para un problema de minimiza-
ciin, veamos el resultado de LINDO para el problema de la dieta de la seccidn 3.4 (viéase
figura ¥). 5i

BE = barras de chocolate mgendas al dia
[C = bolas de helado de crema de chocolate ingeridas al dia
COLA = botellas de bebida de cola tomadas al dia
PC = rebanadas de pastel de queso con pafin ingendas al dia

entonces, &l problema de la dieta se podria formular como sigue:

mn SFBR + MIC+ 30C0OLA 4+ EDPC
sa 400 BR + 200I1C + 150 COLA + 500 PC = 500 (Restriccidn de ks calorins)
3JBR+ 2IC =6 (Restricciom del chocolate)
2BR+ 2IC+ 4C0OLA+ A4PC =10 (Restriccidn del ambcar)
2BR+ 4IC+ COLA+ SPC =8 { Restriccidn de la grasa)
BR, IC, COLA, PC =0
La columna Yalue sefiala que la solocikim Optima es comer tres bolas de heledo de crema
de chocolate ¥ beber una botella de bebida de cola al dia. El valor de la funcidn objetivo

en los resultados de LINDO indica que ¢l costo de la dieta es 90 centavos. La columna
Slack or Surplus muestra gue la primera restriccion (calorias) tiene un excedente de 250
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calorias v que la coarta limitaciGn (grasa) tiene un excedente de 5 onzas. Por lo tanto, las
restricoiones de calorias v grasa son inactivas.

En la columna Reduced Cost se observa que si estuviéramos forzades a comer barras
de chocolate (pero conservando PC = 0, el costo minimo de la dieta diara se incremen-
tarfa 275 centavos, v 8i tuvidramos que comer una rebanada de paste] de queso con pifta
ipero con BR = 0}, ¢l costo minimo de la dieta diaria se incrementaria 50 centavos,

La orden Tableau

Si después de obtener I solucion dptima para ¢l problema de Dakota, usted cierma la ven-
tana Reports v selecciona el comando Tableau (Tableau) (en el mend Reports), LINDO
mostrara €l iableau dptimo {véase figura 100, Hay que recordar que la primera restriccidn
s ¢l renglon 2 de LINDHD, entonces s¢ encuenira que BY = {5, CHAIRS, DESKS, 5,).
Emtonces, por gjemplo, SLES en los resultados de LINDO corresponde a 54, La variable
artificial { ART) hstada como basica en el rengldn 1 €3 z; por consigusente, el renglon 0 del
arreglo dptimo es = + STABLES + 105, + 108, = ZED.

Cuando usted instale LINDO en su disco duro, el planteamiento de LINDO para bos
problemas de Dakota v de la dieta se¢ encontrard en ¢l directorio COWINSTONLINDO-
'SAMPLES.,

Mavor informacidn acerca de LINDOY se encuentra en el Apéndice A del capitulo 4,

THE TAELERL

[Ta ] |BASTE] DESFEE TABLES CHAIES SLE 2 FLE 1
1 AFT L5300 5,380 Nileni] i ]i] 105 O
ZLE 2 eli]i] =2 . 300 . 30 1.200 . 0D
3 CHATRS =TT -3.600 i, 800 ;T - 1]
4 OESKS 1.800 1.250 .0 i ] = . 530
5 ELE g Lonn 1.o00 Jehn 000 D
Tn 5 SLE 4 ELE 5
1 15,005 G0 1] T
Fi =&, D03 Wil 24000
3 -, O30 LS00 a.00g
4 1,504 000 2000
5 . b 1.o0i 5000
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4.10 beneradores de matrices, LINGO y escala de PL

Muchos FL resueltos en la practica, contienen miles de restricciones v variables de decigion,
Pocos usnarios de la programacion hineal querrian introducir lag restricciones v la fumcidn
objetive cada ver que s fuviera que resolver un PL. Por esta raedn, en las aplicaciones mis
modernas de PL se utiliza un generador de matrices para simplificar la infrogduccion del
PL. Un generador de matrices permife al usuario escribir bos pardmetros pertinentes para de-
terminar las restricciones v [a funcidn objetivo del PL; leego penera la formulacidn del PL
a partir de dicha informacidn., Por gjemplo, considérese ¢l gemplo de Sailco de la seccidon
300, 81 fuviers que tratar con un horizonte de planificacion de 200 penodos, entonces este
problema representaria 400 restricciones v 600 vanables de decision, —evidentemente de-
measiadas para escribirlas, Un generador de matrices para este problema, requerita que el
usuario proporcionara la informacion siguiente para cada periodo: costo de produccian de
un bote de velas con mano de obra en horano regular, costo de la mano de obra con Gempo
extra, demanda ¥ COSIDS POT Cconservar un cierto tiempo los botes. Con esta informacidn, el
generador de matnees obtendnia la funcion objetrvo v las restricciones del PL., activaria un
saffware para PL (como LINDO) v resolveria el problema. Por ditimo, se escribiria un ana-
lizador de resultados para mostrar by informacidn final en un formato ficil de entender,

Paquete LINGO

El paguete LINGO ¢s un ejemplo de un generador de matrices complejo (jv mucho mis!)
LIMNGOD es un lenguaje para modelos de optimizacion que le permite al usuanio crear mu-
chos {quizd miles) términos de restriceiones o de funcidn objetivo con s6lo eseribir wa Li-
ned. Con el fin de ilustrar cdmo funciona LINGO, se resuelve enseguida ¢l problema de
Sailco (gjemplo 12 del capitulo 3).

Solucién del problema de Sailco

Sail.ing Sigue el modelo de LINGO (25 el archivo Sailing del disco compacto).
ML
i] BETE:
21 QUARTERE/QL,03, 3,04/ : TINE, DEH, B, OF , IRV
1] EXDSETE

i] MIRcBSUH{JUARTERS  400RE+4%0 0P+ 20= T 1
5] SFOR(QUARTERS(L) :RPII)=40]

B @O OUARTERS (T | TIMEL ) BETEL
T| IRWIIj=IHV(I-1}+RPIZy+0P(L)-DEM{I]l;d;
Hl TR Lp=lOaP il 40P (L) =001
8] TETA
IO DEM=40,80.7%.2%;
11] TENE=]. 2. 3.4;:
i1f} ENDOATA
EXD

Para empezar a organizar un modelo con LINGOD, piense en log objeios o conjuntos
que definen ¢l problema. En lo que se refiere a Bailco, los cuatro trimestres (1, 02, 03
vy (4) avudan a resolver el problema, Los objetos que se tienen que conocer para deter-
minar un programa de produccion dptima [demanda (DEM), produccion en el horano re-
gular { RF), produccion con I.in:mp-u extra (LIP) ¢ imventanc @ fines del trimestre |_|_N".-"_|-j T
determinan por cada trimestre. Las primeras tres lineas del programa de Sailco definen
cstas cuestiones. SETS: inicia la definicién de los conjunios necesarios para modelar ¢l
provlema, ¥ ENDSETS lo termina. El efecto de la linea 2 es definir cuatro tnmesires: 01,
i0r2, 03 v 4. Para cada tmmestre, la linga 2 crea el tiempo {gue indica si el timestre es el
prirmeno, segundao, ercero o cuario); I demanda de botes; bos niveles de producciom en el ho-
rarip regular o con tempo extra ¥ el inventario final. Ahora que estos conjuntos y objetos
estin definides, se utilizan para construir un models (que contiene una funcidn objetivo v las
restricciones). LINGO determina RF, PO ¢ TNV una vez que se introducen (en la seccion de
DATA del programa) las demandas v el namero del timestre.

.10 Eeeradares do mavices, LINGD y escala da PL 163




164

La linca 4 crea [a funcidn objetivo; MIN = indica que se estd efectuando una minimiza-
cion, @SUM (QUARTERS: sepuido de JPRP + 450°0P + 20*INV significa la suma
de J0PRP 4 450%0P + 207NV en todos los rimestres. Por o tanto, por cada trimestre
se calcula 400%{prodeccitn en el horano regulary + 250 produccion con el empo exira) +
20 imventanio finall, Obsérvese que Ta linea 4 crea la funcion objetivo adecasda &1 son 4,
0, 400 o 4 () trimestres!

La linea 5 dice que por cada irimestre, BP no puede ser mayor que 40, Una vez mis, si
hubiera 4K} fmmestres en el homeonte de plamiticacion, este enunciado generaria 400 res-
IriCciomes.

Las lineas 6 v 7 crean junias restricciones para todos Los trimestres (excepto el prime-
roh qUe ASegura que
Inventano fina! para el tmmestre § = {Inventario final para et mmestre § — 13

+ {Produccitn del trimesire ¢} — (Demanda del rimestre i)

Cibsérvese que al contranio que LINDE, las vanahles se presentan en el lado derecho de la
restriceidn (v los mimeros en el lado izquiendo)
La linca B crea la limitacidn ascgurando que

(Imventaro final del trimestre §) = (irmventano 8] empezar ¢l trimestre 1)
4 (Produccidn del trimestre 1) = {Demanda del trimestre 1)

Las lincas 9 a 12 iniroducen la informacion noccsaria (la cantidad de trimiesires v 1a de-
muanda en cada unio de ellos). La seccidm DATA debe empezar con un enunciado DATA: v
terminar con un END DATA, Al igual que en LINDCE, €] programa LINGO terming con
un enukciado END,

Mitese que tras haber ereado el modelo LINGO para resolver el ejemplo de Sailco, o5 po-
gible editar con ioda facilidad el modelo con la finalidad de resolver coalguier modelo pars
programar la produccion en n periodos. 51 se estuviera resolviendo un problema de 12 tri-
miestnes, simplemente se editaria (whase la observacion 3, mis adelante) ka Hnen 2 par que
quedara asi: QUARTERS/ 1 12.TIME.DEM.ERPO NV, Luepo se introducirian las de-
mandas de los 12 timestres en la linea 10, v Ia linga | | cambiaria a TIME = 1, 2,3, 4, 5, 6,
T, B9, 10, 11, 12, Para encontrar In sobecsdm dptima al problema, s2 selecciona ¢l coman-
do Solve en el memd de LINGO o se da un clic en &l botda con un ojo de busy,

En este giemplo también se examina cdmo usar algunas de las capacidades de edicidn
de LINGO. Escriba Las primeras cuatre lineas de este modelo justo come o haria normal-
mente. Esto define la secoion de conjuntos y la funcidn objetivo, aparecerd bo que sigue;

SE{J.SM*:EH Q1,02, 33, 047 +TIHE, GEH, BF, OF, TV

EhLETL

HEN = UM | JUKRETERS ; 4 IR 5l S0 20" TR |
La siguiente linea necesaria es el enunciado @FOR que restrnge la producesin en el ho-
rario regular (RF) a valores menores que 40, En lugar de escribir sobre esie enunciado
completo g2 utiliza la orden Paste Function de LINGO como se indica:
1 5e sclecciona Pasie Function en el mend Edit (Edicidn). Observe que usted no tiehe
qu hacer chic en él, sind adlo sefialarko; asi aparece un submeni.
2 En el submeni se seleccioma Set, y aparece otro submend en el gue aparecen varias
funciones (4,
3 5e selecciona la funcidn (@FOR; asi sparece una forma general del enunciado (@ FOR
e L verntina,
4 5S¢ reemplazan bos terminos generales de la funckon con los parametros especificos. Es-
te enuncisdo debe verse como lo que sigee:

SRR [OARTERS (1) R (T 40 ;

Como s¢ requiere otro enuncizgdo @FOR pasa definir mids adelante las restncciongs en o=
dios Los trimestres, usted pedria escnbarlo o usar de nueve el comando Paste Function, Me-
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diante el uso de ofros comandos de Edit, usied podrd copiar v pegar una parte del enuncia-
do anterior @FOR en lugar de volverio a escribir. Se hace como se indica:

1 Cologue su cursor al principio del enunciado @FOR escrito antes,

2  Presione el boton taquierdo del ratdn v seleccione la parte del enunciado que se pueds
reutilizar, segin se sefiala enseguada:

BFCR {IARTERS (T :AF T} <4}

3 Seleccione Copy (Copiar) en el mend Edit, o bien, use Cirl+C para copiar ¢ texio se-
leccionado.

4 Cologue el cursor en ¢l inicio de la linea en blanco siguiente v presione Cirl+V para
pegar el texto copiado.

Ahora ya puede escribir en el resto de la linea, v los lincas siguientes segin s¢ muestra
i continuacion:

@FOR (EIARTERE(T) | TIME(T} #GTEL:
IR I =INViT-1+BP (L +OPF (D) ~EEM{X) ;] ¢
W llimlO+RPIL+0PIL)-DEM{ 1] ;
DA TA ¢
DEM~40, 60, 75,25;
TIME=1,3.1.4¢
ERTIDLTA
Enifl

51 bien el comando Copy s0lo guardd algunos carscleres en este ejemplo, puede
ahosrar muchos pasos cuando usted tiene repeticiones en un maodelo. De mamera simular,
la orden Cut puede retirar partes seleccionadas para colocarlas en otro lado deniro del mo-
delo. La informacion de este ejemplo se guarda en el archive Sail. lng,

Despuss de resolver el modelo, la primera parte de la Reports Window debe sefialar un
valor objetive de TE 4350 dolares en la pantalla de resultados de la figura 11,

LINGOD y &l problema de la oficina da cormeos

Ahora ya sabe usted como utilizar LINGO para resolver el gjemplo de la oficina de comreos
(ejemplo 7) del capitulo 3. El modelo siguiente de LINGO {archivo Post.Ing) se puede uti-
lizar para resolver este problema.

MODEL ;
L1 EETHi

2] DA¥E/L. .7/ BJMNT, BTRAT:

1] ENDEETS

i] MIN=EEIM|DAES | FTART] ;

%] FFORIDAYSII BSM{CAYS(T]

£] ITESTHI+Z) @00 [JLE I BANDEIAGTET=5)

Tl STRRT{I] h=RONTIT] 1]

B] DATA:

5] ROMT«17,13;15, 19, 14,16, 11;
18] ENOhaTA
END

En la linea 1 se definen los conjuntos necesanos para resolver ¢l problema. Los dias de
ln semana (lunes, maries, . . ., domingo) s¢ definen en la linea 2, ¥ s relaciona cada uno
con dos cantidades: la cantidad de rabajadores necesarios (ROMT) v la cantidad de em-
pleados que empiczan a trabajar en ese dia de la semana (START). Con I linea 3 s¢ ter-
mina la definicidn de los conjunios

Se¢ forma una funcidn objetivo, en la linea 4, mediante la suma de la cantidad de traba-
jadores que empiezan a trabajar cada dia de la semana. La restricciin que asegura que la
cantidad de empleados que labora ese dia es por lo menes tan grande como los requisitos
del dia, se genera en las lineas 5 a 7 para cada dia de la semana, Para DAY(T), las lineas 5 v
6 suman la cantidad de empleados que empicean a trabajar a los valores de J que satisfacen
J=1+20]l=1y]>1— 5 Porecjemplo, para | = 1, sc genera la suma START{1} +
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MOCEL:

BETS

JUARTERE Q.03 . 07 . 0 i TTHE . BEM. RP. OF . TRV
EHDSEETS

HIK= @5 | JUARTERS : 4 D0 *RF+430 "0+ 20 " TR | ¢
FFOR{QORRTERSIT | sRP T <dB ¢

PR JOARTERS (I} [TIMEIT] G081

TRV (T peINVIT-1 | +RP | T] 00 (0 h-DmMIT] 1 §;
TRV iLhel0+AF(L 0P| 1] -DEMi{8);

DATA =
DEM=d D, B0 75,3%;
TIHE=].2.3.4¢
EXNDDATA

R

HIN 400 EP{ 911 + 452 AF[ @11 + 0 IHVE QL) + 400 BPFI Q21
+ 450 OF{ 921 + 30 DAL G2 + 400 AF{ Q33 + 450 OF| 931
+ 20 IEW1 Q31 + 480 RFL (M1 + 450 OF( Q43 + 30 INWI Q41

SURTECT TO

21 RPE QL) <= &0

1] RPQ G2} ww 40

4] R 03 <= 40

5] AP Gdb == 40

§1- INV{ QLy - AF{ Qb - OFC O2b + INWC O2F = - &0

T1- INVQ QI - RFQ 036 - OF( OO + INWE 03F = - 7%

B1- INW{ Q35 - RP{ Odd - OF( G + INWQ Cdb = - 3%

L

§1- AP GU} - OF( QR + IWVQ QA - 28
B

Slobal oprimal solwtion found at soep: T
abdfece bed valie: TRASG. 0D

Varlahls Valus Aedioed Toms

TIMEL Q) L .0ooogn 2.,0000000

TIMRE g3h 2., 600000 &. 06000008

TIME] Q33 3., 000000 . 00000048

TN 4} 4. 000044 @.0000Aa543

pEMY{ Q1) 440. 00004 O. D00

DEEi g2 &0 . 00033 . D003

BEMY{ 93] 5. 003G 0. DO0H3GS

DEe| Q4 a5 . 00 0. D00GGER

EP{4 911 40 . 0039 D . DOGHGGED

EF1 gal 40 OGGE 0. DOGGGE0D

EF1 Q3] &0 . 00080 0. 00GGChD

EP1 Od1 20, QOasD 0. Q000

QP gl B, DNGQGED 20, 2200

ar| g2 10, G0ES0 0. Gaasann

arl gai LI 0, QS0hibn

ar| gd) 0, Q008G 4. SHHA0

I gl 10, 08500 o. d3sbDon

™V g2 0. 33500 20 _Sbboo

s g3 O . 3SD00 Rl i

IS Ol 0. GEaiD0 4280000

Bt Black or Burplus fual Frice

H TEA50. 00 L. 2R00nng

F 0. 2200000 1000000

1 0, oboonn =0, 00000

i G @H00000 4. booag

-] 1% bobon G eio00agd

E d_bbhonn 450 . 0ndad

T . o0Dhong 450, 0004

] & Bopnonn 400, 0008

Fiaura 11 ] [l LL LT 410, 0000

START(4) + START(5) + START(6) + START(7). que es, en realidad, la cantidad de tra-
bajadores que laboran en el dia | (lunes). Entonces, a linea 7 (junto con las lineas 5 v 6)
asegura que la cantidad de trabajadores que laboran en el dia 1 es por lo menos igual a la
cantidad necesaria en el dia | [RQMT{I)]. Con la linea 8§ empieza la seccidn DATA del pro-
grama, Los requisitos para cada dia de la semana se infroducen en la linea 9.

El apéndice B del capitulo 4 trata més detalles de LINGO. Los capitulos 7, 8,9, 11 y
14 conticnen méds cjemplos de problemas resueltos con LINGO,

garirnie 4 Aigarity simpies 13 prapraveciin par abjetis
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Escala de los PL

Este analisis de los paquetes para computadora se clerra con [a advertencia de que un paguee-
e para PL podria tener problemas al resolver €l PL en las cuales hay coeficientes que no son
iguales CeTo Y que son muy pequeiios o muy grandes en valores absoluios. Si estin presen-
tes dichos coeficientes, entonces LINDO muestra un mensaje en el que advierte que 1a esca-
la del PL es inadecuado. En el manual de LINDO se recomienda que el usuano defina las
unidades de la funcidn objetive, segundo miembro v variables de decisidn, de tal manera que
ningln coeficiente no céro tenga valores absolutos de mas de 100 000 o menores de 0,0001.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Una compofiia elabora tres producios. Lo ufilidsd por
unidad utilizscion de mane de obea v contaminacitn gene-
mada por unidad s proporcionan en & tahla 23, 52 pueden
usilizar cuandoe mucho 3 millones de boras de mano de obra
[ara elaborar s tres prochsios, v las regulaciones p.lbcrnn—
mentales exigen que |n compadiia genere cuando mucho 2 Th
de contaminaciin. 5i 5, = unidades producidas del produse-
Ly £, endonces el FL apropiado es

max & =y + dx; + dxy

&4 dr; + iy + ey = 3K DN
0000003, + 0.000002x, + 0000001, = 2
Ty X3y Ky 2= 1]

8 Explique por queé ka escala de esie PL es inndecuadn,
B  Elimine ¢l problema de la escala inadecuada redefi-
miendi las umidades de ks funcwon ohpetneo, virmables de
decision v segundos miembros,

2  Resuelva el problema 1 de la seecidn 1.5 mediande LIN-
G

3 Resuela el epemplo 14 del capiiulo 3 medianie LINCGOL

4 El problema de la mezela de productos s presenia
cisgnde se manufacturan N prodectos. Cada unidad gue se
elshora de un producto determimado requiere una cantidad
especificn de M recursos. Por cada unidad que s elabora del
prodiscto j s¢ gana una wilkdad g Se dispone de una canti-

TABLA Z3
Uliliagign d mani

Profucls  Ublded (doizres) de babma (b))  Costamisaciin (B
1 1] 4 O, b
3 4 3 000002 Th
3 3 2 LI B
TABLA 24

hsbomiviles  Camianes  Treees
Moern utlizado (1) . 3 .
Caucho atilizado (i) 0.3 Q.7 .2
Mlano de obra wihieada (h) 10 12
Utilidad por unidad (dblares) S0 1500 23500

dad r; de recurso §. Plantes un modelo LINGOD que sz pue-
da utilizar para maximizar la ubilsdad en esta stluacion,
Luspo resuehva con €1 el problema de la mezcla de produc-
tos definida por la informaciin de las ablas 24 y 25, Su-
pongn que se parmilen nmumeros fraccionanos de vehiculos,

§ El probdema de mercla de medios se presemia cuando
ura compaitia tene ¥ medios en los cuales puede porer un
amuncio. Hiy & grapos de personas 8 los cuales deses llegar
la compafiia; ademds, st desea que miembros del grupo i
vEIn sus anuncics por o menos € veces, Un anuncio en el
medio § cuesta o, ddlanes v lega a o, miembros del grupo i,
El ohjetive es minimizar ¢ costo por ssegurar que la canti-
dad deseada de personas en cada grupe e los anuncics, Es-
tablezca un modelo LINGO que se pusda utilizar para nesol-
wer cualgquier problema de mezcla de medios. Loego resuelv
el problema de mezcla de medios definido con la informa-
cids die las tablas 26 v 27, Suppaga que es factible una can-
tiksd fraccionara de amincios,

TamLa 25

fAscarsa [artdad daparibis

Acero £ Y]

Caucho s

Mano de obra 150 h

TABLA 26

v Expasiciones necesarias (= milenes)
Mifbas 15

Varones El1]

Mujeres ]

TaBLA 2T

Hin. e Praprams

Mtaamaconey |mellames| Bposge Sob Fresedy Dassen s Crood
Mifics 1 | 0
Varomes | 5 4
Superes 2 20 Q
Costa unilario 0K Tih (MO B0
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TaBLaA 28

Distrity

1 2 3 [ 5 L] ¥ B 4 L]
Blan:os 400 200 150 00 400 100 200 30 250 150
Nagrns 2 1 54} LHN 120 480 450 14k Ll 1 (s} bl

eatmsiin (MalsE]
1 i i 4 § L] T 8 3 L

Escuela du bachillerat 1 | F 3 F: E] 4 2 3 | 2
Escosla de bachillerstn 2 2 1 3 i 4 2 1 2 2 3
Escuela dv bachilleratn 3 3 3 2 | F) 3 2 2 i I
B Considere ¢l siguicnle problema de asignacién de es- @ Establezca un modelo de LINGO que se pueda osar
tudimntes a bos distritos escolares, Hay [ disimitos v J es- para minimizar ln distancia todal que los estadinntes fen-
cuielas de bachillerato en una ciudad. La distancia entre & drdn que viajar con objeto de cumplir con los requigitos
distrito i ¥ la escuela § es o, millas. En el dustrto i hay w, del equilibrio racial,
residentes blancos y &; residentes negros. Cada cscucla de b LUtilice &l modelo para resolver el problema plantes-
bachillerato debe tener entre L v Lf estudianies. En inbends do com |a informacidn de 1a tabla 28,
de la armonia racial, & porcentaje de negros en cada escue- e ;Cudles podrian ser algunas funciones objetivo alter-

la de bachillerato debe estar entre 80 y 120% del poroenta- i oth Sinaciou’
je de estudiantes megros en foda la ciedad. i a—

d Ve algin otro problema con nuestro modelo?

4,11 [Degeneracion y Ia convergencia del algoritmo simplex

Desde el punto de vista tedrico, ¢l algoritmo simplex (como ya se explict) puede fracasar en

la basqueda de una solucidn optima de un FL. Mo obstante, los PL que surgen de las aplica-

ciones acluales, rara vez muestran esie desagradable comporiamiento. Para tener el panora-

ma completo, s analizs ahora 2l fpo de situacion en la cual o simplex falla. El andlisis de-

pende decisivamente de |a relacion siguiente (para un problema de maximizacion) entre bos

valores de = para la sfb actual y la mseva sfb (es decir, 1a sfb después del siguiente pivoteo):
valor de z para la nueva sfb = valor de z de 1a sfb actual

= {valor de la variable entrante en la neeva sfb){coeficiente  (15)
de la vanable entrante en el renglon 0 de la sfb actual)

La ecuacidn (15) se infiere porque por cada unidad que se incremente la variable entrante,
z s¢ incrementa en —(coeficiente de la vanable entrante en el rengldn 0 de la sfb actual).
Recuende que {coeficients de la variable entranie en el renglin 0) < 0 y (valor de la varia-
ble entrante en la nueva sfb) = 0. Al combinar estos hechos con (15) es posible deducir kos
hechos siguienies;

1 Si(valor de la variable entrante en la nueva sfb) = 0, entonces {valor de z para la nue-
va sfb) = (valor de z para la actual sfb)

2  Si{valor de la variable entrante en la nueva sfb) = 0, entonces (valor de z para la nue-
via sfb) = [valor de z para la actual sfl).

Por el momento, suponga que el PL que se esti resolviendo tiene la propiedad siguiente:
en cada una de las soluciones factibles basicas del PL, todas las vanables basicas son posi-
tivas (positiva quiere decir > cero). Un PL con esta propiedad es un PL no degenerado.

Bi s¢ usa el algoritmo simplex para resobver un PL no degenerado, @ hecho 1 de la lista
anteror sefiala que cada eracion del algoritmo simiplex incrementard a 2. Esto guiere decir
que cuando el algoritmo simplex se usa para resolver un PL no degenerado es imposible en-
contrar la misma sfb dos veces. Para entenderlo mejor, suponga que estamos en una solucion
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factible bisica (llamada sfb 1) cuya z = 20, El hecho | sefiala que nuestro siguiente pivole
no [levard a una sfb (sfb 2) cuya z > 20, Como ningin pivote futuro reducicd a z, va nunca
podremos regresar a una sib que tenga z = 20, Por tanio, nunca regrésaremos 4 la sfb 1. Be-
cuérdese ahora gue cada PL tiene sdlo un nimero finito de soluciones factibles bésicas.
Como nunca podemos repetir una sfb, este meonamiento demuestra que cuando usamos ol
alponitmo simplex, para resolver un PL no degenerado, tenemos la garantia de enconirar la
solucidn dptima en un mmero finite de iteraciones, Por ejemplo, suponga que esth resolvien-
do un PL 0o degenerado con 10 variables v 5 restricciones. Dicho PL tiene cuando mucho

[1)-

soluciones factibles basicas. Nunca se repetird una sfb, asi que ya sabe que para este pro-
blema el algoritmo simplex garantiza que encontrard una soluciin dptima después de cuan-
do mucho 252 pivoteos.

Sin embargo, ¢l algonitmo simplex. podnia fracasar con un PL degenerado.

DEFINICION ® Ln PL es degenerndo 51 nene por lo menos una sfb en o cual una vamable hisica
o3 izual 4 cers, W

El PL sigusente es degencrado:

max z = 5x; + 2x;

5.4 ntr=h
[18)

X _Iz'—";u

ILJ-I;E'}

L0 sucede coando s usa el algoritmo simplex para resolver (16)7 Después de sumar
las variables de holgura 5; ¥ 5; a las dos restricciones se obfiene €l tableau nicial de la
tabla 29. En esta sfb, la variable hisica x, = 0, Por lo tanto, (16) es uno PL degenerado.
Cunlgqusera sfb que tenga por lo menos una variable basica igual a cero (o, en forma equiva-
lente, por lo mencs una restriceiin con un cero en el segundo miembro o ludo derecho) es
una sfb degenerada. Como —5 < —2, se introduce x, en la base. El cociente respectivo
es 0. Esto significa que después de que x, entra a |a base, x, se volverd igual a cero en la
niseva sfb. Después de efectuar el pivoleo, s obtiene el tableau de la tabla 30. La nueva sfb

TABLA 29

U PL cegenerads
arizbe
I " & 5 & L] bisica  Cadenin
I = = L] ] 0 =10
] | | I ] f £ = b ]
0 o | 0 | 0 53 = i 0=
TABLA 30
Tabieau dgtime para (1€
ke
r & & & 5 Ld ki Crowaie
I L] =0 0 § ] g=10
0 0 el 1 -1 i & =6 el by
0 1 =1 0 1 ] =0 MNmguno
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TaBLa 31

Tablean dytimn para (16)

Risica
i a 5 LS & [T wermably
1 4] (1} 15 1.5 21 =21
i ] 1 (1] =5 3 i3 =3
[§] 1 {k (I 03 3 =3

tiene ef mismo valor z que la sfb antigua. Esto es consistents con el hecho 2. (Todas fas va-
righles tienen exactamente, en la nueva sib, el mismo vabor gue fenkan antes del pivoben!
Por fanto, la nweva sfb iambién es degenerada. Al continuar con el algontme sumnplex se
intro<duce 1 en el renglén 1. El arreglo resultanic se nopesira eo la tabla 31, Es un arreglo
optimo, asi que la solucion optima para (16jesz =20, 5 =3 x5, =85 = s =L

Ahora va se puede explicar la razin de que el algoritmo simplex pueda tener problemas
al resolver un PL degenerado. Suponga que estamos resolviendo un PL degenerado para lo
cuil €l valor de = Gptimeo s = = 20, 5i inicizmos con ba sfb que tenemos, es decir, 2 = 20,
sabemos (al observar el PL gue apenas resolvimos) que es posible pam un pivobeo dejar sin
cambio el valor de 2. Esto significa que es posible par uma sucesion de pivoteos como ja
slmulents que OCUTTa:

sfby imicial (sfb 1) 2 = 20

Dicapusis dicl primer pivote (sfh 2); 2 = 20
Después del segundo pivotes (sfb 3 z = 20
Después del tercer pivoteo (sfh 4 2 = 20
Después del cuarto pivoteo (sfb 1 z = 20

4
1

En esta situacion nos encontmamos la misma sih dos veces, Este hecho se llama ciclo. 5i se
presenta un ciclo, entonces estaremos dando vueltas por siempre entre un conjunto de so0-
luciones factibles basicas, y numca alcanearemos la solucidn dptima (= = 30, en nuestro
cjemploh. Clertamente ocurren bos ciclos (véase ¢l problerma 3 al final de csta seccion). Por
fortuna, ¢ algonitmo simplex se puede modificar para que 1os ciclos nunca sc presenicn
[véase Bland (1977} o Dantzig (1963) donde encontrard méas detalles].” En Kotiah v Slater
(1973} hay un ejemplo priactico acerca de ciclos.

51 un PL tiene varias soluciones factibles bisicas depeneradas (o una sfb con varias vania-
hles igales a cern), endonces el algontmo simplex s, muchas veces, ineficaz. Para entender
P quié, examdne la regidn factible para (16) en la fgura 12, ¢l indnguls sombreads BCD,
Los pundos extremos de la region factibbe son B, C v 0. Al seguir el procedimiento descrito
en la specidn 4.2, observe la correspondencia entre las soluciones factibles besicas pama (16}
¥ los puntos extremos de su regidn factible {véase tabla 32). Tres conjuntos de vaniables
Iisicas corresponden al punto extremo O, Se puede demostrar que para que un PL con # va-
riables de decisidn sea depenerado, & + | o mas de las restneciones del PL (sin olvidar las
restricesones de signo x; = () como restrcciones | deben ser activas en un punto extrem.

En (16}, las restricciones x; — 13 = 0, x; = 0y 13 = 0 500 activas u obligatorias en el
punto O Cada punio extremeo en el cual tres o mas restncciones sean aciivas, Cormespon-
detd a s de un conjunto de variables bagicas, Por gjemplo, en ¢l punio C, 5, debe seruna
de las variables hasicas, pero la otra vanable basica debe ser xa, 1) 0 55,

"Hilamd demcstrd guee es podible evitar los cichos. mediame la aplicacion de las reglas siguicntes {suposga que

las varishles de bolgurs v de excedsste s NUMEEAN &, ., ¥oos, .

| Sehvcione o wanabhe amrangs {en mm probler e maimresciom i s L vansble o coclicicnie pegating
que teng el subimlice mas pegraeio on el renglon 0.

2 Bi bhay em viscule en b prueha deld cocienie, deshagalo escogiendo al gonndor de la proehae del cocienie, de

tal manera gus ba varable dege In bise que teee ol subindice mébs pedeetio,
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FiIGumra 12
Region factibde para el
FL (16)

TABLA 32

Tres conjuntes 6 varables bisicas comespaeden a2l verice [

ariabies Carrespamde 2
Bl Ralicwdn Liptible hisics jEild @Eirem
X, Xy n=5=3X5=35=0 n
I, & o= gy =y == 'y
Xy, I3 =083 =—bis=x5=10 Mo facable
X3 8 =0kt =85n=2=10 o
T, X3 ¥ =bhn=hy=x=0 &
Ti. 53 s =00=x5=10 L

También va ¢s posible analizar por gqué el algonimo simplex muchas veces es un méto-
do ineficae para resolver PL degenerados. Supongs que un PL es degenerado. Entonces po-
dria haber muchos conjuntos (quizi cientos) de vaniables hisicas que corresponden a algin
punte extrems ng optimo, El algontme simplex podria encontrar todos estos conjuntos de
vanables basicas antes de advertir gue cra un punto extremo no optimo. Este problema se
ilustrd (& pequedia escala) al resolver (16): ¢l algoritmo simplex efectud dos pivoleos antes
de encontrar que el punto C era subdptimo. Por fortuna, algunos PL degenerados tienen
una estructura especial que permite resolverlas por medio de mélodos distintos al algorit-
m simplex (wéase por gjemplo el andlisis del problema de asignacion en el capitulo 7)

PROBLEMAS
Grupo A

1 Incleso si un arreghe inicial de un PL ¢s oo degenerado,  Grafique también I regitn factible y mussire cudles puntos
los tableaus podriaon mosirar despoés degeneracidn. Los  extremos corresponden a mds de un conjunio de vamables
lzbleauns degenerudos sz presentan a menudo en el tableau hdimicas.

que sigee a un empate en la prscha del cociente. Con el fin

. = 1 '
di ilustrar lo anterior resuchva el PL siguiente: £ Dterwios In safaciia bptime, dat FL:sigaiats;

S s R A min z = =gx; - 'I:-_-
5.4 dry + Iy = 12 s o S
ax, + 13510 R
- .'i|..3l':|:=|:|

n+* n =4
Xy Iy = 0

4 .11 [Bepeseracidn y la coverpeacia del lgorime simplex 17




Grupo B

b | Demuestre que 51 se rompen b empates en Ia.p:n.u:l:la
diel vociente por peefens al reaghin 1 ¥ 5o al renglds 2, en-
IoMces s presentan los cclos cuando el siguiente PL se re-
swehve mediante el algorimo simplex:

§ Dienmsesire que i la Regla de Bland para evitar bos ci-
clos se aplica al problema 4, enonces no se presentan los
ciclog

B Considere un PL {problema de moximizacion) en ¢l cual
cinda solscitn Factible hisica es no degenerada, Suponga qios

r, &% la dmica varighle #n nuestro u.rrej;]n acimal e e
coeficiene megative en ¢ rengldn 0. Demscstre que cual-
guaer soluckn dptima para el PL debe temer x; == 0.

max = = Iy 4 3xp e oay = 1l
5.4 —Ix, — Bz + By + Oy =0
Prn -8R -ln=0
=l {=1513%4
4 Dlesnoesire que 81 bos eipabes se romipen por (ootecer a
los renglones de mumeracsin hagh, entimces e presenian los
ciclos cuands se usa el métode simplex para resalver e FL
SprusEnie:
max 2 = —3x; + X3 — by
By + xy — Gy — g = 0
n*F=In-2=0
_q.l'1 — T3 + q".'l: + 1'5'4 =1
nE0 (i=1,23,4

4,12 Método de [a gran M

Recuerde que ¢l algontmo simplex requiere una sfb micial. En todos los problemas que se
han resuelto hasta ahora se determind una 3fb inicial usando las variables de holgura como
&1 fueran variables bisicas. Pero si un PL tiene alpuna restriccion = o de iguabdad, no sera
tan evidenie una sfb inicial. Mediante ¢l cjiemplo 4 s¢ ilusira codn dificil podria ser encontrar
una sy Cuando una sib no es evidente, <l método de la gran M (o el método smplex de
dos fases de la seccion 4.13) se podria aplicar para resolver ¢l problema. En
esta secciom s¢ trata ¢l método de la gran M, una versiom del algoritmo simplex que determi-
ta primero un sfb mediante la suma de variables “artificiales™ al problema. Naturalmente, la
funcicm objetivo del PL onpnal se tene que modificar para que las varnables artificiales sean
ignmabes a ceno en ba conclusiim del algontmo simplex. El gjemplo signnente ilustma el méodo
de la gran M,

Beveo elubora una bebida carbonatada sabor naranja que se Hama Orang mediante la com-
binacion de agua carbpnaiada de naranga v jugo de naranja. Cada onza de agua carbonata-
da de naranja contiene 0.5 onzas de ambcar v 1 mg de vitamina C. Cada onza de jugo de
naramnja contiens 0.25 oneas de amiear ¥y 3 mg de vilamina C. Beveo gasta 2 centavos por
producir | onza de agua carbonatada de naranja v 3 centavios por claborar 1 onza de jugo
de narumga. El depanamento de mercadotecnia de Beveo decidid quee la botella de 10 on-
zas de Crang debe contener por ko menos 20 mg de vitamina C y cusndo mucho 4 onzas
de axicar, Lltilice |la programacidn lineal para determinar como Beveo puede cumplir los
requisitos del departamento de mercadotecnia & un costo minimo,
Soluciin  Sea

x; = cantidad de onzas de agua carbonatada de naranja en una botella de Oranyg
x; = cantidad de onzas de jugo de naranja en una botella de Oranj
Entonces, el PL apropiado cs
min z = 2¢; + Jxy
8.8 éx, + l Xy = 4

X + -_'ll.'l': = IU

{Restriceion del aziear) im
{Restniceidn de la vitamina )
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5.4 X+ xz= D (10 oz en una botella de Orang)

Ty T2 =)

(La solucidn se obtiene despuds en esta misma scocion. )
e T

Para transformar a {1 7) en la forma estandar se agrega una vanable de holgura 5; a la
restriceion del amicar v se resta una variable de excedente ¢y de la restriccion de la vatami-
na C. Después de escribir la funcidn objetivo como = — 2r; — Ax; = 0 s¢ obtiene la for-
mia estandar siguiente;

Renglon 0 z=12xy= Ay, =)

Renglon 1; é.l:| + 113 +5 =4 [18)
Renglon 2; X 4+ Axz = gy = 2

Renglin 3; n+ =10

Todas las vanables son no negativas

En la bisqueda de una sfb s¢ observa que 5; = 4 se podria wiilizar como una variable bé-
sica (v factible) para el renglém 1. 5i se multiplica ¢l renglon 2 por — 1, entonces ¢; = — 20
s podria usar como una variable basica en el renglén 2. Desafortunadamente, &y = —20
viola la restriccion de signo e; = 0. Por altimo, no son evidentes las varables badsicas en
el renglom 3. Por lo tanto, con objeto de usar el algortmo simplex para resolver (17), los
renglones 2 v 3 necesitan cada uno una variable bdsica (y factible). Para solucionar este
problema, se “invents” simplemente una vaniable bisica factible por cada limitacidn que
necesite una. Como nosodros creamos estas variables v no son variables reales, las lama-
mos variables artificiales. 51 una vanable artificial se suma al renglon i, la denominamaos
;. En el problemas sciual se requiere afiadir una variable artificial oy al renghén 2 v una va-
riabie artificial a5 al renglon 3. El conjunto de ecuaciones resultante o5
=2 —dn=10

%I|+—l_l';|+:l|='l
20
Xy * X3 +|:I':| = [0

(18}

0+ e -8 ta

Entonces s¢ tiene una sfbc z = 0, 5y = 4, a3 = 20, a3 = 10, Mo hay garantia,
deésafortunadamente, de gue la soluciin dptima para (18) sea la misma solucion dptima pa-
ra {17). Al resolver (18) se podria Hegar a una solucion dptima en la cual una o mis vara-
bles artificiales son positivas. Tal solocién podria no ser factible en e problema original
(17} Por ejemplo, al resolver (18), s¢ podna demostrar con toda facilidad que la solucion
optimacsz =0, 5 =4, a; = 20, @ = 10, 5y = x; = 0. Esta “solucidn™ no contiene viti-
mina C v pone () onzas de agua carbonatada en una botella, jasi que posiblemente no resuel-
ve nuestro problema original! 5i la solucidn dptima para (18) es resolver (17), entonces hay
que estar segurcs de que la solucidn Optima para (18) hace que iodas las
varighles artificiales szan iguales a cero. En un problema de minimizacion es posible asepu-
rar que todas las variables antificiales serdn cero al sumar un terming Ma; a la funcidn obje-
v por cacla vanable arificial o, (En un '|':n'|.r|:'|l.-|'.1'r'|a. he: MEAXIFALAACHON, SUME un TR 1A TTAIN]
—Ma, a la funcion objetivo,) Agui M representa un numero positive *muy grande”. Por lo
tanio, en {18}, la funcidn objetive cambiaria a
min z = Xr; + Jx; + May + Ma,
Entonces, ¢l renglin 0 cambiaria a
Eesst h’] = 1'I.': = ."l‘f-l]: = |Hﬂ] = {}

Motificar la funcidn objetivo de esta manera hace extremadaments cosioso que una variable
artificial sea positiva. Con esta funcion obpetive modificada parece razomable que la soluckin
aptima para (18) tenga a; = a3 = (. En este caso, |2 sobuciim dpiima para (13) resuelve el
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problema original {17}, Sin embargo, sucede a veces que al resolbver ¢l andlogo de (18], al-
punas de las variables artificiales podran asumir valores positivos en la solucion dpiima.
Si esto sucediern, el problema original no tiene solucidn factible,

Por razones obvias, ¢ método que s ha explicado recibe ¢l nombre de métoda de la
gran M, Ensegusda se presenta una explicacidn formal de este medtodi.

Descripcion del Método de la gran M

Pasa 1 Modifique las resticgiones de tal manern que ¢l segundo miembro o ludo derecho
de cada una sea no neggativo. Para lograrko, cada resticendn con wn segundo miembro ne-
gativo se multiplica por -1, Recuerds que si wsted multiplica unn dessgualdad pos un ni-
mero negativo, se invierte la direceion de la desigualdad. Por ejemplo, este mitode trans-
formaria by desigualdad vy 4 g = —1 en —x; =~ 13 = |, También fransformaria x, =~ x3
= —-2en—x; +x3 = L

Paza 1'  ldentifigue cada restriccidn que es ahora (despedés del paso 1) una restriceion =
o =, En ¢l paso 3 se suma una variable artificial a cada una de ealas resiricciones,

Paga 2 Coowvieria cada restriccion de desigualdad en la forma estindar, Esto quiere decir
que 51 la restriceion § @5 una réstriccion = se suma una vanable de bolgura 5, v 51 14 res-
Iriccion ¢ ¢8 una restriccidn 2=, s resta una variable de excedenie ¢,

Paso 3 5 (después de haber terminado ¢ paso 1) la restriccion { £3 una restriccion == o
=, sume uni varakble artiificial g, También sume la restoceion de signo a, = 0.

Paso 4  Sea M un mimero positive mioy grande. 51 el PL es un problema de minimizacidn,
sume (por cada variahle artificial) Wa, a la funcion objetivo. 56 el PL es un problema de
maximizacion, sume (por cada variable amificial} — Mg, & la funcidn objetive

Pasa 5 (Como cada vanable arisficial esta en la base de inicio, todas las vanahles artificia-
les s tienen gue eliminar del renglin 0 antes de empezar el simplex, De esia maner 22 ase-
gura que se cmpicza con ung forma canonica. Al elegr ln vanable entranie, recuerde que W
e5 un nikmere positivo muy grande, Por gjemplo, 44 — 2 es mis positive que 3M -+ S, v
68 — 5 es mids negativo que —3M — 40, Ahora se resuelve gl problema transformado por
el simplex. 31 todas las vanables artificiales son iguales & cero en Ja selucidn dplima, enton-
ces g2 ha encontrado la solucidn Gptima del problema onginal. Si algunas vanables arifi-
clales son positivas en la solocion dptima, entonces el problema original es no factible.”

Cuando una vanable artificial deja la base, se podria suprimir su columna desde arne-
glos futuros porgue el objetive de una variable artificial es =50e lograr una solucidn facti-
ble hasica inicial, Una vez que la vanable arificial abandona la base, ya nio s¢ le necesita,
A pesar de este hecho se comsenvan o mienudo las varables arificiales en todos los arme-
glos, La razdm es evidente en ba seccion 6.7,

Solucin  Ejemple 4 [Continisacion)

Peso 1 (omo ninguna de las resinicciones tsene un lado derecho negativio, no se tene gue
muliiphicar resiriecion alguna por — 1,

"Sp ha ignorado la posdbildad de gud cuande ¢l PL (con s vanahles smfciales) se rooaclve, ol armeglo fival fo-
driia indlicar que &1 PL es no aootado v que fodas s wanables artificaales on esio armegle som iguales @ cene, cntome
e &l PL omiginal &= no seotadse. 5i el armegle finsl indico que el PL es ne aomado v por le mencs ana vaniahle ar-
tificial ex posita, enionees: © L ariginal & oo fctihle. Vistre mis detslies on Harars ¥ Jamaes | 159000
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Pago 1'  Las restricciones 2 v 3 requieren variables arificiales.

Paso 2 Sume una vanable de holgura 5, al renglon | ¥ reste una variable de excedente ¢,
el renglhin 2, El resultado es

mifz = 2r; + A
Rengléon | Lo+ ot =4
Renglin 2: o+ 3 —e=20

Renglon 3: o+ =10
Paso 3 Sume una variable artificial a; al renglén 2 ¥ una variable artificial ay al rengldn
3. El resuliado s

min z = Xr; + 3x;

Rengldn 1; .',.1, + 1.11 +5 =4

Renglon 2: o+ 3 — e+ ap =20

Renglon 3 g+ nta=10
A partir de este arreglo se observa que la sfb inicial es 5, = 4, @; = 2Dy ay = 10
Pasa 4 Como s estd resolviendo un problema de minimizacion, se suma Mas + Moy a
la funcidm ofyjetivo (si se estuviera trabajando con un problema de maximizacion, se suma-
ria —Ma; — Ma;). Lo antenior hace a a; v a; muy poco atractivas, ademds de que 2 he-
cho de minimizar 2 ocasiona que &5 ¥ & sean cero. La funcion objetivo s ahora

min r = rxy + 3y + Ma; + Ma,
Paso 5 El renglon 0 ¢5 entonces
B -:'_l| = .-'!n.l.': e :“.ﬂ_- - .Jl'f-l.l_:.=r.|

Come a; ¥ a; estin en-fa sfh de micio (gue 5 la raeon de haberlas mtroducido) se tenen
que elimanar del renglén 0, Para eliminar oy v oy del renghon 0, simplemente se reempla-
7a el rengldm O por renghin 0 + Mirenglon 2) + Mirenglon 3). Asi se obticne

Renglin 0: 2z — 2x; — 3z, — Ma; — Ma; =1
Mirenglon 2): M, + IMxy — Mey + Ma; = 20
.U-I'mnld-::m 1E .-'|'I'l.'-I “ JI--I'rc'_- b Afny, = 10A

Muevo renglén 0; = + (2M — 2k + 4AM — 3 — Mey; = 30M

Al combinar ¢l nuevo rengldn O con los renglones 1 a 3 se obtiene el arreglo imicial de la
tabila 33.

Se esth trobajando con un problema de minirmizacion, asi gue la variable con el coeficien-
ic mis positivo en ¢l renglon 0 debe entrar a la base, Como 4M — 3 > 2M — 2, la vanable
¥; debe entrar a la base. La prucba del cociente indica que x; debe entrar a la base en el ren-
glin 2, lo cual significa que la varable o, debe dejar ka base, La parte mis dificil de hacer
en ¢l pivoled es chminar x; del renglon 0. PFnimere se reemplaza ¢l renglén 2 por :[nm;gln;}n

TABLA 33
Amepli noE (E Bevce

Vanaaie
') L L & L] [ ] 14 =i ncime
| 2M - 2 46 — 3 ] — M o ] 300 2 = 30M
i 3 ; | b 0 0 4 =4 16
il 1 k)] 0 -1 | 0 0 ay = 20 e
o | 1 ] ] 0 | 10 ay = 10 10
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TABLA 34

Primer taliesn para Bewcs
Variabie

I 5 & & L & & Ld Bimira Cocisste
i % ) 0 % .'l—;ﬂ' 0 nﬂ-rjllili' r= !lil*-!IIII.HI

5 1 1 7 -l F-.)
0 i 0 1 i) 5 0 § 5= ]
0 ; I 0o -1 : 0 7 xn=3 20
o @D o o 3} -t 1 B g2

2). Por lo tanto, el nuevo renglon 2 es
b n ot =3
Enseguida se puede climinar x; del renglon 0 sumando—(4M — 3)nuevo renglin ) al
renghon 0, o bien, (3 = 4MWWnuevo renglon 2§ + renglon 0, Ahora,
(3} — 4AM W nuevo remglon 2)

(3 = dM)x, _ (3= dMpe: (3 - 4AMa; _ 2003 — 4M)
3 + 3 — A 3 * 3 B i

Renglin 0: z + (2M = 2y + (AM = 3jr; = Mey = 30M
Nummwﬂ;,+ﬁﬁ;ém+£ﬂ:.3.h+ B = dMa; _ 60 + 10M

3 3
Después de efectuar algunas OER EHI'I.'I.I:H.I'.EI del renghin | v del renghiin 3 se obticne
-:Et.ahl:aud:htublahﬂmmm_ s infroduce x; a la base. La prueba del cocien-

msnquﬁx.dmcmahbmmdwm#ltﬁmm Luego ay dejara
la base, v el siguiente tableau tendrd a; = gy = 0. Para introductr x; o la base en el renglén
Erpﬁnm:itm]melmgﬂmEpur%{mg]m3}.Fﬂrlunnm,elmungﬁu13m
e _ G day
X + 3 5 + 3 5
Para elimmar x; del renghém 0, se reemplaza el rengldn O por renglon 0 + (3 = 20 nwe-
vo renghon 313,
{IH—B-}M_'_{H—-:‘-}:} (3 = dMa, 60 + 10M

Renglon O z+ S . " k _ .
[3—Mmmmm1ﬂ]}_{3—1ﬂ}r.+G—EH}::+{2H—3}E=
+{.:I-IH}|=3_=]5"'H]H
2 3
Nuevo renglén 0 :-531+[1_§'m"1+':3_§-‘ﬂﬂ3-25

El nuevo renglon 1 v el nuwevo renghtn 2 sé calculan como siempre, o cual ongina el
izbleau de la tabla 33, Como todas las variables en el renglim 0 tienen coeficienies no po-
sitivios, éste &5 un tableau dptimo; todas las vanables artificiales son iguales a cero en este
tableau, por lo que s¢ ha encontrado la solucidn dptima del problema de Beveo: z = 135,
N =x=55 =%.e?=ﬂ.Estn5i,gniﬁm:p: Beveo puede mantener el costo de produ-
cir una botella de 10 onzas de Oranj a 25 centavos mediante la combinacion de 5 onzas de
agua carbonatada de naranja, v 3 onzas de jugo de naranja, Obsérvese gue la columna
de gy podria ser suprimida despuds de que gy deja la base (al concluir el primer pivoteo),
¥ que la colummna de a, se podria eliminar después de que @; deja la base (cuando conclu-
ye ¢l segundo piviten).
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TABLA 385

Tableau dgtima pare Baven
Tarize
r & & & P, & & Ld Bisics
| 0 o - = 25 =125
0 0 0 i : 3 -3 ! fH =1
0 | i - -3 5 Xy =5
0 | o i 3 3 3 5 =5

Como detectar un PL no factible

Ahora modificaremos el problema de Beveo: se requiere que una botella de 10 onzas de
Oiranj contenga por lo menos 36 miligramos de vitamina C. Aun cuando 10 onzas de jugo
de naranja contienen sdlo 3(10) = 30 mg de vitamina C, se sabe que Beveo posiblemente
no pueds cumplir con las nuevas canbidades de vitamina C. Esto quiere decir que el PL de
Beveo guizd no tenga solucion factible, Vieamos como el método de la gran M revela la no
factibalidad del PL. Hemos cambiado el PL de Beveo por

minz = 2x; + Iz,

1 1
52 = T :I'.l'z-

Ih

4 (Restriecion del argcar)
I+ =36 {Restriccidn de la vitamina C) L]
 + x =10 {Restriccion de las 10 oz)

XXz =

Después de efectuar los pasos 1 a 5 del método de la gran M se obtiene el tableau inicial
de la tabla 36, Como 4M — 3 = IM — 1, se introduce x; a la base. La prueba del cocien-
te indica que x; debe entrar en el renglon 3, 1o que ocasiona que a; deje la base. Despuds
de que x; entra a la base, se obtiene el tablcau de La tabla 37, Puesto que cada variable tie-
ne coeficiente no positive en el rengldm 0, éste es un tableau dptimo, La solucidn dptima
que este tableay indica es = = 30 + 6M, 5, = : gy =6 n=1a=e=x =101Ln
variable artificial (@) €3 positiva en el tableau dptimo, por lo que el paso 5 muestra que el
PL original no tiene soluciin factible.” En resumen, s algunag varigile artificial es posi-
va en el arreglo optimo de la gran M, entoncex el PL original no tiene solucion facrible,

TABLA 36
hetegi inicial pars Beven (o factible)

Taralile
[ E n a, ¥ & Iy Riira [Eal 0]
1 M~ 2 M -3 0 - M 0 L] 4air z = 46M
0 L : [ 0 0 0 4 5 = 4 16
i | 3 0 | 1 0 36 ay = 36 12
0 | (1) 0 noooo | 10 a = 10 1o*

"Para explicar par qué { 19) no e bemer soluciim factible, suponga gue o o3 (1, 13). Evidentemenic, si sc
establece que oy = ay = 0, (x}, ©y) send factible para o FL modificado (el PL con variahles artificiales). 53 se
sustingve (x;, 1,) en la funcide objetivo modificsds (z = Xx, + 35, + Ma; + M), s obtiene 2 = 37, + i,
[esto st mbSre pobgue @, = @y = ), Coma M e grande, e8lg valor de ¢ & climamends menod giass G4 + 30k
Lo anterior contradice e hecho de gue el mejor valor de = para fa fimcidém objetive modificada e 6800 + 3.
Esto sigmifica que 2l PL amiginal {19} ma debe tener solucidn factible
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ThBLA IT

Tablias que infica susanci do tacividad para Bevet (g i)

Yariabie
£ 5 & 5 5 5 » L bisica
1 I = 20 ] 0 -M 0 3 - AM 30+ 6M 7 = 6M + 30
0 T 0 1 o0 -4 x H=3
o 2 i 0 -1 1 -3 6 az= 6
i 1 1 i i o | 10 xp= 10

Obsdrvese que cuando se usa el méiodo de la gran M, es dificil determinar qué tan gran-
de debe ser M, Por lo regular, se elige que M sea por lo menos 100 veces mis grande que
¢l cocficiente mis grande en la funcion objetivo original. La introduccion de niimeros tan
grandes en el problema, puede ocasionar errores de redondeo (BA; ROUNDOFF) v oiras
dificultadies de cilculo. Por esta razin, la mayoria de obdigos de computadoras resuelve PL
mediante el método simplex de dos fases {que se explica en la secowon 4.13)

PROBLEMAS
Grupo A

Aplique ¢l métoda de la M grande para resolver los PL si-

guienies;
| ﬂ'lh'l.:—-l‘n"“*.t;"‘.‘l::\

5.0 oy 41+ xy =52
1't|+.l.'z =1
?.I| +Ji'-_-+3.l':|a]'
Xia X3, a0y = 00
i z = 2, + 31y
5.4 Iy * x; = 4
.l'L_.TzE_]
.:.,.:;'-E{F
max : = iy + x3
5.4 .l.'|+.1123
l‘l.'. +.I:;El1
Xy +.I':|=.1
I, x =0

min = = dry
£ .11.'|‘|".Iz-='_"fl
3.1'| + h’z=4
I|.IJE|:|

min z = x| + X3
&4 2y +ap+x =4
Xy "".‘I:l‘l':"_l'_a"'i
IL-.:E'_'.!.I']EU
min 2 = 1 + Xy
LR} X+ xa=3
iy + ey = 4
xp, oy =0

178

.13 Método simplex de dos fases’

Cuando una solucidn factible bisica no estd ficilmente disponible, se podria uiilizar ¢l mé-
todo simplex de dos fases en lugar del método de la gran M. En el método simplex de dos
fases, se suman variables artificiales a las mismas restricciones, igual que en método de la
gran M. Luego se encuentra una sfh para el PL onginal mediante la resolucion del PL de
la fase 1. En el PL de la fase 1, la funcidn objetivo es para minimizar la suma de todas las
variables artificiales, Al finalizar o fase I, se reintroduce la funcidn objetivo del PL ongi-
nal ¥ s¢ determina la solucion dptima para el PL onginal.

Con los siguientes pasos se explica el método simplex de dos fases. Note que los pasos
I a3 de este método son idénticos a los pasos | a 3 del método de la gran M.

"En esta secridn se irotan kemas que se podrian amitic sin que se pienda la contizuidad.
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L

Pazn 1 Modifique las restricciones de tal manera que el segundo miembro o lado derecho
de cada una sea no negativo. Para lograrlo, se multiplica cada restriccion con un segundo
miembro negatvo por — 1.

Pasa 1" Identifique cada restriccidn que ahora es (después del paso 1) una restriccion =
o 2=, En ¢l paso 3 se suma una variable artificial a cads una de estas restriceiones,

Paso 2 (Convierta cada restriccion de desigualdad en la forma estandar. 53 la restriccion i
3 Una MEsIrecion = s& suma enlonces una varable de holgura 5, 5i la resticcion § es uma
restriceiim ==, s¢ resta una varable de excedente ;.

Paso 3 5i {después de haber terminado el paso 1) In restriccidn § es una restriceiin = o
=, sume una vanable artificial g, También sume |a restriccidn de signo a; = 0.

Paso 4 Por shora ignore la funcidn objetivo del PL onginal. Mientras, resuelva un PL cu-
va funcidn objetivo es min w' = [suma de todas las variables artificiales). A esta parte se le
denomina PL de la fase L. El hecho de resolver el PL de la fase | forzard a las vanables ar-
tificiales a ser cero

Como cada a, = (), al resolver el PL de la fase | dard como resultado uno de los tres ca-
s08 slguicTibes:
Casa1  El valor dplimo de w' es mayvor que cero, En este caso, el PL onginal no tiene so-
luciin factible.

Gasa 2 El valor ophmo de w' es 1gual 8 cero y nimguna vanable artificial esta en la base
optimea de la fase 1. En este caso, se suprimen todas las columnas del arreglo Gptimo de la
fase | que corresponden a las varables artificiales. Luego se combiman la funcion objetivo
original ¥ las restricciones del arreglo optimo de la fase 1. Asi se obtiene el PL de la fase
IL. La solucidn dptima para el PL de I fase 11 es la solucion Optima del PL original,

Eazo 3 El valor Gptimo de w* es igual a cero v por lo menos una variable artificial esta en
la base optima de la fase I. En este caso se poede encontrar la soluckin optima del PL on-
ginal 51 &l final de la fase | se eliminan, del arreglo optimo de la fase 1, iodas ks vanables
artificiales no biasicas v cualquier vanable del problema onginal que tenga coeficiente ne-
pativo en el renghin 0 del arreglo Optimo de Ia fase 1

Antes de resolver ejemplos que ilustren los casos 1 a 3, se analiza brevemente por qué

w' =l corresponde al PL ongimal que no tene solucion factible v w' = 0 corresponde al
PL original que tiene por lo menos una solucion factible

Soluciones factibles de la fase | y fase |l

Suponga que ¢ PL orginal ¢s no factible. Entonces, la Gnica manera de obtener una solu-
cion factible para el PL de la fase | es hacer positiva por o menos una vamable artificial. En
esla situackon resultard w' = 0 (caso 1) Por otro kado, siel PL original tiene una solucidn
factible, entonces esta soluckon (con todas las a; = 0) es factible en el PL de la fase | v da
w' = 0. Esto quiere decir que si el PL ongimal tiene una soducion factible, la solucidn opdi-
ma de la fase [ lendrd w' = 0. Enseguida se ilustran por medio de ejemplos los casos | v 2
del método simplex de dos fases.

Simplex de dos fases: caso 2

Se¢ usa el simplex de dos fases para resolver pnmero el problema de Beveo de la seccion
4,12, Recuerde que el problema de Beveo era
min 2 = 2y + Ax,
I I

5.4 F tmsSé
5y + lxs = M)
£ + X3 10

X, X =0
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Spdueddn Al igual que en ol método de la gran M, por medio de los pasos | a 3, se transforman las

restricciones en

I

3y o+ g =4
xy + 3wy — ¢y + 3y = 21
Ej * &3 + idqy = |'|]

El paso 4 genera ¢l siguiente PL de la fase 1

min w' = as + ax

8.4 ;x, + ::_.'I:_; + & = d
oy + A — &y + i = 2
x + oag + a3 = 10

Este conpunto de ecoaciones proporciona una sfb de wocio para la fase [ (5, = 4, as = 20,
gy = 10,

Obsérvese que el renglon O de este tableau (w' = a3 = gy = ) confiens Ias variables
bidsicas oy ¥ @y Come en gl méndo de la gran M, a; v g5 se deben eliminar del renglon O
antes de poder resolver la fase §. Se suman gimplemente el renglia 2 v el rengldn 3 al ren-
glan O para eliminar a; v ay dél renglon 0:

Benglon 0;  w' a: = ay =0
+ Renglon 2 i+t Ixg = ey + oy =M
+ Renglon 3; N0+ x + @y = 10
= Muevo renglin 0 w' + Lry + du; — & = 10

Al combinar el nuevo renglon 0 con las restncciones de la fase | se obtiene ¢ tablean im-
clal de du fase [ de la tabla 38, Como el problema de la fase | 25 siempre un problema de mi-
nimizacidn {incluso si ¢l PL original cs un problema de maximizacidn), s introduce x5 a la
base. Lo prucha del cociente indica que x; debe entrar o fa base en ef rengldm 2, v sabir a;.
Diespués de efectuar las OER pertinentes sc llega al tablean de la tabla 3%, Comn 5 <2 20y
5 ; x5, enttn a la bise en el rengldn 3, Por lo tndo, ay saldch de la base, Como a; ¥
serim no hisicas despeés de que el pivoteo actual se terming, s¢ sabe va que el tableau si-
guicnie serd optimo para b fase [ Ung mimda al tablean en la tabla 40 confirma este hecho.

Como w” = 0, concluyd la fase 1. Se enconird la solucion factibie bsica 5, = l X3 =
3. x, = 5. Mmguna variable artificial esth en ba base de la fase | Por consiguiente, el pro-
hlezma es un ejemple del caso 2. Ahora e supnmen las colomnas de la variable artificial o5
Y @y (v o 8 les necesita), v e reintrodece la funcidn objetiva original,

min =2 = 2y + 3xg o hien, z— 2y — =0

Pussto que &y v vy estin ambas en b base optima de la fase 1, deben ser eliminmdas del
renghon O de la fase 11, Se suma 3{renglom 2) + Zirenglin 3) del tablean dptimo de 1a fase
I al renglia 0,

Benglon O de la fase ;7 — 2y — 3 =

+ Rengln 2. g = S = 15
+ Renglon 3 2%y + &= 10
= MNuevo renghtn 6 2 = sey=125

Se empicea entonces ka fase 1 com el conjunto de ecuaciones siguiente:

. I
minz — ey = 25

=

LT s

N
th Ln

X3 — 38;

] = s | | s

Xy + Ex
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TABLA 38
Tabieau inicial de Ia fase | pars Bewes

Tanaile
» K, B [ & ' & L b [H e 1]
| 2 4 0 -1 0 i 0 w' = 30
0 5 5 | L o o 4 6 = 16
i | 3 0 -1 | i 0 a: =10 e
0 | I 0 0 o 1 1o ay = 10 1
TABLA 39
Tableau de o fase | para Bewes despuds de ma fercidn
Yarlabim

W s & & B e & Ld isica Cocierde

3 | 1 H ; 1]
1 5 0 i ; : ] W'
u iz v I i3 1 0 ] 5| =7y 0

1 o »
0 2 | il - - il ; Ky == 0+
i C| il il : - | T ay = i
TABLA 40
Talrizaw dptime de In fase | pare Beven

Tunaale

" 5 & £ L] & [ id by
| il i 0 0 - ~ i w =10
S A S . : ¥t =y
] ] I ] =3 3 3 5 r; =3
o | i il ; ! 5 5 =5

Este conjunto s Gptimo. Por consiguienic, en este problema, la fase 11 no requiere pividons
para llegar a una soluckon dptima. Si el renglon O de la fase [ no indica un tablean dptimo,
enionces se prosigue simplemente con ¢l simplex hasta que se obtenga un rengldn 0. En re-
sumen, &l tableau optimo de la fase 1 mdica que la soluckin Optema para el problema de
Bevocoesz =25,y =5, =55 = _'1 v ¢ = 0. Fata va de acuerdo, naturalmente, con
ka soluciin dptima que se determind por medio del método de la gran M de la seccidn 4,12,

EJEMPLD b Simplex de dos fases: caso 1

Para ilustrar &l caso |, se modificari el problema de Beveo, de tal manera que se requicran
36 mg de vitamina C. Ya se sabe, por la seccidn 4,12, que este problema es no factible, Es-
o quiere decir que b solucion Optima de la fase | debe tener w' = 0 {caso 1), Con ¢l fin
de demostrar que esto es verdadero, se empicza con ¢l problema original:

min z = 2x; + 3x;

5.8 Xy + g0 = 4
x + 3 = 36
x + xx= 10

X1 X3 =1
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TABLA 41
Tailezaw imicial de {2 fase | parn Beven (m

W 5 B m B 0 m W mae el
l 2 4 0 o | 0 0 46 "= A
0 ! 1 I a a 0 4 5 =4 16
1] I 3 0 o | | 0 3 dy = M 12
0 1 (D i i a 1 10 ay =0 10
TABLA 42
Tablesy que indics ausencis g6 Fectibildad para Beves (o factible)

: H_ - - . T “
v & L R N Ld basica
1 =1 L1 =4 4] w =
0 i 0 -+ 1 a=
0 =2 0 =3 f a =6
0 | l 1 L0 =10

Tras completar los pasos 1 a 4 del simplex de dos fases, se obtiene ¢l problema de fase |
siguiente:

min W = gy + dy

8.4 %ﬂﬁ + %.:: + £ = 4
I|_+3'I1 _E'1-+-ﬂz = 1n
¥ i + ay = 1

A partir de este conjunto de ecuaciones, se encucnira que la sfb inicial de la fase les 5, =
4, a3 = 36, v ay = 10, Como las variables bisicas a; ¥ gy se presentan en la funcidn ob-
Jetive de la fase [ se deben eliminar del renglin O de la fase 1, Para hacerlo se suman los
remglones 2 v 3 al renglin O:

+ Renglén O: w' —g;—ay=10
+ Renglon 2 Xy 4+ A3 — e+ = 36
+ Rengldn 3: X+ X + gy = 10
= MWueve Renglon ;. w' + vy + dx; — &5 = 4b

Con este nuevo renglon 0, el tableau inicial de la fase [ es el que se muestra en la tabla 41.
Como 4 > 2, entonices s¢ debe introducir x; 3 1a base en ¢l renglin 3, con lo gue s¢ obli-
ga a gy o dejar la base, Este tableau resultanie se proporciona én la tabla 42, MNinguna
miﬁﬂeﬁmmcﬁci:mpnsitimm:lmnglmmul:r.u:&tr.n:-sl.mtablcauﬁpl.im de la
fase 1, v como el valor dptimo de w' es & = 0, ¢l PL original debe tener solucidn no facti-
ble. Lo anterior es razonable, porque si ¢l PL onginal tuviera una solucidn factible, ésta
habria sido factible en el PL de la fase | (después de hacer a; = gy = (). Esta solucidn fac-
tible habria dado w' = 0. Comeo el simplex no pudo encontrar una solucidn de la fase [ con
w' = (I, gl PL debe tener solucidn no factible,

DBSERVACIONES

1 Al igsal que en el méiodo de la gran M, se podria eliminar la columna para cualquier variable ar-
tificial en los tableaws futuros tan promte como ln vanable arbficual deja la base, Por ke tanto, cuando
se resolvid el problema de Beveo, la columna de a; pudo supniminse despuds. del primer presteo de
la fase I, ¥ k& de @y pudoe eliminarse después del segundo pivoteo de la fase 1
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2 5e puede demostrar que {exceptuando los vincules parn la vanable entramte v en ba prueha del oo-
ciente) el método de ln gran M v In fase | del metodo de bas dos fases efechian |la misma sucesidn de
p:i'.-uI.Eux. A pesar &f esla |‘:|.:|u.wa|tn|:.|a. la mayaria de hos oichigos para computadom wtilza el mébo-
do de las dos fases para enconirar una sfb. Esio se debe a gue M. por ser un nbmero positna grande,
podria ceasionar errores de redonden ¥ ofras dificubades de cleulo, El método de las dos fases no
introdiece mingdn mimero grande en la funcidn ohpstive, por lo que se evitan estos problemas.

Simplex de dos fases: caso 3

Resuelva el PL siguiente por medio del método simplex de dos fases:

min z = I*[I‘lrI + 1thrs Txa =+ ldx;

5.4 Tp— I + x5 = [}
“E.'I'| + X3 o :'.l'j =}
X + X3 + B—x=1
l’l’: +.I':|. + Tg + .11'5 T Kg — El
Todax, = 0

Se posdria wtilizar xy como una vanable bdsica pars la cuarta restniccidn, v las vanables
artificiales a,, ax ¥ @3 como variables hisicas para las primeras tres restricciones. El objeti-
v en la fase 1 es mimimizar w = a; + a7 + 4. Después de sumar las primeras tres restric-
CHINCS & W — @y — @z — @3 = [ s ofticne ef tahleau inicial de la fase 1, el cual =¢ muestra
en la tabla 43,

Aun cuando x, tiene ¢l coeficiente mas positivo en el renglon 0, se elige introducir 1, a
la base (como una variable bisica en el rengldn 3), Se observa que inmedialamente s ob-
tiene w = 0, El tableay final de la fase [ sz proporciona en la tabla 44,

Como w = 0, 5¢ tiene va un tableay dptimo de la fase 1. Dos variables artificiabes (g, v
s} permanecen én la base en un nivel cero. Ya se podria eliminar la variable artificial a,
en el primer tableau de la fase 1. La dnica variable oniginal con un coeficiente negativo en
¢l tableay dptimo de la fase | es xq, asi que se podria suprimir x; de todos los ableaus fu-
turos. Esto se debe a que a partir del ableau dptimo de 1a fase | se encuentra que w = x.
Esto quiere decir que x) nunca s¢ volvera positiva en la fase 11, por lo que se podria supri-
mir xy de todos los wbleaus futuros. Como z — 40x, — 1x; — Txs — 145, = 0 no con-
tiene ninguna vanable basica, ¢l tableau inicial para la fase 11 cs como el de la tabla 45,

TABLA 43

Varadke
i L] L] ) ] 5 & 2 & ] 4 basan
| 0 i 1 0 | -1 ] 0 i 3 W =3
o | —1 ] ] 2 ] | ] i o ay = 0
i 2 | 0 0 =32 0 L] | 0 o ay =0
0 | 0 (] 0 1 -] L] 0 1 3 ay = 3
i 0 2 ! 1 2 [ 1] 0 il 4 Xy =4
TABLA 44
Waiiable
w & & L] & & 5 5 Ll L] Ld hisica
1 =1 o o i 0 i ] i -1 ] w =0
i 1 [ o ] 2 i | 0 0 0 a =0
fl =1 I 0 L] —d i ] i ] L] =0
] | 0 [ 0 [ 1 0 1] | 3 =3
] -1 2 0 | | 2 0 L] | | =1
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TaABLA 45

1 -1 0 0 -7 -14& 0 0 0 7=
0 -1 o0 2 o1 0 0 a =0
0 I o0 -2 ¢ 0 1 0 ay=0
1] L] | 0 1 =] 0 0 ] x= 3
0 2 0 I 1 @ o 0 1 X =

1 4 0 7 0 0 i 0 7 5 =17
0 0 0 0 2 0 | i ] ay =0
0 | 0 0 0 0 i 1 i ay =1

T T
i ! i L 3 i i it i Xy =
o o o L 1 9 0 o I x=i

Ahora se introduce x; a la base en el rengldn 4 v se obtiene ¢l fableau optimo que se
muesira en la tabla 46,
La solucidn dptima del PL original es 2 = T, 33, = 72,5, = %,xz=x5=r,,=:3=ﬂ.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Itmn:lnlmpmbhm;dchmnﬁnl]lpwﬂ%udel 2 Expligue por qué el PL de la fase | tiene por lo regular
métndlo simiplex de dos fases. seluciones dptimas alternativas,

4.14 \ariables sin restriccion de signo

Al resolver el PL con ¢l algorimmo simplex se utiliza la prucha del cociente para determi-
nar ¢l rengldn en el cual la variable que enira se vuelve una variable bdsica, Recuerde que
la prucha del cociente depende del hecho de que cualquier punto factible requeria que to-
das las variables fueran no negativas. Por 1o tanto, 20 ¢ permite que algunas variables no
tengan restricciones de signo (ors), la prueba del cociente v, por consiguiente, ¢l algonimo
simplex va no ticnen validez. En esta seccidn se demuestra odmo un PL con vaniables que
o tienen restriceiones de signo (o variables irrestricias) se pueden transformar en un PL
en el cual se requiere que todas las variables sean negativas.

Se empieza por definir dos variables nuevas x| v x por cada variable nrs x,. Lusgo se
sustituye x; — &7 por x, en cada restriceion v en la funcidn objetive. S¢ suman asimismo
las restricciones de signo 1] = 0y x] = 0. El objetivo de esta sustitucién es expresar x; co-
mio la diferencia de las dos vanables no negativas 1) v a7, Como ahora s requiene que o=
das las variables scan no negativas, ya s puede proscguir con ¢l simplex. Pronto se vera
que ninguna solucion factible bisica puede tener tanto x; = 0 como x; > 0. Esto quiere
decir que para cualquier solucidn factible bisica, cada variable nrs x; debe enconirarse en
cualquicra de los siguientes res casos:
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Caso1 x) = 0yx] = 0. Este caso se presenta 51 una sfb tiene x; > 0. En este caso, x; =
£ = x; = x;, Porlotante, x; = x;. Por gjemplo, 5ix; = 3 enuna sfb, esio 5¢ indicard por
=3yx =0

Casa 2 x; = 0val = 0. Ocumre si x; < 0. Como, x; = x{ — &) s¢ obtiene x; = —xf. Por
ejemplo, si x; = —5 en una sfh, s¢ tendrd 7 = 0y 2] = 5. Entonces, x; =0 - § = =35,

Exod /=5 =0.Enestecasox, =0-=0=10

Al resolver el siguiente ejemplo se prende por qué ninguna sib puede tener tanto &, =
0 comao 3] == 10,

Uso de las varlables nrs

Un panadero tiene 30 onzas de harina ¥ 5 paquetes de levadura. Para hornear una hogaza
de pan necesita 5 onzas Jde hanina v | paguete de levadura, Cada hogaza de pan se puede
vender en 30 centavos. El panadero podria comprar mas harina a 4 centavos por onza o ven-
der ¢l sobrante de harina al mismo precio. Plantee v resuelva un PL para ayudar al pana-
dero a maximizar |z utilidad (mgresos — costos),

Defina

x; = cantidad de hopazas de pan hormeadas

X3 = cantidad de onzas en que 52 incrementa ¢l suministro de harina por las tansacciones
en efectivo.

Por ko tamio, x; = 0 significa que s compraron r; onzas de harna, v ©; < 0 queere decir que

—x; onzas de harna se vendieron (x; = 0 significa que ni se vendid nd se comprd harinal,
Después de observar que x; = 0 v que 1 no tene nestriccionss de signo, ¢l PL apropisdo es

max 2 = 3, — 2x;
5.4 axy = M0+ xy {Restriccion de la hanma)
X =5 { Restriccion de la levadura)

x; = Wk x; urs

Como xy es irresiricta, es decir, no tiene restricciones de signo, se sustiluve x; — 15 por
x5 en la funcidn objetivo v las restricciones. Asi se obtiene

max £ = 3y, — dxs <+ dxl
5.4 S5xy = 30+ oxx — a3
X =5
Xi, X3, X3 =0

Desputés de transformar |a funcuon objetrvo en la forma de renglan O v sumar variables
de holgura 5; ¥ 55 a las dos restricciones, se lega al tableau inicial de la tabla 47, Mote que
la columna de x; s simplemente la negativa de la columna x5. Ya se verd que no imporia
cuanios pivedeos se efechien, la columna x5 sera siempre la negativa de la columna x5
(Vénse unn demostracion de esta afirmacidn en el problema 6.)

Como x; tiene el cocficiente mas negative en el renglén 0, x; entra a la base (en el ren-
glén 2} El tableau resultante se muestra en la tabla 48, Observe que, nuevamente, la co-
lumna de x3 es Lo negativa de la columna de 3.

Puesto que x7 tiene ahora el coeficiente mds negativo en &l renghén (), endonces se intro-
duce a la base en el renglin 1. El resultado se ilustra en la tabla 49, Observe que la colum-
na de x3 todavia es la negativa de o columna de 15, Este es un tableau Gptimo, asi que la
golucion Gptima al problema del panaderoesz = 1T xy =5, = 5o = 0,5 = 53 = 0,
Por lo tanto, 5 posible que el panadero tenga una utilidad de 170 centaves por hormear 5
hogazas de pan. Como x; = 1z — x5 = 0 — § = -5, el panadero debe vender § oz de
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Tabieau inicial para PL s
Wariibie

E 5 1 1 5 5 Ld basica Cacignin
I ~30 4 —4 0 0 i r=10
0 5 el | 1 l 0 £l & = b G
fi ()] i i o 1 3 53 = 8§ LU
TABLA 48
Tableaw il par PL 3

Variable
r & X i 5 & Ld bdsica Caciente
| 0 4 -4 il ki 150 = 150
0 i -1 {0 1 -5 5 n=>5 54
L] 1 i L] u 1 5 I =% Mmngumno
TABLA 48
Tahlzaw ipima pas ML oy

Wariakle
7 L 7 5 5 Ld basiza
I Ll ] 4 10 170 =170
1 0 -1 1 1 -5 L H=s
] 1 L] ] 1] 1 5 n==5

harina. Lo optime para el panadero es vender haring, porque al tener 5 paguetes de levadu-
ra lirmida la elaboracidn de pan a cuando mucho 3 hogazas, Estas 5 hogazas de pan ufilizan
5{5) = 25 oz de hanna, de tal manem que 30 — 25 = 5 oz de hanna quedan para vender.

Las vanables x5 v 15 nunca serdn ambas vanables bdsicas en el mismo tableau. Para wer
PO qué, suponga que x5 ¢ hisica (como es en ol arreglo dptimo). Entonces la columna de
x5 contendrd un solo 1, v todas las otras entradas serdn iguales a cerp, La columna x5 es
siempre la negativa de la columna x5, asi que la columna x; contendri un solo —1 v wodas
las otras entradas serin iguales a cero. Dicho tableau no puede tener ©3 como una vanable
factible bisica, El mismo razonamicnie sciala que si x; es nrs, entonces ©; v X, no pusden
ser ambas variables bizicas en el mizmo iableau, Esto quiere decir que 37, &7 0 ambas de-
ben ser iguales a cero y gue se puede presentar uno de los casos 1 a 3.

Mediante el ejemplo siguiente se ilustra cdmo las variables nrs e pueden usar para mo-
delar los costos de suavizacion de la produccion de bos que se hablaba en la seccion 3.10.

Models de los costos de la suavizacion de |8 produccion

Monddo Motorcycles eatd determinando su programa de produccion para los cuatro times-
tres sipuientes. La demanda modocicletas es como se indica; trimestre 1, 40; inmestre 2,
T0; rimestre 3, 50; timestre 4, 20 Mondo tiene cuatro tipos de costos,

1 Manufacturar una motocicleta cucsta 400 délares a Mondo.
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2 Seincurre en un costo de 100 ddlares por cada motocicleta que se conserva al final de
cada trimestre.

3 Incrementar la producciin desde un trimestre al siguiente genera costos por b capac-
tacion de bos empleados. Se estima que 2 Incurme en un cosio por motocicleta de T di-
lares si la produccidn aumenta de un trimesire al otro.

4 BReducir la produccion de un trimestre al otro incurre en costos por el pago de la indem-
nizacion, ka baja moral, efc. Se estima que se genera un cosio de 600 dolares por motoct-
cleta st la produccidn disminuye de un trimesire al otro.

Toda la demanda se debe cumplir & tiempo, ¥ la produccidn de un trimestre se podria
uiilizar para curnplir con la demanda del mmestre actual. Durande el timestre inmediata-
mente anterior al trimestre 1, se fabricaron 50 motocicletas. Suponga que al inicio del
trimestre 1 no hay Mondos en imentanio. Plantee un PL que minimice el costo total de Mon-
do durante los cuatro fnmestres siguientes.

Para expresar el inventario v los costos de produccion se definen parat = 1,2, 3, 4,

By = namero de motocicletas producidas durante el tnmestre

i, = mventano al final del tamestre ¢
Con el fin de determinar bos costos de suavizacion (costos 3 v 4) s define
x, = cantidad con la que la produccion del trimestre ¢ es superior a la produccitn del tri-
mestre  — |
Como x, no tiene restriccion de signo, se podria escribir x, = x; — x7, donde x; = O ¥
x; = 0, S¢ sabe que si x; = 0, entonces x, = %, ¥ 3, = 0. Asimisme, 51 x; = 0, entonces
6= —x ¥x = [ Esto quiere decir que
X = incremento en la produccidn del trimestre § sobre la producciim del tnmesire § — |

(x; = 0 si la produccion del pertodo ¢ es menor que ln produccson del penodo ¢ — 1)
ry = decremento en la produccidn del trimestre £ a partiv de la produccidn del trimestre
=1

(x; = 0 si la producciin del peniodo ¢ es mayor que [a produccion del penodo @ — 1)
Por cjemplo, si py = 30 ¥ py = 50, s¢ tiene a3 = 50 — 30 = 20, x3 = 20, x5 = 0. De ma-
nera similar, sipy = W0ype = |5 ellgaan=15-30= =15, =0y = 15
Ahora se pueden usar las varables x; y x7 para expresar los costos de suavizacion por tri-
mestre 1.

Ahora va se puede expresar el costo todal de Mondo como

Costo total = costo de produccion + costos por imventiarko

+ costo de suavizaciin debido al incremento de produccidn
+ ¢osto de suavizaciin debido all decremento de produccion
TMFH ‘I'_F'rl"F-: |_|"|'.|!|‘I I[IHr. 4 f:r‘l iy ‘I'qul‘
+ Tz + k3 + x5 + x3) + 600{x] + 25 + x5 + x3)
Para completar ¢ planteamiento, se suman dos tipos de restricciones. Primero se regquigren
restricciones de inventario (coma en el problema de Saileo de la seccidn 3, 10) gue relacio-
na ¢l inventanio del trimestre actual con el inventario del trimestre anterior v la produccian
el trimestre actial, Para o trimestre ¢, las restricciones de imventanio toman 13 forma
Irventario del trimestre = (inventario del trimestre (¢ -11) + {produccion del tnmestre §)
= (demanda del trimestre f)
Para f = |, 2, 3, 4, respectivamente, se llega a las cuairo restricciones siguientes:
J'|_=l:|+p|—4ﬂ J..!:J."_PE‘_?D
fy = i3 + py — 3 iy =iy + py— 2
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Las restricciones de signo ¢ = 0(f = 1, 2, 3, 4) aseguran que la demanda de cada trimes-
tre se cumplicd jusio a ey,
El segundo tipo de restriccion refleja el hecho de que estan relacionadas p, pr_ g 57, ¥
x}. Esta relacidn se refleja en
(produccion del trimestre ¢) — (produccidn del rimestre (f — 1)) = x, = x, — x}
Esta relacidn origing las cuatro resiriccionss siguientes para /= 1,2, 3, 4
p-N=xi-¥ p-p=x-x
Pr=P1=X =X PPy TE X
Al combinar la funcidn objetivo, las cuatro restriceiones del mventario, las altimas cuatro
restricciones y las restricciones de signo (i, p, &7, x7 = 0 para ¢ = 1, 2, 3, 4) se obtiene ¢l
PL siguiente;

min z = 400p, + 400p; + 400p; + 400p, + 1004, + 1006, + 1004 + 100
+ Te] + Txy + T00cy + Tog + 600x7T + 6005 + 600y + 600k
54 iy =0+p, — 40
fr= fy + pa—T0
f1= f_z"‘p“; — 50
s = iy + py = 20
1= 50 =x —x}
Pr= P =X =3
Pr=pa=x- A
Pa—Ps=Xa— X5
inPai i 20 (r=1,2.34)
Al igual que en el gjemplo 7, la columna para x; en las restricciones es la negativa de la
columna 1. Por lo tanto, como en el ejemplo 7, ninguna sib del PL de Mondo puede iener
tanio x; = 0 como xp = 0. Esto quiere decir que x; en realidad es el incremento de la pro-
duceidn durante el trimesire ¢, ¥ que 1 de hecho es la cantidad que disminuye la produc-
cidn duranie el trimestre 1.

Hay otra manera de mostrar que la solucidn dpiima no tendrd tanfo x; = 0 como 57 >

0. Suponga que, por ggjemplo, p; = 70y py = 60, Entonces, la resiriccion

pr=p =M= =x - (29)
se pusde cumplir con muchas combinaciones de x; v x5, Por gjemplo, 13 = 10 y x5 = () sa-
tisface a (20), asi como x; = 20 vl = 10 55 = 40 v 15 = 30; efedtera, Sip; — pp = 10, la
soluckin dptima del PL siempre elegini xz = 10 v x5 = ) v ninguna otra posibilidsd, Para en-
tender por qué, examine la funcidn objetivo, 5i g = 10 v a5 = 0, entonces x; v 25 contribu-
ven con L0700} = 7 000 dolares en los costos de suavizacidn. Por otro lade, cualguier otra
eleccidn de xi v x5 que satisfaga (20) contribuye con mds que 7 000 dblares en bos costos de
suavizackon. Por gjemplo, x3 = 20y af = 10 contribuye con 20(700) + 10(600) = 20 000
dilares en dos costos de suavizacion, Como se estd minimizando ¢l costo total, el simplex
nunca escogerd una solucion donde se cumplan tanto x; = 0 como 37 = 0,

La solucidn dptima para el problema de Mondo es gy = 55, p; = 55, p3 = 50, py = 50,
Con esta soluckon, se genera un costo total de 95 000, Con el programa de produccion ap-
tima se fabrica un total de 210 Mondos. Como la demanda total para los cuatro trimestres
25 de silo | R0 Mondos, habrd un inventario final de 210 — 180 = 30 Mondos, Obsérvese
que esto contrasta con el modelo del imventario de Sailco de la seccidn 3.10, en el cual el
inventario final era siempre 0. La solucion dptima para el problema de Mondo tieneg un in-
ventario no cero en 2l tiimestre 4, entonces, como ¢l inventano es cero en el trimestre 4, la
produccion del trimestre 4 debe ser menor que la del trimestres 3, Antes que incurrir en los
costos de suavizacion excesivos con los que se relaciona st estrategia, la solucion dpti-
ma prefiere conservar 30 Mondos en inventario al final del trimestre 4.

—
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Supongs que Mondo ya no debe cumplar a teempo com sa
dermanda. Por cada tnmesitre en que se incumple & demanda
de una motocicleta, se fijn un costo de penalicaciin de 110 db-
lares por matoctksleta, Por consigulente, la demands se pusde
acumular ahora. Sin embargo, fodas las demandas se deben
cumplir al finalizar ¢l rimestre 4. Modifique el plameamien-
b del problema de Mondo para permitir gue la demanda se
acumule. (Superencias: La demands incumphida cormesponde
a i, = 0. Por lo tando, {, abor no tiene restmcciones de signo,
¥ & Hene que sustitaic i, = i — §;. Abom i} sem In cantidad
dir demanda que se incumple al finall del rmesiee )

2 Resuelva la siguiente PL mediante ¢l algoritmo simplex
max z = Xz, + i
qa I+ =6
Ntrn=4
Xy =10, &y s

Grupo B

3 Siccleo hace frende o la demands siguiente de acero du-
rante los tres meses sigusentes: (00 tonecladas (1) (mes 1)
20 ¢ {mes 2); 3t (mees 3), Durante cualguier mes, un tra-
bnjador produce hasta 15 t de acero. Cada trabajador recibe
caime paga 5 000 didlares al mes. Los trbajadones. pusden
ser contrutados o despadidos a un costo de 3 000 dialares
por rabajador despedido ¥ 4 (600 dddares por trabajador con-
tratsdo (ioma 0 temmpo contratar a un obrerel El costo de
retener una oncksds de acero en imventano par un fmes e
100k diflares. La demanda se podrin pcumular {ibacklag) o um
coato de 70 dilares por cada mes. Es decir, 51 una @ de la de-
manda del mes | se cumple durante 2] mes 3, entonces
S (BCUITE 6 N coslo por scumubscion de 140 dilares. Al
empezar el mes [, Steelco tiene 8 I:r]hma.dmﬂ Pueden ser
contratados cuando mucho 2 rabajadores al mes. Toda la de-
marula debe quedss cumplsda al fimal del mes 3. La materia
prima wsadn para producir una tonelads de scero cuesta 300
ddlarcs. Plantee un PL para minimdzar los costos de Seeeloo.

4 Demsesite coma podria asar ln programaciin lineal pa-
r reselver ¢l problema sigudente:

FiGumra 13

i
Zoma de produccidn del soem
-

{0, 00

-i.rl:lllrrrn}m'ql.r

(L1 LYR

|, 3

§' La planta principal de Steclco tiene en |a actualidad un
drea de manofactura v usa zoms de embarque, ubicadas
coumo s indica en la I"J;uru 13 {desgancing en pies), La com-
paiiin debe determinar démde abicar las instalaciones de fun-
dicidn v las de ensamble v almacenamiento, con el fin de
minimizar los costos dionoes por desplazar ¢l material por la
planta. La eantidad de viapes hechos todes los dias son los
que w2 ndican en la tabla 50

Si s supone gue 1odos los viages {acarmee) son adlo en di-
recciin eshe-oeste o norte-sur, plantee un PE que se puesda p.p'li-
car parn detenminar donde se podrian ubicar las instabwiones
de fundicidn v de ersamble v almascenamienio con objelo de
minimizar los costos de mnsporte dianio, (Sugerencie: 5i las
instalaciones de fondicidn tienen coordenadas (c1, c2) pebmo
st fleberia interpretar o restriccion ¢l = 700 = ¢, — w7}

B Demusstre que despucs de coerlo namero de pivotecs el
cochicients de x; en cada renglém del tableaw simplex serd
ipual al negative del coeficiente de xf en el misme renglin.

T Clotheo fabrica pantalones. Durante los seds meses si-
guientes puede vender hanyr la cantidad de pantalones de ka
tabla 51.

La demanda que no & surle dursnbe un mes se pierde, En-
tomces, Clothoe pueds vender hasta, por ejemplo, 500 pants-
lomes duranbe el mes 1. Un pantabin se vemde en 40 ddians,
recuiere 2 horus de mano de obra v 10 délares de materia pri-
ma, Cusmde empicza €l mes |, Clothco tiene 4 obreros. Lin

max z = [2r, — 3ry obrere puede irabajar haciendo pantalones hasta 20 horas al
e b s, su salario es de 3 00 ddlares mensuales (3in tener en
s ¥y T I3z = cuentn cwintns horas trabajo). Al principio de todos los me-
B Ix, - 5 =03 sc8, & pusde contratar o despedic empleados. Cuests 1 500
Iux=0 dilares contratar un empleadn v 1 000 despedarlo. Se fija un
TABLA BO TaBLA 51
Mei Darminda mexima
[Cavin [oonkawan)
Contidad disria  par W8 pim I 500
Ce L] d visjes dn acwms 3 &0
Fundician Ensamble v almacenamients b [1] 3 300
Procuccion de acern Fundicidn i I 4 400
Producidn de scero Ensamble ¥ almacenambento B [H 5 0
Embarngue Ensamble ¥ almacenamisnio 2 20 & S0
"Basndn en Lowe v Yerex (1976)
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coso de 3 dolares por retencs un pamialon contrs ¢l inventa-  ra los seis meses sigwienies. |gnore el hecho de que durarie

ek firsal de cada mes.

cada mies s cantidad de emplsules contratados o despedidas

Determips cime Clotheo poede maximazas su whilidod pa-  Hiene gue sr un enteTo,

4,15 Método de Karmarkar para resolver PL

A continuaciin se presenta una explicacion breve del método de Karmarkar para resolver
PL. 5i desen usa explicacion mas detallada, refifrase a la seceidn 1006, Bl mdtodoe de Kar-
markar requiere que ol PL esté en la forma siguientc

min 2 = €%
5.8 Ex =0
Xt Ex ot ooy, = |
n=1
¥ oque
1 Elpuntox® = [1 L -« 2] debe ser fuctible pura este PL.

2 El valor dptimo de = para el PL es igual a ceno,

Lo mds sorprendente ¢s que cualquier PL se puede exprezar en esta forma, En el mésodo
e Karmarkar s¢ utiliza una transformacién de la peometria provectiva para crear un con-
Jumio de variables irmnsformadas ¥, ¥, . . - ¥ Esta imansformacion (lamémosla 7} frans-
forma siemipre ¢l punto gctual en el “centro” de la region factible en el cepacio defimido por
las varisbles transformadas. Si 1 transformacion comvierte al punto x en ¢l punio ¥, se os-
cribe f (1) = ¥, En ¢l cspacio transformado, ¢ algontmoe empieza con ¢l desplazamienio
desce Fix") en el espacio transformado en una “buena™ direccion (una direccidn que ten-
de & mejorar z ¥ conserva la factibilidad). Con lo anterior se genera un punto ¥ en el es-
pacio ransformado, ¢l cueal estd cercano a la frontera de 1a regidn factible. Este nuevo payto
e5 X, que Hli:&fui;uj'[tl i = y'. El procedimiento se repite (esta vez x' reemplaza a x") has-
ta que el valor z para x* es suficieniemente cercano a 0.

Sl el punlu actual es x°. entonces la tansformacian tendra la propiedad de que Flx%) =
[ - = awa —] Por 1o tanto, en ¢l espacio transformado, siempree nos alejamos del “cen-
trn dl: la regron factible.

Se ha demostrado que el méindo de Karmarkar ¢s un algeritmo de tempa polindmi-
e, Esto implica que 51 un PL de tamafio n se resoslve mediante ¢l metodo de Boanmarkar,
entonces exisien los nimeros positivos @ v & tales que para cualquicr & se puede resolver
un PL de tamafio s en un tempo de cuando mucho an®

En contraste con ¢l métndo de Farmarkar, el algontma simplex es un alporitmo de tiem-
po exponencial para resolver los PL. Si un PL de tamafio n se remielve mediante ol sumplex,
enlonoes existe un namero posiivo © tal gue, para cualquier &, < algoritmas simplex encon-
trard ko solucion Optima en un tempo de cuando muche 27, Para o sulicieniemente grande
ipara a, b y ¢ positivas), ¢2* > an”. Esto significa que, en teoriz, un slgoritmo de tiempo po-
limbrmicn e superior a un algoritme de tiempo cxponencial. Las pruchas prelinninares del meé-
todo de Karmarkar {efectuadas por Karmarkar) demusestran que para PL grandes que surgen
e la aplicacidn actual, este método podria ser hasta 50 veces més rigido gue el alponitmo
simplex, Esperemos que el método de Karmarkar svude a los investigadores a resolver
varaos problemas grandes de PL que, en la actualidad, requieren uma candidad prohabriiva-
mente ¢levada de tiempo de computadora coando sz busca Ta solucidn del PL mediants ¢l
simphex. 51 el método de Karmarkar cemple su promesa preliminar, s capacidad para plan-
tear modelos de PL serd aun méds importante en el futuro cercano de fo que es hoy.

El Mifitary Airfift Command otilizd recientemente ¢ método de Kanmarkar para deter-
minar la frecuencia en que s¢ deben wolar vanas rutas v qué avones usar, El PL resoltan-

"La dimersion de un PL pediim ser deffineda como ¢ nGmens de simbolos necesanos para. represengar ¢l ML en
| ssbacioe hinaris,
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te contenia 150 000 varables y 12 D00 restricciones, ¥ s2 resolvid en uma hora de tiempa
de compatadora mediante ¢ método de Karmarkar, Un PL de estructura similar que conten-
ga 36 000 vanables v 10 000 resincciones requenna 4 horas de tempo de computadora 1 se
utiliza el método simplex. Delta Airlines utilizd el método de Karmarkar para elaborar bos

horarios mensuales para T 000 pilotos ¥ mis de 400 aviones, Cuando ¢l provecto finalizd,
[Delta esperaba ahormar millones de diélares.

4.16

Toma de decisiones con varios atributos en
ausencia e incertidumbre: programacidn por objetivos

En cicrtas situaciones, un tomador de decisiones podria hacer frenie a vanos objetivos, ¥ po-
drin no haber un punto en la regon factible del PL que satisfaga todos: bos objetivos, En tal
caso, jeomo puede quien toma las decisiones elegir una decision satisfactoria? La progra-
macion por objetives cs una técnica a la que se puede recurnir en estas situacioness, Por me-
dio del gjemplo siguiente, s¢ ilustran las ideas principales de la programacion por objetivos,

Pragramacion por objetives de Burnit

La agencia de publicidad Leon Burnit trata de determinar un horano de anuncios por TV
para la compafiia automodnz Pniceler. Pnceler tiene tres obpetivos;

Objetive 1 Por ko menos 40 millones de varones de alios mgresos (VAT deben ver os anuncios.
Objetive 2 For o menos 60 millones de personas de bajos ingresos (PBI) deben ver los

ATAENCI0E.

Objetive 3 Por lo menos 33 millones de mujeres de alios ingresos (MAL) deben ver los
ANUIRCIos.
Leon Bumit puede comprar dos tipos de anuncios: los que se musestren en bos jucgos de fut-
bol americano v los que se vean en las elenovelas. Puede gastar, cuando mucho, 600 000
divlares en los anuncios, Los costos de publicidad v los posibles tebevidentes para un anun-
ci de cada tipo de un minuto se proporcionan en b tabla 52, Leon Burndl tiene que deter-
minar cudntos anuncios en el ftbol ¥ cusntos en las telenovelas debe comprar para Priceler.
Sen

rp = nimero de minutos de anuncios mostrados en Jos juegos de futbol

1; = nimero de minutos de anuncios mostrados en las telenovelas

Entonces, cualquier solucidn factible del PL siguiente cumplina con bos objetivos de
Priceler:

min (o max}z = Qo + lx, (i cualquier otra funcidn ohjetivia)
5.4 a3+ Jxy =40 (restriceion de los VAL
Iz, + Srs 2= 60 (restnccion de las PRI [“]
Sap 4 dxp = 38 (restriceion de las MAT)
100y, + Ay, = 600 (Restriceion del presupuesto)
X x; =10

En la figura 14 s¢ encuentra que mingian punto que cumple con la restmiceron del prissu-
pucsie satisface los otros tres objetivos de Priceler, Por lo tanto, (2 1) no tiene solucion fac-
tible, Es imposible cumplir todos los objetivos de Priceler, asi que Burnit podria pedir a
Priceler establecer, por cada objetrvo, un costo {por unidad faltante para cumplir cada ob-
jetiva) que s genera por no cumplir con la meta, Suponga que Prceler determing que
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Flgumra 14
Restricciones de Priceler

TaBLA B2

Casta y mimare do televidennias do los mnciis i Pricalar
Willares de ielevidentes

i VAL PBl MM Csto jhiaer)

Futbol 7 1] 3 1 (0 Ok

Telenovela 3 5 4 600D

Por cada millén de exposiciones con el que Priceler no alcanza e obpetivo de los VAL
geners a esta compafia una penalizacidn de 200 000 dblares debido & las ventas
perdidas.

Por cada millén de exposiciones con el que Priceler no alcanza el objetivo de las PBI
genera a esta compafiia una penalizacion de 100 000 dolares debido a las ventas

perdidas,

Por cada millén de exposiciones con ¢l que Priceler no alcanza el objetivo de las MAI
genera & csta compafiia una penalizacion de 50 000 dolares debado a las ventas
perdidas,

Ahora, Burnit puede plantear un PL que minimiza el cosio incurnido por desviarse de
los tres objetivos de Priceler. La estrategia es transformar cada restriccidn de desigualdad
en (21) que representa uno de los objetivos de Priceler en una restriccion de igualdad. Co-
me no se sabe & la solucidn que minimiza el costo estard por abajo o por armiba de un ob-
jetivo dado, es necesario definir las variables siguientes:

5; = cantidad con la que se excede numéncamente ¢l i-&simo objetivo
5, = canfidad con la que queda por debajo numéricamente del /-Esimo objetivo
Tanito 5" como 5, reciben el nombre de variables de desviackin. Por lo que se refiere al
problema de Priceler, se supone que cada s.” v 5; se mide en millones de exposiciones. Es
posible volver a escribir las tres primeras restricciones de (21), usando las variables de des-
VERCLON, COTTH
Toy + 3+ 5 — 5 =40 (restriccion de los VAL
10x, + Sx + 53 = 53 = 60 (restriccion de las PBI)
Sxy tdr 5 — 5 =35 (resmccion de las MAL)

APl
LA
____.lprﬂuplﬁm!-

-I'HFTI-_I-. Ces el punis (3, 5i

&

gavitere o Algeritme simplx  f peagramaciin par abjetiws



Por ejemplo, suponga que x; = 3 v 1, = I, Con este programa de anuncios s¢ obtiens
5 + 32} = 4] millones de exposiciones de VAL Este valor excede el objetivo de VAT
por 41 — 40 = | millin de exposiciones, ¥y 5; = 0y &1 = 1, Asimisma, este plan onigi-
na 13} + H2) = 60 millones de exposiciones de PRI Asi se cumple exactamente ¢l re-
quisito de PIB, ¥ 51 = 57 = 0. Por dltimo, este programa da como resultado 5(5) + 4(2)
= 33 millones de exposiciones de MAL Este valor esth por abapo del objetivg de MAI con
35 = 33 = 2 millones de exposiciones, v 53 = 2y 57 = 0,

Suponga que Priceler guiere minimizar la penalizacson total por las ventas perdidas. En
términos de los varables de desviacion, la penalizacion total por las ventas perdidas (en
miles de dilares) ocasionadas por deswviarse de los tres objetivos es 2005, + 1000z, +
55y . El cocficiente de la funcidn objetivo para la variable asociada con el objetive § se lla-
ma peso o ponderacion para ¢l objetive £ El objetivo mis imporante tiene ¢l peso mas ele-
visdo (ex decir, ¢s el mis ponderado), elcéiera, Por consiguiente, en el ejemplo de Priceler,
el objetive | (VAT) &3 el mis importanie, ¢l objetivo 2 (PBI) es el segundo en imporancia
y el ohjetivo 3 (MAI) es ¢l menos importante,

Burmit pusde minimizar la penalizacion por las ventas perdidas mediante ln resolucion
del PL siguiente:

min 2z = 2005, + 100s; + 505,
5.3 Ty + 3+ 5 —5 =40 {restriccion de los VAT
I, + 5xp; + 57 — 57 =60 (restnccson de las PBI)
Se)+ dry b &y — 5y =35 (restriccion de las MAI)
1Mz, + 6l = &) (restnecion del presupuesto)
Todas las variables son no negativas

(22)

La soluciom oplima pura este PLesz =250, 5y =6, 5 = 0,5 = 2,57 =0, 55 =10,

S sy o= 0 sy o= 5 De esta maners se cumplen el objetivo 1 y el 2 (los objetivos con
los costos mis allos, o pesos, por cada unidad de desviacion desde el objetivo), pero no se
cumple con ¢l objetivo menos importante (objetivo 3,

OBSERVACIONES 5isc fracesa en ¢l cumplimiemo del objetivo ¢ cuando ¢l valor logradoe de un atnbuio e numénica-
mitle fenor gue el valor deseado del objetivo i, entonces aparecerd wn lérmminoe con &, en la fmeidn
chjetinen. 5i el meumplimiento con el ohjetive § se presenta cuando el valor bogrado de un atmbuto es
muméricaments mayor que el valor deseado del objetivo i, entonces apareceri un Iémuing con 5, en
la funcion objebivo, Asimismo, s s desea alcanzar exactaments un ohgetivo ¥ hJa una T"“""IW*"
ciba al quedar por arriba o por sha del mismo, entonoes aparecerin s Wrminos 5 v £ .

Suponga que se modifica &l epemplo de Priceler v se toma b decigsion de gue la restncoidn del
presupuesto de GO0 (0 dislares es un ohjetive. 54 se establece una penalizacion de | délar por cada
dirlar con el que se meampla el objetivo, entonces la formubscion aproplada de |a programacidn por
nb:i.:ri'..'.:u; serin

min s = 2k, + 1005y + 505y + 55
T Txp - Axy 5 = = 40 {restnccion de ks VAL
g, + S5, + 5 —5 =8 {restriccion de las PRI
Sy + dxy oy — 3y = 35 {restriceidn de kas MAT)
|y, = Blkrs + 55 — 5y = Gl {restrcoion del PrEsupaesin)
Tidas las variables son no megativas

En contrasie con Ia xﬂu-.mbﬂ Gptima :ln:nu Ia solucikbn dptima pam csie PL g5 2 = 3-3, 5= -1
.1:--'3|.'r| = x =0, 8y =0, 55 3.'-1.'.| 0,57 =, 53 = 0, 55 = (. Por ko wanto, 1.|.|m1
do se define que la restricciim de] presupueesto es un objetivo, [a solucién dptima ¢s cumpdir los tres
objetivos publicitarios quedande 337 miles de délares por arviba del presupaesio,
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Programacion por objetivos prioritarios

En gl planteamiento del PL para ¢l ejemplo de Burnit, se supuso que Priceler posdria deter-
minar con exsctitud la importancia relativa de los tres objetivos. Por ejemplo, Priceler de-
termind que ¢l objetivo de los VAT era S = 2 veces la importancia del objetivo PBI, y que
el objetive PBI m% = 1 veces |la importancia del objetivo de los VAL Sin embargo, en
muchas siluaciones, el tomador de decisiones podria no ser capaz de determinar con toda
precision |a importancia relativa de los objetivos, Cuando éste es el caso, la programacidn
por olfetives prioritaries podria ser una herramienta ol Para poder aplicar este tipo de
programacion, ¢l tomador de decisiones tiene que jerarquizar sus objetivos desde ¢l mas
importante (ohjetivo 15 hasta el menos importanie (ohjetivo m). El coeficiente de la funcion
objetrvis para la variable que representa el objetive § sera PS¢ supone que
P> Py ol Py S e B B

Por lo tanto, la ponderacion o peso del objetivo | es mucho mavor que ¢l del objetivo 2, v el
peso del objetive 2 es mucho mayor que ¢l del objetive 3, v asi sucesivamente. Esta defini-
cion de Py, Py, ... P, asepgura que quien toma las decisiones pomeno trata de satisfacer el
objetivo mds importante {objetivo 1), Entonces, entre todos los puntes que satisfacen el ob-
jetivo 1, el imador de decisiones trata de acercarse tanto como sea posible al objetive 2, ¥
asi sucesivamente, B¢ continda de este modo hasta que la dnica manera de cumplir en forma
aproximada con un objetive es incrementar la desviaciin desde un objetivo de alta prioridad,

Para ¢l problema de Priceler, el planteamiento de la programacidn por objetivos priori-
tarios se consigue a partir de (22} al reemplazar la funcién objetivo de (22) por P, +
P53 + Pssy . Por lo tanto, ¢l planteamicnto del problema de Priceler con programacidon
por objetivos prioritarios es

min 2 = Py + Paig + Pasg
5.4 Toy + 3+ 5 — 35 =40 (restriccion de los VAL
0%, + 5%y +3; — & =60 (restriccion de las PRI

Sxy+ dws b sy =35 =35 (restriccidn de las MAI)
100, + 6Gilkiy = 600  (restricciém del presupuesto)
Tidas las mrmhlcs SO0 No negativas
Supdmgase que el womador de decisiones tene o objetivos, Pars aplicar la programacion por
objetivos priofitarios, ¢ necesano separar la funcidn objetivo en & componentes, donde el
components § s ¢l drmino de la funcidn objetive que s relaciona con el objetivoe 1. Se define
z; = término de la funcidn objetivo que se relaciona con el objetivo |

Por Io que se refiere al ejemplo de Priceler, z; = Pis, .22 = Posy v 5y = Pysy . Los proble-
mas de programacidn por objetivos prionitarios s¢ poeden resolver mediante wna generali-
zacin del simplex conocida comio programacion por objetives simplex. Parn preparar un
problema que se pueda solucionar por medio de programacion por objetivos simplex es
necesario caloular v renglones 0, en donde el i-fzimo renglin O corresponde al objetiva 7,
Por consiguiente, para ¢l problema de Priceler, se tiene

Renglom O {objetiv 1) 2y = Py = 0

Rengldm O {objetive 2. 2; — Py =0

Renglan O (objetivio 3): 2, — Parg = 0
A partir de (23) se encuentra que BV = {5, 55, 51, 54} (54 = variable de holgura para la
cuarta restriccion) s una solucidn factible basica micial que s¢ podria usar para resolver
(23) por medio del algoritmo simplex (o el algoritmo de la programacion por objetivos
simplex). Al igual que con el simplex regular, prmero s¢ tenen que eliminar de cada ren-
glim (v todas kas variables en la base inecial. Al sumar ) (restnccion de bos VAT) al renglin
0 {obgetiva 1) se obtiens

Renglin O {objetive 1) 2, + TPy + 3P — Psy = 40P, (WAL

chritors & Algorfme simglex y [ progeamachin por chigts



Al sumar Py (restriccion de las PBI) al rengldn O (objetive 2) se tiene
Renglin 0 (objetive 2); 2; + 10Pw; + 5Pax; — Pay = 60F, (PEI]
Al sumar M, {resinecceon de los VAT al renglon O {objetive 3) se hene
Renglon O (objetivo 3); 25 + 5Px + 4P — Py = 355 VAl
El problema de Priceler va se puede resolver mediante la programacién por objetivos
simiplex.
Las diferencias entre la programacion por objetivos simplex y el simplex ordinario, son
las siguientes:
1 El simplex ordimario tene un sodo renghn 0, en tanto que la programacion por objeti-
vos simiplex requiere o renglones ) funo por cada objetiva).

2 Enla programacion por objetivos simplex se wtiliza ¢l método que sigue para determinar
la variahle entrante; s determina ¢ ohjetivo con la pnoridad mas alta (objetrvo i ) que no ha
sido satisfecho (o se busca el objetivo 17 cuva prionidad es la mids alta que tiene 5 = 0} Se
busca la vanable con el cocfickenic mis positivo en el renglhon O {(objetivo i) v s¢ introduce
csta variable (sujeta a bas resincciones siguientes) en la base, Con esto se reduce z- v 5¢ ase-
gun que s esth cerca de cumplir con el objetive (7, FPero si wmg varialile Hene un coeficien-
te negaiive en el renglon O relacionado con un objerive que Hene wna priovidad mavor gue
i, enhwrees fa vartale no |r.l.m-l".:.l'n:-' antrar & o bage. Sise il‘lLITH:Iqul!E dicha varahle a la hase,
se incrementaris la desviscion respecto a algin objetivo de mayor prioridsd. Si kb vaniable
con el coeficiente mds positive en ¢l renglon 0 (ohjetivo i°) no puede entrar a b base, enton-
ces trate de hallar oira variable con un coeficiente positivo en el renghim 0 (objetivo ') Si
ninguna varable del renglom 0 {objetve i) puede entrar a la base, entonces no hay modo de
aproximarse en ¢l cumplimiento del objetive §° sin incrementar la desviacidon respecio a un
objetivo de mayor priondad. En este caso, cambie de renglon 0 (objetiva I + 1) para inten-
tar cumplir lo mis aproximadamente posible con el objetive " + |

3 Cuando se epecuts un pivoteo, es necesaro actualizar el renglon O para cada objetivo.,

4 Un tablean generard la soluciom Optima si se cumplen todos los obpetivos {es decir,
2 = 23 = =z, = {}, 0si cada vaniable que cnira a ka base v disminuye el valor de =
para un objetivo incumplido {° incrementard la desviacion respecto a algin objetivo § que
tene una pricridad mayor que el objetivo i

Enseguida se utiliza la programacién por objetivos simplex para resolver ¢l cjemplo de
Priceler. En cada tableau, bos renglones 0 se listan segln las prioridades de los objetivos (des-
de ta priordad mayor, a la menor prioridad). El tableau inicial esta en la tabla 53, La sfb
actual es 5y = 40, 5 = 6l 5y = 35, 5 = 600, Como z; = 407, €l objetivo | no se sats-
face, Con el fin de reducir ka penalizacion relacionada con el incumplimiento del objetivo 1,
se mmtroduce la variable con el cocficiene mis positivo () en el renglom 0 (VAL La prucha
del cociente indica que xy debe entrar a la base en la restniceion de los VAL

I.hspm:h de qu-: X; entra 4 la base, se llega a lo tabla 54, La salucion bassca actual es x, =
e B B T Sy & Como 27 = 0y zy = (), 2 cumpli con el ohjetive 1. Ense-
guida se IITdt-d de 5u135r'ml:r el objetrvo 2 (con la certesa de que s alcansd el objetno | de
mavor priovidad), La vanable con el coeficiente mds positive en el renghin 0 (PBI) es 5/
Observe que al introducir 57 a la base no se incrementa 2, [porque el cocficiente de 57 en el
rengldn VAL es 0], Por Lo tanfo, despuds de introducir 5, en la base, ¢l objetivo | queda-
ri satisfecho, La prucha del cociente indica que &7 podria entrar a ka base en la restriccion de
las PBI o en la del presupuesto. Se clige en forma arbitrana introducir s en la base en la res-
triccidn del presupapesto,

Despuds de efectuar leraciones con 5; en ka base se obtiene Ia tabla 33, Puesio que z; =
2z = [, se abcanzan los objetivos 1 ¥ 2. Como 23 = 5/, no s¢ cumple ¢ objetivo 3, La sth
actual es x; = 6,5 = 0,5 = 5,57 = 2. Ahora se trata de legar lo més cenca posible del
objetrvo 3 (sin viodenfar ¢l objetivo 1 o el objetivo 2). Como x; es la dnica varnable con un
cocficicnte positivo en ¢l renglin O (WAL, ka Gnica mancra de acercarse al objetiva 3 (MAL}
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TaBLA B3

Tabiean inicsal 06 13 rogramaciin por abjetheas prientanas para Priotier

5 u 5 & & 5 & 5 ] d
Renglon 0 (WAL 7R P - 0 0 i 0 0 0 5 = 408,
Renglén 0 (PBI} 107, L1 0 -P, i 0 i i i 2, = BOP,
Renglon 0 (MAI 5P 4P, 0 i =Py L] 0 il 0 T3 = 35
WAl 3 | i 0 I 0 i 0 40
FEI 16 5 0 =1 ] L] 1 1] 0 1]
MAl 5 4 0 0 =] 0 0 1 0 35
Presupuesin (L1 il 0 0 1] L] ] 1] | GO0
TABLA 54
Primer tablezn da I programaciin par ohjefves privitaries pam Priceler
5 5 5 5 5 LY 5 5 5 [
Renglan b (VALY ] 1] L] o =P 0 L] L] =10
Renglén O (PBI} 0 = -P, 0 2 i 0 0 5 = 80
Renghin 0 (MAL) O L il r ] 1] Py B i 0 (1] oy = B0
VAL 2 -y 0 0 : 0 0 0 ¥
PRI 0 : = = o -7 1 0 0 =
MAl = : o -1 — i | o v
Presupucsio p B M 0 o - 5 i L
TaBLA BE
Taieau dpane fe 2 programacien por abjetivat prientaris gara Priceier
5 % 5 & 5 & 5 5 & Ld
Fenglon 0 (%A O i L] 0 0 -P 0 1] [} =0
Renglém 0 (PBI} 0 -P 0 -P o o o 0 -5 2 =0
Renglén O (MAIL O Py 0 0 - 0 L 0 = 5 =iP
VA | : 0 i [ a 0 0 = 3
PBI 0 —~1 0 -1 0 ] | 8 -5 ]
MAl 0 1 i 0 -1 o 0 I - 5
Presupuesto 0 : ) 0 0 -1 D 0 = 2
es introdducir 1y a la base, Pero observe que x; tiene un cocficiente negative en ¢l renglhim 0
para ¢l objetiva 2 (PBI). Por 1o tanto, la dnica manera de alcanear casi el objetivo 3 (MATL es
incumiplir un objetivo de mayor prioridad, el objetivo 2 (PBI). Este es, por lo tanto, un tableau
dptimo, La solucion de la programacion por objetivos prioritarios & comprar 6 minios de
anuncios en el futbol y ninguno en las telenovelas. Se cumplen los objetivos | v 2 (VAL y
PBIY, v & Prceler le faltan 3 millones de exposiciones para cumplir con el objetivo 3 (MATL
%1 ¢l analisia tiene scceso a un codigo de programacion por objetivos computarizadio,
enionces, 28 posible generar muchas soluciones al reordenar las prioridades asignadas o los
objetivos. De entre estas soluciones, el tomador de decisiones puesde elegir una solucion
que s ajuste mejor a sus preferencias. En la tabla 56 se listan las soluciones determinadas
mediante el método de la programacion por objetivos priorilanos para cada conjunto posi-
ble de priondades. Por lo tanto, acomodos diferentes de priondades originan distintas es-
trategias de publicidad.
Cuando un problema de programacidn por objetives prionfanios tiene solo dos variables
de decisidn, es posible determinar en forma grafica la solucién dptima. Por gjemplo, supon-
196 ceriioLe 4 Mgerimo simpler y 13 programaciin por phietives



TABLA BE
Salucioes tpimas para Priceler delaminadas mediante programacion par chietives prioraiss

Bnorelsdes (Iiptama

Sequnda tn sy e e et 1
o mis @ity impartancia La mis baja WEl PHI MR
Vil PEI MAL 5] 0 1] 0 5
VAl MAl PBI 5 s 0 ; o
PBI Wal WAl 3] K} 1 8] 4
PHEI ML Wil i 0 0 i} 5
Al WAL Rl 3 o | £ 5 L1}
MAL PEI Wl 3 5 4 5 1

i que MAT es ¢l objetivo de mayor procidsd PBI s el segundo en importancia v los VAL
es el de menor priovidad, En la figura 14, se observa que el conjunio de punios gue satisfa-
cen ¢ objetive de mavor prionidad (VAL v 1o restriccion del presupuesto estd limitado por el
iridngulo ABC, Se trata ahora de buscar entre estos puntos la manera de satisfacer lo méis po-
sible ¢l objetivo sepundo en imporancia (PBI). Infortunadamente, ningdn punto en ¢l tnan-
gule ABC spiisface el objetivo PBL No obsiante, en la figura se observa que entre todos los
puntos que satisfacen ¢l objetivo de mayor priondad, el punto € {C es donde ¢l objetivo MAI
se satisface con exactitud v lo restriceion del presupuesto es activin) es el Grico punto que es-
t lo reis cerca de satisfacer ¢l objetivo PBL Al resolver en forma simultinea las couaciones

Sr; + 4i =35 (el objetivio BMAL s cumple exactamente)
[0z, + By = HOQ (restriceion activa del presupuesio)

se encuentra el punto O = (3, 5} Por lo tanto, para este conjunto de prioridades, ka solu-
cidom con la programacion por objetivos priofitanios es comprar 3 anuncios en ¢l futhol v 5
en las telenovelas.

La programacion por ohjetivos no 25 ¢l dmco recurse usado para analizar problemas de
toma de decisiones de objetivos milaples cuando hay certidumbre, Otros métodos para to-
mar decisiones cuando los objetivos son varios ¥ hay certidumbre se encuentran en Steusr
{1985) v en Zionts ¥ Wallenius { 1976),

Solucién de problemas de programacién por objetivos
prioritarios con la ayuda de LINDO y LINGO

Los estudiantes que no tienen acceso a un programa de computadora que reseelva proble-
I'I'Iil.‘s.-lj-l: pnngnun:_m.:'il.'m [ar -:_:-bj-e:[i'l. 4.9 |'|ri|.r|.‘i!:_|.ri|_1s p-llul.‘ll.- n,‘.u.:lu'rir ik |.|an-l I:-::- it 1.:I||.:.e||.q|,:|u.."r Rl nt]
paquete de PL) para solucionarlos. Con el fin de flustrar cdmo se puede usar LINDO para
resolver este tipo de problemas de programacion examinemos ¢l ejemplo de Priceler con
el conjunto original de priondades (VAL seguido por PBI seguido por MAITL

Comenzamos pidiendo LINDD para reducir al minimo la derivacion del objetivo de
mayor priofidad solucionando el PL:

iz = 5
%3 T+ dxg 45 =g =40 {restrceron de WAL
0, + S5x; + 57 — 55 =60 {restriccidn de PBI)
Sty + 4dr, 435, — 5 =135 {restriceion de MAL
1, + e = GO0 (restriccion del presupucsio)

Todas las vanables son no negativas

El objetivo 1 (WAI) 22 puede satsfacer, asi que LINDO informa que hay un valor dptime
de z = 0. Ahora queremos llegar tan cerca como sea posible al objetivo 2 mientras se ase-
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OBSERVACIOMES

gura que la desviacion respecto al objetivo | se conserva en su nivel actual (). S¢ usa una
funcion objetives de 55 (para minimizar ¢l objetivo 2) v s¢ suma la restriccion 5, = 0 (pa-
ra asegurar que ¢l objetivo | todavia se cumple), v se pide a LINDO que resuelva
min = = %3
bR T+ A+ s —5 =40 {restriccion de VAL)
10, + Sxp+3; — 5 =60 (restriccitn de PBI)
Sxy + dxy + 353 — 35 =35 (restriccion de MAI)

100x; + 6y = &00 {restriccion del presupuesto)
5 =0
Todas las variables son no negativas

Comao es posible cumplir en forma simultinea con los objetivos 1 v 2, este PL también ge-
nerard un valor Gptimo de = = 0. Ahora se prefende alcanzar el objetive 3 (MAI) tan cerca
comio sea posible, mientras se conservan las desviaciones respecto a los objetivos 1 v 2 en
sus niveles actuales, Esio requiere que LINDO resuelva

min z = §3
8.4 Ty + 3y + 5 — 5] = 40 [restriccidn de VAL
I0x; + Sx; + 35, — 87 = 60 {restriccion de PBI)
Sx, + Ay b3y =3 =15 {restriccion de MAI)
100x; + 6les + 55 — 5y =600  (restriccion del presupuesto)
g =0
i =10
Todas las variables son no negativas

Maturalmente, el editor de pantalla completa de LINDO (o LINGOD) facilita ir de un
paso del problema de programacion por objetivos al siguiente paso. Para ir del paso i al pa-
so i + 1, se modifica simplemente la funcidn objetivo para minimizar la desviacion desde
el ohjetivio de mavor priordad ¢ + 1 ¥ 22 suma una resticcion que asegura que b desvia=
crim desde ¢l objetivo i~ésimo de la més alta priondad se manticne en su nivel actual.

1 Lasolucidndplima paracsie PLesz =55, = A, =05y =03 =05y = 5.5 =2, 5 =
0, 537 = 1, o cual va de acwerdo com I solecion obienida mediante ¢l méodo de la programacicon por
abgetivos prosianes. El valor de 2 = § indica gue i bos objetives 1 v 2 se cumplen, entonces o me-
Jor que puede hacer Priceler es llegar a los 5 millones de exposiciones que cumplen con el objetiva 3,
2 Incidentalmente, suponga que s6lo se pudo llegar a dos unidades de alcanzar el objetive 1. Cuan-
chy s resuelve o segundo PL w2 tendrian que sumar las restincciones 5 = 2 {en lugar de 57 = ),
3 La metcdologin de ln programacion por obgetivos de esta secckdn se puede aplicar sin cambios.
cuanda algunss o todas las variables de decision estin restringidas a ser enteros o varables 0= (véan-
s problemas 11, 12 v 144

4 5 e usn LINGO, [a metodobogia de la programacion por objetivos de esth seecidn se pusde apli-
car sin cambios aun cuanda la funcsin objetivo o algunas de las resticciones sean no lineales,

PROBLEMAS

Grupo A
1 Determinge en forma grbfca la solucion de la programa- d  El objetive con la prioridad més alia es MAL segui-
cifm por ohietivos prinl_il:iﬁnﬁ para el ejemplo de Priceler do por WAL v luego por PRL

can las pricndades siguientes:

2 La compadifa de compuiadoras Frult estd Hsta para hacer

& Eﬂi;:ﬁltﬁjﬂnﬂ{:rlﬂmﬁﬂmllﬂ, seguido - :  de m 3 pars sus ik

poe ¥ gl por ¥AL ) ras, Frait puede comprar microprocesadores (en lotes de 100

b Elobjetive con la prioridad mds alts es VAL seguido con tres peoveedores. Cada macroprocesador s clasificn, de

por PBI y luega par MAL acwerdo con su calidad, en excelente, bueno o mediocre. El

€ Elobjetive con la priotidad meés alta es VAL seguido afie venidero, Fruit necesitard 5 000 microprocesadores ex-

por MAL v laego por FEI celentes, 3 000 microprocesadones buenos v | 00 mediocres.
128 caritoe & Mgorimo simglex y [ programacién gor shigtves



Las carwcteristicas de los microprocesadores comprados
a caila provesdor se proporcionan en la 1abla 57, Fruait
presipEstn caddn afin 28 (M) dilares pam gostarios en mi-
croprocesadones. 51 la compaiiin no consigue suficientes
mu‘mpﬂwulnrcs de una calidad dada, enlonces p-mlria hat-
cer i pedido especial do mis microprocessdones o 10 dola-
res el excelente, & dilares &l bueno v 4 dblares & mediocne
Fruit establece una penalizacion de | cidar por cada dlar que
la cantidad pagada a los proveedores | a 3 sobrepase ¢l pre-
supuesto anwal. Plantee v resueba an PL con el cual Frus ma-
nimice la penaloscion asociads con e cumplimicnta de los
requisitos de los microprocesadores en el afo, Ademis aphi-
que ln programacsdn por obpetivos prioritancs para esinblecer
uma estrategin de compra, Demos a b lmstacsds del presu-
pucsto la mibs alta pricridad sepuida por las restricoiones de
los microprocesadores excelenes, buenes v medioeres,

3 Highland Applinnes tene que determinar cidntos tebevi-
sores 0 color v videocaseiers debe manfener on exislenca, La
compra de un televisor a color le cuesta a Highdand 300 dis-
lares, ¥ la de v videncasctera, 20 Silamss. Un televisor a
cobor reguicne 3 yardas cuadrdas de cspacio pam ¢l almace-
narments ¥ g videocaselera mecesits una yards cusdrada de
espacio, Lo vents de un televisor o color lg proporciena a
Highland una witlidad de 150 didares, en tanto qoe la venta de
uma videocasetem da una utilided cde 100 dodares. Highland se
b fijado los objetivos sigaientes {en orden de importanciak
Disjetive 1  Se pucde gastnr un médximo de 20 000 dilares
et la compra de selevisones a color y videocaseteras.,
Objetivo 2 Highland debe ganar por 1o mencs 11 0060 dila-
res en utilidades por la venta de televisones o color y video-
CAsSElETas.

Objetive 3  Los elevisores v las vadeocassteras deben alar-
car e s e 200 yardas cusdmdes de espacio de nbmacenas
Il

Plantes un modele de programackin por objetvos prcata-
rios que Highland poeda usar pam defermimar conmios tebov-
sres a color ¥ wideocaseberas thene que pedin. JCbemo se
middificaria 2l planteamiento por objetives poioritanos s1 ks
objetivos die Highland tuvberan una utilidad de exsctaments
] W) divlaresT
4 Una compadiia elabora dos produceos. La informacion
pertinente parn cada producio se proporciona en b tabla 55
Ln compafia tieme un obetivo de 48 dddares en whlidades
¢ bncurre en una penalizacidn de | dblar por cada dilor que
le fulis para cumplie con este obgetivo. Dispone de un total
de 32 horas de mano de abra, 52 mourme en una penaliza-
clin de 2 ddlares por cada hora de tiempo extra utilizada
{mare d¢ obra después de 32 horas), Por dbimo, hay una
penalizaciin de | ddlar por cada hora de mano de obra dispo-
nible que no 5= use Las considenciones de mercado exipen
que se elaboren por lo menes 10 unsdades del producto 2
Por cogda unidad (de cualguier producto) guee falte para
cubsir ks demanda. se fija una penalizacion de 3 dilares.

@ Plantes un PL que s¢ pueda usar parn minimizar b

penaliescion e gue meurte |a compafia.

B Suponga que ln compaitin establece (en onden de m-

ponancia) bos objetivos siguientes;
Objetive 1  Evitar la subuatilizacién de la mano de obea
m 2 Cumplir con o demanda del prodsco 1,
Ohjetive 3 Cumplir con lo demanda ded prodhecto 2,
Objetien 4 Mo usar nada de thenpa exira.
Plantes v resuelva uwn madelo de progmmacion por objetivos
prioritanios parn ¢Sia situacion

TABLA 57

Coraclafinlices o un e .

de M mocpreoasadaes Pratie

pn WA
Provesiee  Exceleniy  Buwm llmliscy  micapracesadone gl )
1 il L) 20 4K
2 30 15 15 300
3 4} 20 40 250
TabiLa S8
Produste 1 Froducio 2

Mano de obra requernida 4h 2h
Contribucsn o la utillasl %4 52

5 Deancorp produce embutidos mediante la mezcha de ca-
beza de res. lome de cerdo, came de ovesn v agua. El costo
por libra, grasa por lihea, peoteina por libea de estos ingre-
dicntes s da en In tabla 38, Deancorp necesitn producar | 00
Ib die embatide ¥ la csablocide los objetivos siguientes, lis-
tndas en onden de priondad;

Objetive 1  El embutich debe contenes por lo menos | 5% de
prateing,
Objelivo 2 El conbutido debe comencr cuando mucho 8%
de grasa,

Objetive 3 El costo por libra de embutido no debe exceder

E centavos,

Mantce un modelo de programacion por objetivos priorita-
i para Desncorp,

B La firma contable Touche Young debe lermuanar tres in-
hajos dusante @ mes peoximo, El trabaje | reguicre 500 ho-
mas de labor, ¢ trabajo I requisre MK homs v el tmbajo 3, de
100} hors, En la sciualidad, la compafila tiene 5 socios, 3 em-
pheadios con amplia expericncia v 5 amplesdos. jivenes; todos
trinbagjan hasta 440 horas al mes. La cantsdad en dislares (por ho-
ra) qis la compaitia puede factumar depende del tipo de con-
tnckor e se zeigne o cada imbapn, como se mdica en La tabda
6, (La X quicre decir que un emipheado joven no tiens sufi-
cienle experiencia pira desempear & tabage 1) Todos ks
trahajos se tienen que terminar. Touche Young ba [ade am-
bién bos ohjetivos sigubenies, que se listan en orden de prioni-
dal

Objeliva 1 La toctumcsrn mensual debe sobrepasar 68 (HE)
dilans

Objethva 2  Se debe contratar cuando muacha un secio,
Objetive 3 5S¢ deben contratar cuando mucho tres emplea-
dos con expenencia,

Objative 4 5S¢ deben comfrator cusndo mucho cmeo em-
neados ovenes.

TaBLA 59

Lavesa Loma (wia Fupedad
frasa [-r [} {E5 24 11 i
Proleing [ﬂ I:II k.20 .26 [ 08 il
Cozto [en cenfaves) (012 9 B i}

"Rasado en Speuer {1984)
FRasado em Welling { 1977)
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TABLA B0

Sacin I60 120 L1
Emplesdo can experiencla 120 90 T
Empleado jeven X 50 40

Farmule un modelo de programaciin por ohjelves priorita-
[iH)G [PAFa S55A SiTaCion.

T Hay cuatro maestros en la Escusla de Comtaduria de la
Umiversidad Faber. Cada semestre, 200 estudiantes toran
tsdos bos sigusenies cursos: mercadotecnia, finanzas, pro-
dueccion v estadistica. La “efectividad™ de cada maestro al
enscilar su materia se da en lo tabla 61, Cada maesiro pue-
di ensefiar a un total de 200 alumesos durante el semestre. El
director ba establecide el objetive de obtener un nivel de
electvidad en ko ensefianza promedio de abrededor de & en
cada curso. Las desviaciones respecto a este objetivo en
cualguier curso se considernn de igunl imporiancin. Plantes
un modelo de programacidn por ehjetivos que se pueds usar
para determinar los niveles de la ensefianz en el semestre,

Grupo B

B' La universidad Faber cstd admitiendo aspiranies a los
cursos del 2008 Hay cuatro ohjetivas para ellos, que se lis-
tan en orden de preonidad-

Objetiva 1 Los estudianes gue ingresen deben s por lo
menns 5 (0,

Objetive 2 Los censdiames que imgresen deben tener por lo
menos una calificacion promedio de 640 en ba procha de ap-
titudes.

Dbjetiva 3  Por ko menos, 25% de los estudiantes que ingre-
sen deben ser de obros estados,

Dbjetiva 4 Por lo menos, 2 0K estadiontes de los que in-
gresen no deben ser mends,

Los aspiranies que recibe Faber se clasifican semin la tabla
62 Formule un modelo de programacedn par objetivos prio-
mitarios con el gue se puesda determanar cuinios aspirantess de
cala tipe deben ser admitidos. Suponga que todos los aspi-
ranbes que son sdemividos deciden asistir a esta aniversidad.

&  Wivco encam la demanda siguiente de globoiy durante
los. prosimes cuatro rimestres; rimestre 1, 13 glabots; tri-
mestre 2, 14 plohody; tromestre 3, 12 globots; trimestre 4, 15
glohots. Los globais se pueden fabricar con mane de obm
en el horaria regular o con mano &8 obfa en Hempo extra.
Lo capacidad de produccion {(cantidad de globois) v costos
die produccidn darame los priximos cuatro nimestres. se pro-

TABLA 61

Maesim  Meradviecia  Finaszss  Produsiin  Estadistica
1 7 5 8 s

2 7 & 9 4

b 3 § 7 ]
4 § ] i 7

'Basado en Lee y Moaore, “University Admuissions PMannisg™ (1974).
"Rasedo en Lee v Moose, “Prodection Scheduling™ (1974),

TaELA G2

Lagar o Caiificaciin en |3 Him R
resifeacin piueha de apifades Heds ne-Herds
Mismo estado Tk 1 SCHR L1
Mismo estado LilLH 13010 T
Mizmo estado S SO0 SCH
o estado Ty 350 450
Chro estado G 400 40
o estado A0 400 H00

porcionan en la tabla 43, Wiveo ha establecido los objetivos
sigulentes en onden de imponancia:

Dbjetive 1  Cumplir la demanda de cada trimestre a tiempo,
Bhjetive 2 El imventario &l fmal de cada tmmestre no puede
ser mayor de 3 unidades.

Objetivo 3 El costo de prodduccion total debe mantenerse
pof abajo de 250 ddlares

Desarrolle un modelo de programacitn por objetivos prior-
tarios que se pusda usar para determinar € programa de pro-
duecitn para los siguicnies cuatro trimestres. Suponga que al
principso del primer rimestiee ey on globol ef iventaro.

10 La tierda de discos Ricky emplea ya 5 emplesdos de
tiempo completo ¥ tres empleados de medio tiempo. La car-
ga dit trabajo pormal s de 40 horas a la semana para bos em-
pheados de wempo completo v de 20 horas a la semana pars
los emplesdos de medie tiempo. Cada empleado de tiempo
:unqﬂ:l.nre:ib:ﬁdﬂuumrhn‘mwhﬂ;qummlm-
ras 4 la semana v puede vender 5 discos por hora. Un em-
pleado & wempo completo que trabaja Hempa extm, recibe
10 ditares por hom. Los empleados de medio tiempo reci-
hen 3 ddlares por hora v pueden vender 3 discos por hom.
A Ricky le cuesta 6 dblanss comprar un dseo v vemde cada
disco en 9 ddlares. Ricky tiene gasios fijos & la semana de
500 délares. Ha estabbecido los objetivos sigusentes por se-

imiana, ligados en onden de prondad-

Objetive 1  Vender por bo menos | G0 discos por scmana.
Dbjelivn 2  Tener una unlidsd de por o menos 2 200 dida-
TES pOr SSTGTiL

Objetive 3 Los empleados de Bempe completo debsen tra-
bajar cuando mucho 100 horas de tempa extra,

Objetivo 4 Parn sumentar ¢l sentido de seguridad en ¢ tra-
bajor, s dedbe mimienizar ba captided de borss que cada em-
pleads de tempo completo trabaja despoés de lns 40 homs,
Establerca un modelo de programacidn por objetivos prior-
taros que se pueda wsar para determanar cuingns homs por
semana debe trabajar cada empleado,

TABLA &3

Trimesir  Copacidad  CoslolUnidsd  Capacidsl  Coshafaided
i b 54 3 %6
z 1m0 M ] 57
3 1t . %] 5 L= ]
4 12 §6 E] 59
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M Gothas City pretende determinar el tipe v |a whicacioan
de las mslalaciones recreatias que s construinin en Ia décas
da priwima. S esté pensando en cuatno tipos de instalaciones;
campws e golf, albercas, gmmasgios v canchas de tenes. Hay
seis lupares para ello. 5i se construve un campo de golf. tie-
ne gue 255 en el sino 1 o en el sitio & Oims instalaciones se
pussiden engir en los siteos 2 a 5. El terreno disponible (en mi-
les da pies cuadrados) en cads sitio se sefiala en la bl 64

El costo de s construccidn de cada instalscidn (en miles
de dislares ), ¢ manbenemenbo ansal (en miles de diolanss) por
cada instalacion v el terreno (en miles de pies cusdrados) que
requbere cada instalscidn se indican en la i=hla 65.

La cantidsd de dias-usuario (en miles) por cada tipo de
instakscidn depende del luger donde se construya. Esia rela-
cidn de dependencia se proporciona en s tabla 66

# Considere ¢l sigabente conjunto de prioridades:

Prioridad 1  Uso limise del terreno en cads sitio respecto al
terrens disponible.

Prioridad 2 [.os costos de comstruccion ne deben exceder
1.2 millones de délares.

Prioridad 3 Los dins-uswmario deben exceder 2000 (00
Prioridad 4 Los costos de mamienimiceio al afo no deben
sier mryores de 200 (0 diolares,

Por bo que se refiere a este conjunto de prionidsdes, utibice la
progrmacion por objetives priontanos para determinar ef -
po vy ubdcaciin de las insalaciones recreativas en Crotham
ity

b Considere el siguienie conjunio de prioridades:
Prieridad 1  Uso del terrena limite en cdn sitio respecto al
terreno disponible,
Priorided 2 La cantsbid de diss-usuaro deben ser mayores
qque 200 D,

Prieridad 3 Los costos de construceidn mo deben exceder
1.2 milbones de dblares.

Prioridad 4 Los costos de mantenimiento al ato no deben
sobrepasar 200 000 dilares,

Por bo que locs 8 este conjunio de priondades, ulilice la pro-
gramaciim por objetivos prinmitanos para determinar & tipo v
ubicacitn de las mstalaciones recresiivas en Gotham City.”
12  Una pequefin compafiin seroespacial planea ocho pro-
yorios;
Prayecta 1
fizadas,

TaABLA Bd

Desarrollar una instalscidn de pruchas automn-

Gitia
z ] i B

Terreno 70 & G5 120
TaBLA B85

Casto de Cozta de fatrmap
f=m magineziin  manienivarin 1B s
Groll LE ) B0 Mo relevanie
Matacidn 300 k.l 29
Caprminasin R0 50 Lk
Canchas de 1enis 21 17 45

"Aazsdo en Tyl v Keomm f | 9845

TABLA 66

Gitm 1 | ] L] 8 ¥
Gioll 3l X X X X il
Matackon X 15 il 1 32 X
Cipmnssan X a7 I ZB 18 X
Canchas de fenis X . | 23 22 ¥ | X

FI'th 2 Asapmar un cihigo de barmas a todo 2l inventa-
iy Faguinaria de b compalia,

Proyecto 3 Introaducis um sastema CATVC AM,

Proyecto 4  Comprar um lornd v un sistema nueved para eli-
minar rehahas

Proyectn 5 Instifuar el sistema de manufaciurn fexsble.
Proyecto B Instalar una red de drea bocal,

Proyeclo 7 Desarrollar ba simulacion de inteligencin artificial
Proyecls B Estsblecer una inicistiva de adminkstracide de
calidad total,

Cada provecto se clasificd segin cmnco stabaitos: rends-
mientn de la mversidn (RDT), costo, mejoramiento de a
productividad, trabajsdores pecesanios v grado de mesgo tec-
merigico. Los valores so dan en b= tabda 67

La compaitia ha fipsdo los sipubentes cinco abjetivos (lis-
tados en onden de pricrided

Dbjetive 1 Alcanyar un rendimbento de 1o inversidn de por
I mence 3 250 didlares

Dbjetive 2  Costo limite de | 300 dilares.

Dbjetive 3  Adcanear un mejorameenso en la productivadsd
de por ki menos 6,

Objetive 4  Linuicar la fuerea de trabajo a 108,

Objetive §  Limitar el resgo wecoolbgon o un botal de 4,

Lrilice la programackin pos objetives prionitarios para deler-
minar quee proweciog we deben Em'[ml,!:'r.

13 Apenas fue elegido ol nuevo presidente v ya s estable-
cleran bos objetivos econdmicos sipuientes (listados en og-
den descendente di priocdad):

Dbjetive 1 Equilibrar ¢l presupucsio (esio significa imgre-
=05 por |o menos igusles & kos costios ).

DObjetive 2 Recortar los gastos cusndo mecho en 150 mil
milkones de dolares.

Objetien 3 Aumentor cimmdo mucho 350 mil millones de
dilares en mmipuestos de los ncos.

Objetive 4 Aumentar cuando mocho 350 mil millones de
divares en impuesios de bos pobres,

En la sctuabidsl, el gobbermo gasta un milldn de millmes al
i, El imgreso puede aumentar de dos maneras: mediante un
impuesio 4 la gasoling ¥ un mipuesio sobre la renta. Usted
debe determinar:

(i = impusesto por galde (en centavos)
LTR = % de impuesto cargado en los primeros 360 (00
dilares de renta.
HTR = % de impueesto cargado sobre cualguier ingreso
obdenide por arrvha die bos 30 000 dislarcs,
L= recorte én gastos [en mibes de millones)

5i el gobiemno escoge G, LTR v HTR, entonces s clevan
los inggresos que s muestran en B labla 68 (en miles de mille-
nes ), Manmalmende, el impuesio sobre bos ingresos mayornes de
30 00 dislares diebe ser por lo menos sl ol impuesio sobne
i prarieros M) OD dolares de mgresos. Encuentre un made-
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TaBLA BT

Froyacia
i ? | L] § B T |
RO (il ) 2070 456 &7l 350 405 R0 1 50 480
Costo {(dal.) Q) 240 335 T EN) 15} S0 160
Mejoramicnio de ln productividad 3 2 2 i i L] i 2
Fuersa de trabajo necesaria I8 g 27 6 42 & 48 24
Grrade miesgo 3 z 4 | 1 L] 2 3
TABLA BB
W _ Ingrese alts

Impuiesto a la gasolna 503
Imipuesto sobre la renta hasia ! « .73
30 000 ditlares HLTR SLTR 2 0 lfr 0.7 l4ﬂ
Impuesto sobre la renda por arriba 3 60 12 0.75 280
de bos 30 O ddlares i 13HTR 4 43 B 0.5 2440

¥ 55 I8 LR kL]

B 4 8 0.0 20
o de programacidn por abjetives prioriterios pars avudar al 7 o) 19 065 240

presidente @ lograr sus melas.
W Ls computadoras HAL deben determinar cudl de los
asgte provectos de imvestigacion v desarrolbs {1 y D) empe-
zar. Para cada une de los provectos hay coatro valones que
son de inbends:

& Vabor presente meto (VP en millones de dilanes) del

provecta.

b Tasa de crecimienio anual en vemins generadas por el

provecio,

€ Probabilidad de que el provects lenga éxito,

d  Costo (en millonss de didares) del proyecto,

La informaciin pertinente se proporciona en la tabla 69
HAL establecit bos cuatio sigulentes objetivos:
Objetive 1 VPN = &l valor presente neto de todos bos pro-
yoctos selecceonados debse ser por lo mencs de 200 millones.
de dislares.

Objetive 2 Lo probabilidsd promedio de éxito para todos
lios proyectos elegidos debe ser por lo menos de 0,75,
Objetive 3 Lo tasa de crecimiento promedio de todos los
provectos escogidos debe ser por lo menos de 5%,
Objethve 4  El costo o de todos los provectos selecciona-
dos diehe ser cuando muocho de mil millones

Determane gqué proyectos deben ser elegidos mediame pro-
ErEmACion por nhjclr\m pricritarios parn los conjuntos si-
gulentes de pri

Conjunts de prioridades 1 2= =4>===]>===3
Conjunts de prioridades 2 | == 2030 e e e e e R

4.17

Uso de Solver de Excel para solucionar PL

Excel tiene la capacidad de resolver problemas de programacion lingal {y con frecuencia
o lineal ). En esta seccion se ilustraredmao utilizar ¢l Solver para Excel” para determinar la
solucion optima para ¢l problema de la dieta de la seccion 3.4 v el gemplo del inventano

de la seccitn 3,10,

La ¢lave para resolver un PL en una hoja de cilculo es establecer una que siga la pista
a todo 1o de interds {costos o utilidades, uso de recursos, etc. ). Luego ientifique las celdas
de interés que puedan ser distintas. Fstas se denominan celdas de cambio (Changing
Cells). Despuds de definir dichas celdas, identifique la celda que contiene su funcion obje-
tive como celda blanco (Target Cell). Enseguida identifique las restricciones ¢ indique a
Solver que resuelva el problema, En este momento, la solucion dptima para el problema se

coloecard en la hoja de caleulo.

“Para actvar Solver para Excel par primena vez, seleccions Tools (Hemmaestas) v luego Add-Irs {Complemen-
tees i, Flangue |a casalla de Solver; esto hace que Excel abra Sclver siempre que usted mangue Tools {Herramien-

tas} ¥ luzpo Solver.
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FIGURA 15

Uso de Solver para Excel para solucionar
el problema de la dieta

En ¢l archivio Dhet1 x5 se desarmolld un modelo en hopa de cakoulo pam el problema de la dee-
in {ejemplo 6 del capitulo. 3. Parm emper (véase figura 13) se miroducen bos encabersdos
por cada tipo de alimento en B3LE3. Se introducen los valores de ensayo para la cantidad de
cada alimento consurmido en ¢l intervalo B4E4, Por ejemplo, en la Ggura 15 se indica que se
et considerando comer treg barras de chocolate, cuatro bolas de helado de crema de choco-
late, cinco botellas de bebida de cola v seis nebanadas de pastel de queso con pifia. Para ver
si o dieta de la figura 15 ¢s una dicta “optima”, se tiene que deferminar su costo, asi como ks
caloras, el chocolate, amicar v grasa que proporciona. En el intervalo BERES se introduce el
costo por unidad de cada alimento disponible. Luego s calcula el costo de |a dieta en la celda
F5.

Se podria calcular el costo de la dicta en la celda F3 con la formuola:

=B4-B5+ C4+-C5+[4-D5 + E4-E5
pere es mas facil introducir la frmula
=SUMPRODUCT(BS4:ES4, B5:ES)

La funcidn =SUMPRODUCT nequiere dos intervalos como datos de entrada, La pnimera
celda en el primer imtervalo se multiplica por la primera celda del segundo intervalo; luego,
la segunda celda del primer intervale se multiphca por o segunda celda en el segundo in-
tervalo; v asi sucesivamende, Luego se suman todos estos productos. En esencia, la funcion
=5UMPRODUCT copia la wea de los productos escalares de bos vectores analizados en la
geccitn 2. 1. Por ko tanto, la funcidn =SUMPRODUCT calcula el costo total como (350) +
(200 + 5(30) + 6(30) = E60 centonvos en lo celda F5,

Las calorias de cada alimento se introducen en el intervalo B:ES; el contenido de choco-
late en BT:ET; el contenido de amicar en BE:EE, v el contenido de grasa en BOED, Al
copiar la femvela de F5 al intervalo de celdas F6:F9 abora se caleulan las calorias, chooo-
late, amicar v grasa confenida en la dicta defmida por bos valones en B&E4, Obsérvese que ka
funcidn =SLUMPRODLUCT facilita la creacstn de varias restmicceones al introducir umna
formula v usar ¢l comando copy {copiar,

Las cantidades minimas necesarias por dia de cada nutriente se listan en ¢l imtervalo de
celdas Ho:HY. En la figura 15 se puede ver que [a dieta actual es factible (cumple con las
cantidades diarias necesanas de cada nutriente} v cuesta 8.70 dolares. A continuaciom se
explica como usar Solver para hallar la solucidn dptima del problema de b digta,

Paza 1 En cl mend Tools (Herramientas), seleccione Solver, Aparecerd la ventana de did-
logo de la figura 16.

Paso 2 Desplace ol raton hasta la porckon de la celda bManco (Set Target Cell) de la ven-
tana de didbogo, y dé un clic (o escriba la direccion de 1a celda) en la rarget cell (celda blan-
co) (costo total en la celda F3) y seleccione Min. De esta manera se le indica a Solver que
diebe minimizar el costo total,

Pasa 3 Mueva el matdn lacia b parte de 8y Changdng Cells (las celdas de cambio) de la
veniana de didlogo v dé un chc en las celdas de cambio ({B4:E4). Esio le indica a Solver
quie se puede cambiar la cantidad consumida de cada alimento.

Pasa 4 D un clic en el boton Add para afadir las restricciones, Aparecerd la pantalla de la
figura 17. Desplicese a la parie de la ventana de didlogo de Add Constraint v seleccone

T L T T etalu Iﬁmnﬂ
§ ]
) i B &0 BEG
FTes ) 160 500 5750 [ 500
Z o ] ?l- [
z d d = L]
E 1 5] 57 == 1]
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Solved Fajameled

FlGumra 16

Fa:Fe, Luego mudvase al cuadro con la flecha hacia abajo v seleccione ==, Por Ghimo, dé
un chic donde dice Constraings v seleccione HocHY, Escoja OK, porque va no hay mads res-
friceiones, 5i usted necesita agregar mds restricciones, seleccione Add, Desde la ventana
principal de Solver, usted puede cambiar una restriceion si selecciona Change, o bien, bo-
rrar uni limitacion si selecciona Delete,

Yo se generaron cuatro restriceiones. Solver asegurard que las Changing Cells se escojan
e tal manera que Fo==H6, F7==H7, FR==HS, v F9==H9Y, En pocas palabras, |a dieia
50 CRCOZETH P ascgurir que s consuman suficientes calorias, chocolate, aricar v grasa.

La ventana de Solver debe ser como la de 1a figura 18,

Paso 5  Antes de resolver el problema. es necesario indicarle a Solver que todas las Chan-
gimg Cells deben ser no negativas. Tambidn se requiere indicarle que se tiene un modeln
lineal. 51 no se indica que el modelo es lineal, entonces Solver no sabra que debe usar ¢l
métndo simplex para resolver ¢ problema, v podria obener una respussts incormecta. Se
consiguen estos requisitos medianie la seleccién de Options. Entonces aparece la pantalla
de la figura 19, Marque en ella el cuadro Assme son-Negative, 1o cual segurs que iodas las
celdas de cambio [changing cells) serin no negativas. Margue ¢l cuadro dssume Linear
Medid, o cual asegura que Solver utilizard ¢l método simplex para resolver ¢l PL., En oca-
siomes, Solver no identificard al PL como un modelo lineal 51 ¢l PL tiene escalas poco apro-
piacas {un PL tanto con cantidades grandes como pequefias presentes en la funcidn objeti-
vo, sepundos miembres o las restricciones), Al marcar la casilla Lise Awfomaric Scaling se
reducen al minimo las oportunidades de que un PL con escalas poco apropiadas sea inter-
pretadi como un modelo no lineal. Incidemalmente, Mar Time es el tiempo maxima que
Solver trabajard anies de avisar all usuaro respecto a la terminacion del procedimicnio de
solucidn. ferarions es el nimero méximo de pivoteos con simplex que Solver efectuard an-
tes de preguntar al usuano si continda con el procedimiento de la solucion. El pasimetno
Precizion sefiala cudnto “error™ se tolera antes de decidir s1 una restriccion no se satisface.
Por ejemplo, con una precision de 0.001, se consideraria que una celda de cambio (chan-

Bidd Comatr it

[ = ==

[

FIGURA 17

pariTuie & Mgorimo simght 7 ) programacién par whjetives ':_-;flp".-'l'igh:f:i'l_'i material



Solver Parameters

Sgt Target Col: .
EquiTo: Fpmax (Mg © yskweoRr [0
B Changing Cels:

{4654 4544

2

Subvect bo the Constraints:

§F§6: 8749 == §HEE: HED

bl b

ot L]

FiGuma 18

girg cell) con un vakor de —10 (M4 satisface una restnecion no negativa, Los parametros to-
lerancia ¥ convergencia s¢ tratan en el capitulo 8,

Paso B Lucpo de selecciomar OF en el cuadro de opciones de Solver, s elige Sodve. Sol-
ver obtiene la sofucion dptima mestrada en la figura 20,

Al igual que con LINDO, Solver sefiala que el costo minimo es 90 centavos, El costo mi-
nimo 4 consigee comiends nada de barras de chocolate, sunque s 3 onzas de belado de
chocolate, una botella de bebida de cola v nada de pastel de queso con pina.

Solucién del ejemplo de Sailco mediante Solver

Gailcants Ahora se desarmollard una hoga de cileulo (Sailcoxls) para resolver el gjemplo de Sailco
(ejemplo 12 del capitulo 13). Véase la figura 21. 5S¢ requicre seguir con atencion el inven-
tario inicial, el inventano final v los costos. Observe que para cada mes

Solves Oplions EIE3
Mas Time |'.-'.'. seconds | OF I
[tarabions: 100 Cancel I
Precion: {0.000001 Load Model,.. |
Tolsrance: |"I y Save Model, . 1
Corgergence;  [0.000! Help |
F Assyme Unesr Model [ Use fubomatic Scaling
¥ Assume Non-Negathe ™ Show [terstion Results
Estimabes Derivatives Search
i+ Tangent % Forweard {* pewton
™ Quiadeaic " Cantral ™ Cpnjugate
FilGuRra 189
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Flaura 20

FiGura 21
walution T unill Gl & 400,00
| %mm i E0.00
AT [AT

Production|Froduction Capacty  |Demand InfemmCTy [Monthty Cost_|
1 10 [ 0 40 &0 10} 0| & 1620000
F ] L] i) a0 3] B fr= Q0§ 20 ML
! g_l 51 E ) T - 0] % %1, 750,00
4 a 0 25 &0 25 == 05 10.000.00
l | | ] (Tt ooe [ § THAS000 |

Costo mensual = 400{produccion en horaro regular) + 450produccidn con tempo exira)
+ 2N costo por retener las unidades)
Inventario final = inventario inicial + produceion menswal — demanda mensual
Pase 1 [ntroducir los costos unitarios en 11:13, las capacidades mensuales en horario re-
gular en F3.F8, demandas en G5:GE ¢ inventario del mes | en B3,

Pase 2 [niroducir los valores de ensayo de |a produccion de cada mes on horario regular
¥ com tiempo extra en C5:D8.

Pasa 3 Determinar ¢l inventario final de! mes | en HS mediante la formula
=B5 + C5 + D5 - G5
Esto pepreseia la siguiente relaciin:
Inventario final = imventario al principio + produccion mensual = demanda mensual
Paso 4 Asignar el inventano imicial del mes 2 al inventario final del mes 1 al ingresar en

I celda B6 la formula
=H3%

Paso§ Al copiar la frmula desde BS hasta B6:BE se calcula el inventario inicial para los
meses 2 a 4. Al copiar la formula desde HS hasta H6:H3 se calcula el inventario final pa-
ra bos meses 2 a 4,

Paso B En la celda K5 se calcula el costo del mes | mediante la formula
=5151*D5 + C5*5182 + SI§3*HS
Lo anterior representa el hecho de que ¢l costo de cada mes estd dado por
Costo mensual = 400{produccion en el horario regular) + 450({produccién con tiempo

extra)
+ Hlicosto por conservar las unidades)

Al copiar esta fdrmula desde K3 hasta K&KE 22 caleulan los costos para los meses 2 a 4.
Los costos totales se calculan en la celda K9 mediante {a formula

=SUM(K3:KE)

Paso 7 5¢ llena ahora la ventana de didlogo de Solver como se ilustra en la figura 22. El
objetivie es minimizar ¢] costo total (celda K9). Las changing colls son produccidn con tiem-
po extra ¥ en horario regular (C5:D8). Es necesario asegurarse de que la produccidn de ca-
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FIGURA 22

FIGURA 23
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da mes en el horano regular es cuando mucho S0{D5:. D8 < =F5:F3). Por abimao, s se obli-
ga a que el inventario final de cada mes sea no negativo (H3:HE > = J5:J8) se ascgura que
la demanda mensual se cumple a tempo. 5S¢ marca Assieme Linear Model, Avsame Non-Ne-
getive ¥ Use Aideimatic Sealing en Options, Despuds de elegir Solver se llega a la solucian
dptima que se ilustra en la figura 21. Se logra un costo minimo de T8 450 dolares con [a fa-
bricacion de 40 unidades elaboradas en el horario regular en los meses | a 3, 25 unidades
producidas en horaro regular durante ¢l mes 4, 10 unidades producidas con tiempo exira
duramte ] mes 2 ¥ 35 unidades manufacterdas con tiempo extra durante el mes 3.

Uso del valor de opcion

Recuerde que el costo minimo era de 78 430 ddlares en el problema de Sailco. Suponga que
s¢ deses determingr una solucidn que proporcions exactamente un costo de 90 000 diokares,
Entonces ¢ utiliza el valor de opcidn de Solver. Se lkena el cuadro de didlogo de Solver co-
mo s misestra en lo fgura 23 (véase la hoja tiulada Cosr of S90 000 en el archive Saileo.xls).

Bolver da la solucidn de la figura 24, Observe que Solver encontrd una soluckon facti-
ble que tiene un costo total exactamende de 90 000 ddlares,

Solver Paramelern E

Sat Target Call m
Equal To! CMax Mo " Vals of: I'.'Jlilir;ﬂ
By Changing Ceils: —

{HC= g0 =] GUess |

- Sispect to the Constrainks:
($D45:4048 <= $F45:$FES -

EHES: $HER »= S St M8 J LI
| _ G|
d #

3

il

 [EE I

4 .17 lso de Sobver de Excel para solecionar PL
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Solver y PL no factibles

Recuerde que si por lo menos 36 mg de vitaming C e requieren, entonces el problema de
Beveaals Bevoo {ejemplo 4 de este capitubo) es no factible. Hemos establecido este problema en Saol-
ver en el archivo Beveo.xls En la figura 25 se ilustra la hoja de célculo, v la ventana de
Solbver en la figura 26,
Cuando se elige Solver, aparece el mensaje que se presenta en la figura 27, Esio indica
que el PL no tiene solucion factible.

Solver y los PL no acotados

El gjemplo 3 de este capitulo es un PL no acotado. El archivo Breadco xls (figura 28) con-
tiene un planteamiento de este FL. En la figura 29 s¢ presenta una ventina de Solver para
Brasdcoxl el ejemplo de Breadco. Cuando se elige Solve aparece ¢l mensaje de Ia figura 30,

FicGura 25

Cobvor Paramelers

50§11 = $F§1L
08940410 >= $F$9:4F410

FiGUuRAa 28
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Flaura 27

FlGura 28

W5C$12-50413 <= $EF12:5E817

FlGURA 29
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FiGumra 30

The Set Coll vialiss do nok converps,
o re Eeparts
{7 keep Sobver Solution mw
" Restore Qrignal Yales
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El mensape “Ser Cell values do wel comverze™ (“los valores de las celdas no comergen™)
quigre decir que el PL es no acotado; es decir, hay valores de las celdas de cambio que sa-
tisfacen todas las restricciones v orginan una utilidad arbitrariamente grande.

PROBLEMAS

Grupo A

Encuentre ka soluciim optima de los problemas siguienies con Grupo B

Solver para Excel

EA e B8 RS ==

Froshlema 2 de |n seccwon 3.4,
Ejemplo 7 del capitala 3
Ejemplo 11 del capinulo 3,
Problemn 3 de la seceedn 3,10,
Ejemphe 14 de la seccun 3,12,

Problema 4 de Ta seccidn 3,11,
Problema 5 de la seceidin 3011,
Problema 3 de ln seccsin 3,17
Problema 5 de la secesdn 312
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Preparacion de un PL para resolverlo mediante simplex

Lin PL estd en la forma estindar s1 todas kas restnicciones son restricciones de igualdad v
tinkas las variables son o negativas. Para transformar un PL en forma estindar se efechia lo
sgEnle:

Paso1  5i la i-Gsima restriccion es una resinceiin = | enfonces S8 comvierie en unm restrccsn
de igualdad medianie la suma de una variable de holgura s v la restricciin de signo s 2= 0,
Pase2 5i ln f-Gsima restricchon es una restriccion 2, entonces s¢ convierte en una restric-
cidn de igualdad mediante la sustraccidon de una variable de excedente ¢, v la suma de la
restriceiin de signo e = 0,

Fase 3  5i la variable x; no tiene restriccitn de signo (nrs), se reemplaza x, tanto en la fun-
cion ohjetivo como en las restricciones por x| — x;, donde r; = 0y noxl =0,

Suponga que tras haber transformado el PL en la forma estdndar tiene m restricciones
v 1 variables.

Lina solucidin bisica para Ax = b s¢ obtiene haciendo a # — v variables iguales a 0y
despejando los valores de las m variables restantes, Cualgquier solucidn bisica en ka cual to-
das las variables son no negativas es una solucidn factible basica (sfh) del PL.

Para cualguier PL hay un punio extremso Gnico de la regidn factible del PL que cornes-
ponde a cadn sth. Asimismao, por lo menos una s corresponde a cada punto extremo de
la region factible,

51 un PL tene una soducidn opima, entonces by un punio extremo que es dptimo., Por
o tanto, al buscar una solucién dptima para un PL, la blsqueda se podria restnmgir a las
soluciones factibles bdsicas del PL,

cipitane 4 Ngoima simplen y i programaciin por dhjebes



El algoritmo simplex

Si el PL estd en la forma estindar v es muy evidente una sfb, entonces el algontmo simplex
(para un problema de maximizacion) procede como sigue:
Pago 1 5i todas los vanables no basicas tenen coeficienie no negative en el renglon 0,
entonces la 5fb actual es optima. 5i algunas variables en ¢ renglan (0 tienen coeficienis ne-
gative, entonces elija ln vanable con el coeficiente mis negativo en el renglin (b para que
entre a la base.
Paso 2 Para cada restriccion en ka cual la variable entrante tiene un coeficiente positivo,
w¢ calcula la raeon siguiente:
Segundo micmbro de la restriccidn
Coeficiente de In vanahle de entrada en ka restnocion

Cualquier restriccion que alcance el valor mis pequetio de esta medn es la panadora de la
prucha del cociente. Apligue OFR para hacer de la variable entrante una variable basics en
cuabquier restriccion que gane b pruecba del coclente. Vuelva al paso 1.

5i el PL {en un problema de maximizacion) s no acotada, entonces con ¢ paso del teme-
po s alcanea un armeglo en el cual una vanable no bissca tene un coeficiente egativo en el
rengldn O v coeficiente no positve en cada restriceidn. De otro modo (exceptuando ln ocurmen-
cln raresima de fos ciclos), el glgontmo simplex encontrard une solucion optima parn e PL.

Si una sfh no es muy evidente, entonces se tiene que usar ¢l método de la gran M o el
método simplex de dos fases para llegar a una sfh

Método de la gran M

Paso 1 Modifique las restricciones de tal manera que el segundo micmbro o lado derecho

de cada una de ellas sea no negativo

Paso 1" Identifique las restriceiones que son ahora (después del paso 1) restriceiones = o

=, En ¢l paso 3 s¢ suma ung varable artificial a cada una de estas restncciones.

Paza 2 Convierta cada restriccion de ..Iuhlguilln;lml e 1 Torma estandar,

Pasa 8 5i (desputs de haber completado ¢l paso 1) la restriccidn § 3 una restriccidn = o
, enlonces sume una variable anificial o, v la restriccion de signo a, = 0,

Pesa 4 Sea M un numero positivo muy grande. 51 ¢l PL es un problema de minimizacion,

entonces sume (por cada variable artificial) Ma, a la funciom objetive, Para un problema de

miaximizackn suwme - Mg,

Pazsa 5 Puesto que cada varable artificial estard en la base inicwl, se deben eliminar del

renglon 0 antes de empezar ¢ simplex, 5i todas las vanables antificiales son iguales a 0 en

la solucion optima, entonces se ha encontrado la soluciin optima del problema original, Si

algunas variables artificiales son positivas en la solucion dptima, enfonees ¢l problema oni-

ginal es no factible.

Método de las dos fases

Paso 1 Modifique las restnicciones de tal manera que el segundo miembro de cada restric-
CHIN %ea 0 Negativo

Pasa 1" [denhhique las restricciones que sean ahora (despoés del paso 1) restricciones

o =, En el paso 3 3¢ sumard una varsble arificial a cada una de dichas restncciones,
Pasa 2 Convierta las restmcoiones de desigualdad en la forma estindar,

Pass 3 5 (después del paso 1) Ia restriccion § es una restriccion = o =, entonces sume
una vanable artibicial a; v la restriccion de signo a; == (0.
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Pazo d  Por lo pronto, ignore la lupcidn objetivo del PL orginal, Besuelva un PL cuya fun-
cion obpetive sea min w' = {(suma de todas las vanables amificiales). Esto recibe €1 nom-

bre de FL de la Fase I,

Comeo cada g, = 0, Teego de resobver ¢l PL de la Fase | se tieng una de los tres casos sis
Eientes:

Caso 1 El valor dptima de w' es mayor que cero. En este caso, ¢f PL original no tiene so-
luciom factible.

Cazo 2 El valor optimeo de w' 28 igual & cero vy nmguna varable arfificial esti en la base
dptima de ia fase L En este caso, climine tndas las columnas del tableau éptimo de la fase
| que corrgspondan a las variables artificiales, v combing la funcidn objefive arigimal con
las restriccionss del tableau optimo de ba fase [ Asi sc origing el PL de la Fase 11, La so-
lucidn dptima para este PL v o PL oniginal son iguales,

Casa 3  El valor optimeo de w' es igual & cero ¥ por lo menos una varable artificial esti en
Iz base dptima de la fase I, Es posible determinar la solucin dptima del PL original en es-
te caso s1 al final de la fase 1 se suprimen del arreglo optimes de la fase [ fodas las vanables
artificiales no hisicas v cualquier vanable provenicote del problema orginal gque tengs coe-
ficiente negativo en el renglan O del tablean dpiimo de la fase L

Solucién de problemas de minimizacidn

Para resolver un proflema de minimizacion mediante el simplex. ehja comao la varable en-
trante la variable no hasica del renglon 0 cuyo coeficiente sea el mas positive. Un tablean,
o forma candnica, s Optimo si cada variable del renghon 0 tiene coeficiente no positive,

Solucionas 6ptimas alternativas

51 uma variahle o basca tiene coeficiente 0 en el renglin O de un tablean optimo, vl va-
rxble wo bisica puede ser pivoleada on la base, ¢ PL podda tener soluciones dptinmas
altermativas. 51 dos soluciones factibles basicos son Gplimas, entonces coalguier punto
sobee el segmento de recta que une las dos soluciones factibles bdsicas dplimas es también
una zolucion Gptima para el PL.

Variables que no tienen restricciéon de signo (nrs)

51 s reermplien una variable nrs x, con xp- 1, la soluckon Optima del PL wendn x/, 27 o
tanto v como x iguales 4 cere,

PROBLEMAS OF REPASO

Grupo A

1 Mladsamie o algoritmo simplex determine dos solucionss 2 Determins con ¢l algoritmoe simplex la solucican dpiima

aptimas del PL siguiente;

del PL atguiente:

max & = 3x; + 3 + 0 min = = —d&ry; + X
Tt trin=6 8 e+ xy=6
Lay 4+ A+ b= |5 —nt =0
Ty, Xy, Ly = 1B Xy, g =l

garivue 4 Algenine Smplex j |3 projrasaciin pf objeie



3 Utilice ¢ método de la gran M v el mdiodo de las dios
fases pam encontrar la solucion optima del PL siguientes;
mix = = 3r; = Iy
.4 o+ 2=6
n+ m=4
x + 1-':;- =35
XMy = 0
d  Encuentre la solecion optima del PL siguiente por me=
dio del algoritmo simples:

max z = ir — X3

5.4 - =l
Xy — 4.!'] =3
Kindy =)

§ Encuenire la solockhn dptima del PL siguiente por me-
din del algoritmo simplex:

min z = i 1 II]
54 Iyy + 13355
Xy ¥ I:EJ
Ty, ks =0

B Emcuenire la solucibn dptima del PL sigubente por me-
chior el métoddo de ka gran M ¥ 2l método de |as dos fases;

max £ = i + 13
5.8 o +tx=]
.:|.l:| T Iy 535
nptn=l
X Xz =

T  Aplgue el algartma n.rrnpl::l. para determimar das solu-
ciones. dptimas del PL siguiente. [Cudntas soluciones dpei-
mas tene eske FLY Encuentre una tercern solucion Optimi
max r = 4x, + x;
5.4 2y Ay =4
nt = 1
h1 T i & 2
Ky X3 = 0
B Use el algorimo simplex para determinar la soluciom op-
tima del PL sigusenie:
max z = Jx; + X
=8 iy + =6
Xp = I =10
Xy, iy = ]

§ Encuentre la soluckin dptima del PL siguiente por me-
dio del mésodo de la gran My ¢l método de las dos fases,
min = = —3x; + x;
5.0 Xy— g =2
=& T X3 = 3
T, Xs =0

10 Suponga que se pudieran manufacturar 10 tipos de
miehles en el problema de los muebles Dakota, ;O usbinbos ti-
pos de mucbles (cumdo mucho) s¢ tendrian gue fabricar pa-
ra olibener una soliscidn dptima?

M Considen: ¢l PL sagubente:
max z = [0x; + x;

%3 n =1
I{I.n T Ay = 1M
KXz =0
B8 Encoentre iodss kas soluciones factibles basicas de

este PL.

b Demwestre que cuando el simplex se aplica parm re-

solver gl PL ioda solucion bisica se tieme que examinar

anbes de encomtrar la saluciin dplama.

Mediante ln generalizacion de este gjemiplo, Klee v Minty
{1972) construyeron (para o = 2 3, ., ) an PL con m vana-
bles de deciswn ¥ o restncciones para las cunles ¢l algoritmo
smmiplex examina 2" = | soluciones factibles bdsacas antes de
encantrar la solucion optima, Por lo tanto, existe un PL con
10 varinbles ¥ 10 restricciones para las cunles el algoritmo
simplex requicre 2™ — | = | 023 pivoteos para hallar la so-
luciin dplima. Por fiortuna estes PL "plinh"rg'il;np" A VeE B
presentan en las aplicaciones pricticas,

12 Productos elabora tres productos, Todios requieren mano
de ohra, modern v pintura. Los recursos necesanos, precio
unitario ¥ cosio variable (exclusno de la malena prima) para
cada producto se proponcionan en la tabla 70, Se dispone en
la actualidad de WH) hores de mano de obm, 1 550 galones de
pirtura ¥ | G600 pies tablénm de madera. Ademis, se puede
cormprar mano de abra adscional a & dolares ka bom; B pinha-
. gxira costaria 2 didares'galin v la madera adicional, 3 dé-
laseapie tablin. Para los dos conjunios ssgmendes de pron-
dades vhilice progmmackin por objetivos priofitanos para
determinar un plan de produecidn dptimo. Para el conjungo 1
Prioridad 1 Obiceer utilidad de por lo mencs 10 500 &dlares,
Prioridad 2 ™o comprar mano de obrma adicional,
Prioridad 3 Mo comprar mds pinira,

Prioridad 4 Mo comprar més madera.

Para el conjunte 2:

Prioridsd 1 No adquirir més mano de obra

Prioridad 2 Obtener utilidad de por lo menos. 10 500 ditanss,
Prioridad 3 ™o comprar méds pintua,

Prioridsd 4 Mo comprar més madera,

13  Los emplens en la Universadad de Indianz (U1) 82 cla-
srhcan segin tres factores;

Factor 1 Complejidad de las fumciones.

Factor ¥  Instruccsn mecesana,

Factor 3 Demands mental, o viswl, o ambas

Para cada empleo en la UL, 1o necesano parm cada factor
s calificn segin una escala de | a4, &n domde un 4 en el fac-
tor 1 representa alta complejlad de funciones; un 4 en el
fnctor 2 significa alta escolandad, v un 4 en el factor 3 quie-
fie dechr alla demanda memtal, o visual, o ambas,

TaBLa TO

[Eoxln
Predects Mana de sbei  Madiesy Findara  Preca|dal | varisbie [dil]

[ (15 . 3 2 10
b 3 L 2 28 L]
3 2 4 2 1 7
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La Ll desea encontrar ana fdrmula para determinar ¢l gra-
dis e cada emples. Marn hacerlo asignasi un valor en punios
a ln calificacein de cadn factor que requiere un empleo. Por
epemipho, suponga que ¢ nivel 2 del facior 1 & un votal de pun-
tos de 10; el navel 3 del factor 2 geners un total de puntos de
20y gue &l mivel 3 del factor 3 ongma un valor en pumiios
de 30, Entomces, umn emplén con estos reguisitas tendria un bo-
tal di pumios de 10+ 30 + 30, El sakbario por bora del emploo
&4 dgual 8 la edtad de su ol die puintos.

La universidad tiene dos objetivos (listados en orden de
priorsdad) al establecer los punitos dados a cada mivel de ca-
da factor del emiplon.

Objetivo 1 Cuando se merementa el nivel de un factor en |1,
los pumios s¢ deben incrementar por b menos en 10, Por
gjemplo, el nivel 2 del factor | debe ganar pos bo menos 10
puntos mes que el nivel | del factor 1, El objetivo | e mini-
miizar |a suma de desviacionss respecio a ¢sbos requisios.
m! Pn'rhq::ur:ﬁ:ﬂ::ln:mpl:mﬁ:mﬁ:mtin
di la tabda 71, & total de puntos real para coda empleo debe
acercarss Lanbi oo sea posabde al tolal de puntos bstado en
la tabla. El objetive 2 es minimazar la suma de s desviacio-
nes absolutas de los totales de puntos respecto a bas califica-
clones deseadss.

Aphgue ln programacsin por ohietives prontarios pam al-
cangar los totales de puntos apropiadoes, [Oué salario se de-
b paagar en un emples con niveles de habihidad de 3 pam ca-
da faceoe?

M Una clinica hospatal de pacientes exiemos ejeouta cuatro
tipos de operaciones. La utilidad por operacsdn, asi como bos
minuns de myos X v el iempo de labomtono wilizmdos se
dan en la wbla T2, La clinica tene 300 habsiacionss privadas
y S0 cunrtos de cuidades intensivos, Las opemaciones tipae |
¥ tipo 2 requicren que ¢l pacienie permanezca en el cuario de
cundados inbensivos durante un dia, en tano gue para las ope-
raciones Hpo 3y po 4 e neoesand que ¢l paciente pErTa.
remca en una habitacion privada dusante un dis. Se practican
oudas bos dlias por by menos 100 operaciones de cads tpo en
el hospaial. El hospital tiene los objetives sigaiemes;

Objetive 1 Lograr una wilidad disria de por o menos

El costo por desviscidn undlaria respecto a cada objetiva
s oy &2 indica:
Objetiva 1 Cosio de | dilar por cads ddlar con el gue se n-
cummpla el objetivo de la utilidad,
Objetive 2  Costo de 10 dblares por cada hora con s gue se
incumpla ¢l objetivo del tempa de ravos X,
Dbjetive 3 Cosio de B délares por cada hora por la que se
incumpla & objetivo del laboratorio.
Estahlezca un modelo de programacion por objetivos. pars mi-
nimizar ¢l eosto diafio en que se meurre por &l incumplimien-

o de los objetivos del hospital,

Grupo B

15 Considere un problema de maximizacion con ¢l arreglo
Gptima gue aparece en la tabla 73, La solucidn dpiima para
egic PLesz = 10,53 = 3, x5 = 5, &) = 13 = (. Determi-
ne la sth segunda en imporiancia parn este PL. (Swgeremcia;
Demusestre que la sepunda mejor solucidn tiene gue wof o
sfb que es un prvote alejado de b solucion dptima, )
18 Un senderista estd considerando levar consige dos ti-
pos de objetos en um viaje por el campo. El objeto | pesa o
by el objeto 2 pesa ay lb El senderista obibene un beneficio
de oy unidades con cada objeto tipo |, ¥ con cada objeio ti-
pe 2 logra un beneficio de o unidsdes. La mochila puede
llegar a contener ohjetos que pesen o o meis b Th

& 5i el senderista pueds levar una cantidad fraccwnas

na de ohjeos en s viape, formula un PL que maximice

el bemeficio.

b Demuesire que si

.5

oy (1]
cribomces, ¢l sendersta pusds maximizar el beneficso e
mando b mochila con < objetos tipo 2,
B [Cuibes de lns supossciones de ba progromscicn lis
peal se incumplen con este planteamiento del problema
del senderista’?

1 Usted recibe el tableay mostrado en la tablp 74 para un

DN W dheilmrers problema de maximizscion, Proporcions las condiciones de
Objetiva 2  Utilizar a lo sumoe 50 b al dia de tiempe de ra- las incdgmilas a;., gz, oy, by o Qe hscen gue los enunciados
yos X, siguienbes sean venladeros:;
“I Utilizar a lo mds 40 b al dia de tiempe de labo- 8 La solucidn actual e dptima.
Tt b La solucion actual es dptima v hay soluciones Gpti-
TaBLA T1 mes alicrnas.
S Lo e e s ge =)
ponga que s el iableau La
: 3 - para un problema de maximizacidn. Esiablesca condichones
1 4 4 4 1] wobre ay, F, di, & 0, ¥ Oy Que se reguieren para que los
2 i i 2 93 enunciades siguienies sean verdaderos;
3 2 2 2 F a  La solecion schaal es dpiima v hay solusiones Gpti-
4 I I 2 i mas allernas.
b Lasolucidn bisica actual no es una solucion factible
TABLA T2 basica.
Tigo d¢ operaciin TABLA T3
I 2 3 4 LA | ] 5 LB Ld
Uinilidad (dilaresh 200 13 1410 bl 1 F | 1] L1 L1
Teempi de rayos (minaos) L] 5 4 3 ] 3 z I 0 3
Teempo de laboratonio (mimies) 5 4 i 2 ] 4 3 L] 1 5
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£ La solecion béssen actual es una sfh d:g«enﬂ'.ldn.

d Lasolucion basica actual ¢s factible, pero el PL ¢ no
acotadk.

# La soluckdn higica sciual es factible, pero el valor de
la funcion ohjetvo poede ser mepondo al eemplioar x,
comwy uma variabde bisica con x,

18 Suponga gue estamos nesolviends un problema de ma-
xirmizaciém ¥ que la variable x,. casi deja la base,
3 [ Cuwil es el coeficiente de r, en el renglon O actuad?
b Demucstre que después de que ¢l pivoten actual sc
ejecutd, el cocficiente de x_en el renglin 0 oo puede ser
MO ise Cern
€ Expligue por qui una vaniable que va deié la base en
un pivoteo dade no puede volver & emtrar @ a base en el
siguiente pivolen
M Una compafiia de auobuses oping que necesitars las
canticndes siguienies de conduciores durante cada una de bos
cineo afics siguientes: afio 1, 60 comductores; afio 2, T0 con-
ductores; nfio 3, 50 conductores; afo 4, 65 comduciones; aio
5, 75 conductores. Al inickd de cada ailo, la compadia tiene
que decidir coiimios comductones se deben contmatar o despe-
dir, Cusssitz 4 (00 i lsres coniratar un comductor v 2 000 &b-
lares despedir o uno. El salario de un conducior es de 10 00K
dislares al afio. Al empezar ¢l sdio 1, la compatia tiene 340
conductores, Lin conductor comtratade al inicw del afio pue-
de avudar a cumplir las necesidades del afo achel v s¢ le pa-
ga salano completo por ¢l afio sciual. Determine un PL que
minimuice ¢l slaso v s costes de la contratacidn v del des-
pidio en bos sipuientes cinco afios,
21  Los Lapaberos de Amédrica pronostican la demarada si-
guicnie para cada uno de los seis meses procimos: mes |,
LM panes; mes 2, G000 pares; mes 3, 3000 pares; mes 4,
SN pares; mes 5, 6000 pares; mes &, 5 000 pares. Lin za-
ptera: hace un par e Fapatos en 15 minuins. Tedos los zo-
pateres rabajan 150 homas por mes mis hasta 40 homs por
mes die tiempo extra. Un zapatero recibe un salareo regular
de 20 dolares 2l mes mas 50 dodares par hora de empo
extra. Al imicie de cads mes, la empresa pueds contratar o
cdespadir rabajadores, A& la compania le cuesta | 500 dila-
res contratar un irsbagador ¥ | WK didares despedar o una,
El costo por mes por retener un par de zapatos es 3% del
costo de produccion de un par de sapalos con mano de obra
y horario regular. { La materia prima par un par de zapatos
cuesta 10 ddlares.) Planies un PL con ¢l gue s¢ puedan mi-
nimeear los coslos para |.'|.n1'|p'|i.r a I:iL1'r||11.1] las demandas de

ko prisimes seis meses. Al inkcio del nies | ln empresa tie-
me |3 Iruha}alklrux.

22 El conisdo de Monroe prcl.-l:'nd-u deterrmnar donde ubi-
car a estacida de bomberoa del condado, Las ubicacioncs de
lns cuntrm Cipdades proncipales del conddado &= dim en la fi-
gura 31, Lo ciwdad | esid gn (10, 200 la ciudad 2 estd en
(60, 204 cindad ¥ esth en (40, 30} ciudad 4 esth en (20, H0).
El promedic de meendios em ks codad 1 es de B por afi;
el de ln cindad 2 es de 30; ¢l de |n ciodad 3 s de 40 el de I
Cludad 4 es de 25 mcendvos. El condado quicre construdr
la estucion de bomberos en un lugar que mammace la distan-
cia promydio que una motobombs debe recorner para acudie
al incendan, Como la mayona de camimos v de orenic & pao-
niente o de porie & sur, se supone que la motobomba solo
puede hacer I misma, Por lo tanke, s la esiscion de Bom-
beros s¢ ubicara en (30, 40) ¥ un incendio ocurmera en la
clulad 4, ka molobomba tendria gue recorrer (30 uyy 4
(6l — 401 = T0 millas hasta el incendio. Apligue la progra-
mactin lineal para determinar donde s¢ debe whicar la esta-
cion de bomberos, | Sugerencia: 510 estacion de bomberos
s ubicara en el punio (x, v}y hay una ciudad en el punto (o,
frh defina las vanables ¢ w n, 5 (esie, oesie, nore, surh que
satisfacen las ecuscions s — @ = w—ey¥y— b =r — 3
[ehe ser faci] obienér B loomulacon del PL cormedcto, |

23" Duranie la temporada de futbol americano de 1972,
las Delfines de Miami, los Bills de Baffalo v los Jets de
Mueva York jugaron los partidos mostrados en la wbla 76
Suponga que sem las bases de estos partidos quenemios cla-
sificar a los tres equipes. Sea M = ln clasificacitn de Miama,
4 = la clasificactdn de bos Jets v b = la clasificaciin de los
Rills, Diados bos valores de W, f v 8, usted promosticana gue
cuando, por cjemple, los Bills jugaran contra Mismi, era de
esporarse gue Miami ganaris por W — 8§ pumbos. Por ke tan-
i, su predicesin habria sido ermonen para el primer partide
Miami-Bills por & — & — 1| puntos, Muesire como se pue-
de aplicar la programackin linezl para determinar la clasifi-
cacehn de cada equipo gue minimics la suma de bos groms
e FII'I'|11|.:II'II|..".'I para oslos los Juegas,

Al wrminar la temporada, ese mélodo w2 usa para deter-
minas lus clasificacionss del futhal coleginl ¥ ol hasquethal
colegial, (e problemas s pueden prever 51 esbe mstodo s
usara para clasificar eguepas al princimsr de la empormda’t
24 Dwranbe los cuatro trmestres. proaamos, Doron Ao de-
be cumplir ( bempo) la demanda smuente de autominles: i
mesire 1, 400Kk tremesire 2, 2 000 inmessre 3, SO iromesire
4, 1000 Al imicio del rimestre | hay 300 aubomdvibes en euis-
tencia vy & compafin bene la capacicdad de peoduce a lo mas
300 aitomiviles por trimestne. La compaiia pocde cambiar,
al emiperar cada mimesire, la capscidad de produccidn en un
mutomiovil, Aumentar cadn tmestre b capackdnd de prodsc-
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cun cuesta 100 dolares, Cuesta 50 dolares por tramestre. man-
fener un automdvil de 1a capacidad de producciin (incluso si
st o s s durange el mimestre achal). El costo varsble por
fabricar un sutomdwil es de 2 (0 dolares. El costo por retener
un auiomdwil es de 150 dblares por unidad v se fija conra
&l mventaro final de cada fnmestre, Bs necesano que al final
del trimestre 4 ka capacidad de la planta sea de por ko mencs
4 000 aubormdyibes. Mantee un PL con ¢l que se minirnsce €]
cosin inéal en que se incusTe durante los procimos cuatro tri-
mEsires.

B Ghosthusters, Inc., exorciza, es decir, libra a un de los
fantasmas. La compafia recibird duranie los siguicnies tres
meses la sguiente cantidad de lamadas selefimicas de perso-
nas que desean desembarazarse de sus fantasmas: emero, 00
[tamadas; febrero, JH0 bemsdas; mareo, 300 lamadas. La eme
presa cobea B0 dolares por cada fantasma exorcizado duran-
b il mees o en guie &l elsenbe lama. Mo es pecesano stendir las
Namadas dumnie ¢l mes en que son hechas, pero si se atiends
una llamada un mes de que es hecha, entonces la
cormpatiia pierde 100 ddlares en la clientels futur, v & una |-
mada s atiende 1 los dos messs de haber sido hecha, 1a firma
pierde 200 ddlares en la clienicla. Cads empleado de Ghosi-
busiers puede exarcizar 10 fantsmas ol mes. Cada empleado
recibe un sakanio de 4 000 dilares por mes. Al empezar enero,
la compaiiia trene 5 tmbajadores. Los empheados pueden ser
contratados o capacitados (en ¢l tiempo ) a un costo de § (00
diblares por irabajador. El despido de trabajadores cuesta
4 00} dilaress por emipleado. Establerca un PL con el que se
pueda maximizar la wilidsd de Ghostbusters (ingresos menos
costis) en los tnes meses pricimos. Suponga. que lodas las [a-
madas Benen que ser atendsdas a fines de marzo,

26 Carco wiliza robols pars manufachurss automdavil. La de-
mmarkla siguiente se debe cumplic (no necesariamente a tempa,
pero todos bos automdvibes deben ser entregados al finalizar
el trimestre 4)c trimesstre 1, 600 rimestre 2, B00; mmestre 3,
S00); trimsestre 4, 400, Carce tiene dos robots al empezar e
trimesire. Los robots pueden comprarse al inicio de cada tn-
msire, pero sl un mésiamo de dos por trimestre, Cada robot
un robod cuesta 5 000 dilares, Cada robol incurre en un cosio
diz 500 délares por mareimiceio cada mimestne (incluso si po
s uliliza pamn fabmicar automidviles). Los robots se pueden ven-
der también al indcio de cadn frimestre en 3 000 dilares. Al fi-
il e cacda Erimestne s incurne ef un costo de 200 dilanes por
automivil que se comserva, 5 se acumala alguna de las de-
mandas, emonces s incurme en un cosse de 300 didares por me-
tomiiwvil por cada trimestre que la demanda deja de surtinse,

Al final del tnmestre 4, Carco debe tener por o menos
dos robots, Determing un PL con el que se minmice el cos-
tor total en gue se mearee al cumplie la demanda de automid-
wibes de los proximos cuatro fmmestres,

2T Supomga que hemos encontrado un tablean optime pa-
m un L, ¥ que In sth para dicho tableau es no degenerada.
Tambidn suponga que hay una vanable no kisica ¢n el ren-
gldn 0 con coeficiente cero. Demuesire que ¢l PL tiene mis
de una soluciin dpama.

28  Suponga gue ba b para un ableau Gptimo es degemns-
racla, ¥ que una vansble oo bdabes en el renglda 0 tene ooe-
ficiemte cern, Mussstte con un ejemplo que cualguier de los
dixs casos siguienies pusde ocurnr

Cazn 1 El PL tiene mds de una solucion optima.

Caso 2 El PL tienc una Gnica solucion Gptima.

B Usied es el alcalde de Gotham City, por lo que debe de-
terminar una politica fiscal para la cinded. Se wiilizan cineo
tipos de mpoesios par conseguir ingresos;

8 Impoesios sobpe la propiedsd. Sea p = asa poscen-

tual del impuoesto sobhe ba propbedad.

b Un mpuesio sobre las ventas de todos los productos,

cxcepto alimentos, medicamentos ¥ bienes duraderos.

Sea r = |asa porcentual del impussto sobre las ventas,

& Un impuesio sobre la venta de bienes dursderos. Sea

d = tasn porcentual del impuesto sobre las venias de hie-

ness durnderos.

d Un impuesto sobre la vents de gascling. Sea g = ta-

s porcentual del impuesio sobre |a venta de pasolina.

& Llp impuesto sobre la venta de alimentes v medica-

menios, Sea = impusste sobre la venta de alimenios v

medicamenios,

La eiuidad comsta de tres grupos die personas: bajos ingre-
som (BI), mgresos medios (IM) v altos mgresos (Al La can-
tidad de ingresos (en millones de ddlares) proveniente de ca-
da gropo al fijar un mpuesto particular e wn novel de 1% s
propoarcions en la tabla 77,

Por cjemplo, un impocsio de 3% sobre las venias de bie-
nes durndervs generar 360 mallones de dolares provenientes
de las personas de bajos ingresos. Su politeca fiscal debe sa-
cxfaces bt siui :

Resiriccién 1  La canga fiscal sobre bas personas de M no
puede sobrepadar 2 8 miles de millones di dblares,
Regiriccién 2  La corga fiscal sobre las personas de Al no
puede sobrepasar 2 4 miles de millones de dblases.
Regiricchin 3 Los ingresos iotales reunidos tienen que ex-
ceder el nivel achoal de 6.5 miles de millones de dolares.
Rastricein 4  « ticne que estar entre 1 ¥ 3%.

Dindas estas restricciones, ¢l alealde establecit los tres ob-
jetivos siguisres:
Dbjetive P Mantener la txsa de impoesios. sobre la propbe-
s menor a V%,

Objetivo Bl Limitar la carga fiscal sobre las personas de Bl
n 2 mil mallones de dilares.

Dbjetivo swburbies 5 la canga fiscal resuba demasiado al-
tm, 20% de las persomas BI, 3% de las personas T v 40%
de las personas de Al podrian cambiarse a las afueras de la
ciudad. Supanga que esto sucedend 51 su carga fiscal total ex-
cede 1.5 mil millones de dodares, Pam desanimar este éxodo,
el ohjetive suburbios cs mandener la carga fiscal total sobre
caias personas abajo de 2.5 mil millones de didlares.

Apligue 1o programacion lineal para determinar una poli-
tica fiscal dpiima s los objetivos del alealde tenen el =-
guiente conjuntn de priorkdades:

LI z=2 P2 Suburbios®

TAaBLA TT

a L
L] 12000 4 10 20 il
1] 1 {MHE 250 b 10 40

THassdo en Chrisman, Fry, Reeves, Lewin, v Weinssgin (1 98%),

cadifore & Agaritmy snpies y b programacin por ohjeting
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Comandos de los mends e instrucciones de LINDO

Comandos de los menls

Se puede tener acceso a los comandos u drdenes de LINDO desde un mend conveniente si-
milar a los de ofros programas de Windows. El mend principal estd formado por seis sub-
mends a bo large de la panie superior de la pantalla que sefialan los diferentes comandos,
Cuando usted da un clic en uno de los submenis —File, Edit, Solve, Reports, Window o
Help, aparece un mend que s¢ extiende hacia abajo con los diversos comandos, Usted pue-
de seleccionar los comandos de la misma manera que en los programas de Windows dando
un clic sobee la onden con el ratdn o cscribiendo 1a letra subrayada en ¢l nombre del coman-
do cuande el submem apropisdo estd resaltado. Muchos comandos tienen amibién asignada
una combinacion de teclag (F2, Curl+ 2, ete. L Como una facilidad més, tambien se pusde
tener acceso o alpunos de los comandos que se usan con mayor frecuencis por medio de un
icono gue s¢ localiza en wna barra de herramientas en la parte supenor de la pantalla. Da-
versos comandos de menis se describen brevemente ¥ se da la lista de las combinaciones
di teclas aplicables v los iconos en las secciones siguientes,

Meni Archivo (File Memu|
Los comandos del mend File le permiten a usted manipular en varios modos sus archives
de datos de LINDO, Puede usar este menid para abrr, cerrar, guardar ¢ imprimir archivos,

ash como ejecular varias tareas cxclusivas de LINDOL A continuacion s¢ presenta una des-
cripcwon de los comandos de File.

DESCRIPCION

Cren una ventana nueva para introducir datos.

Abre un archivo existente. Los cuadros de didlopo le permiten seleccionar entre
varios tipos de archives v ubicaciones.

Abre un archivo existente sdlo para verlo. Mo se pueden efectuar cambios en el anchivo,

Carda la ventana. Usted puede guardar bos datos introducidos (un modebo), una Beports
window 0 una ventana de comandos. La informacikin se puede guardar en los formatos si-
guientes: * LTX, un formato de wexio que pusde ser edinado con soffwane de procesador de
palabras; * LPK, para guardar modelos compilados en un formato “empaquetadoe™, pero
sin formato especial ni comentarios; y *.MPS, el formato estindar de la industria de m-
quinas independientes para transferir problemas de PL en LINDO & otro soffware para PL.
Cruarda la ventana activa con un nomhre de archivo especifico. Es uhl para dar un nuevo
nombre & un archivo revisado v conservar intacio el archivo onginal,

Cierra la ventana activa. Si la ventana contiene informacion nueva, se le preguntard a us-
ted 51 desea guardar los cambios.

Emida la ventana actvva a ba impresora.

Selecciona la impresora v vanias opciones para el formato de impresion,

Envia toda la actividad postersor de la panialla, que normalmente se enviaria a la Report
wimdow!, o un archivo de texto. Cuando usted especificd una ubicacion del archivo log,
una marca aparccerd en el mend File en la linea Log . Para inhabilitar Log Ot
seleccione simplemente de meevo el comandao,
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DESCRIPCION

“Toma"™ an Fared fily de LINGHD con comandos v fexio para aperacidn sutomatizada,

Se puede poner un modele en la memoria, resolverde, ¥ la solucion es cobocada en la
ventana Repaorts v guardada en un archivie. 51 usted usa ¢ comando Bared antes del imi-
cio del texto del modeto, el modelo v los comandos comtenidos en el archive, asi como la
sitluckon s veran on la ventana Repworss.

Reciipera und solucton de un modelo que & puardd usando ¢l comands Basis Save,
Cruanda la selucion par ¢l modelo active en disco con un nombre de arclive especifico,

Musestra el tinele del modelo active, st s¢ ha inchade uno con la instruceiin opcional T
He en ¢l modelo.

Abre una ventana Reports v maestra fecha v hora actuales segin el reloj de su compuia-
i,

Abre una ventana Reporte v moestra ¢l tiempo total wanscurrido en su sesion achieal de
LIND

Cierma LIMDAO.

Munu Edit

Los comandos del mend Edif le permiten efectuar tareas basicas de edicidn comunes a la

mavoria de aplicacioncs de Windows, asi como cjecutar vanas tarcas caclusivas de LIN-
D, Sigoe una descripeidn de los comandos de Edi,

DESCRIPCION

Dheshace b dltime aceion
Corta el texto seleccionado v lo coloca en ¢l portapapeles para pegarko,
Copan el texto seleccionadn en el poriapapales para pegarlo.

Inserta o pega el comtenido del porfapapeles en gl punto de insercion,
Horra el texto selecownado, péro no Lo coloca en el portapapeles.

Busca ln ventana actva para encontrar ¢l texto sclecoionado v reemplazarlo con el texto
intrislucido en ] cuadio “Replace with"™,

Permite vor y cambiar vanos parametros usados en las sesiones de LIMIMD,

L& penmite mover el cursor @ cualguier linea en la ventana activa,

Le permite pegar nombres de variables v simbolos reservados en Ta vemtana activa,

Seleceions todo lo que hipva en In ventana activa pars cortardo o coplado,

Faosrra el contenido total de la ventana activa,

Beleccioms unas weeva Tuenie para el texio en e ventana activa,

EAFITULE o REENiS) Sl y 12 progranaciin por ob{ethiss
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Menu Solve
Los comandos del memi Solve 22 usan después de que usted introdujo datos v estin listos
para obtener una solucion. Enseguida se presenta la descnporon de 1os comandos,

DESCRIPCION

Envia el modelo de la ventana activa al Solver de LINDO para obtener la solucidn,

Traduce el modelo al formaio antmético requerido por ¢l Solver de LINDCY. Los modelos
también se compilan en forma avtomatics cuando usted usa el comando Solve,

Ayuda a determiniar problemas con modelos no factibles y no acotados. Se pueden identi-
ficar conjunto {renglones) suficientes y necesanios, como las restneciones creciales,
aquellas que hacen factible un models no factible =i se eliminaran del modelo,

Hace que LINDO gjecule ¢l paso sigeiente en ¢ proceso de [a solucidn, con lo que ¢
posible gue los problemas de programaciim lineal se resusivan paso a paso,

Ejecuta la optimizacidn Lexico (una forma de programacidn por objetivos) én un modelo

Menia Reports
Los comandos del mend Beports permiten & usted especificar como generar los informes
con LINDC, Las descripciones de los comandos de Reporis se presentan enseguida,

DESCRIPCION

Mbre el cundro de didlogo de Sofusions Report Optiors, el cual be facilita especificar ob-
mik quiere usted que aparezca su informe,

Crea un informe del mbervalo, o andlisis de sensibilidad, para la ventans activa con ¢l
masdelo.

Ejecuta un andlisis paraméirico sobre el segundo miembro o lado derecho de una resiric-
cion

Despliegn los vanables estadisticas para ¢l modelo de ln ventana activa

5¢ usa para ver informes o paries selecoonadas de b estructura o solucion del modelo
actual.

Representa el modelo actual en la forma de matriz. Los coeficientes no cero de |a matriz
s podrian representar como texio o como graficos,

Muestra up informe con formato de texio con un “panorama™ de la base actual, v ordena
los renglones ¥ las columnas segon Lo dltima iversion o tmangulacion epecutada por ¢l
Solver, El informe Basés Plorune se envia a la ventana Repaoris,

Muestra el tableay simplex para el modelo activo. Facilita la observacion del algontmo
simplex en cada paso.

Muesira su modelo completo o en partes especificas en la ventana Repeoris.

Muestrn una columna seleccionada in el resto del modelo,

Busca una garantia de optimalidad global en un modelo cuadritico.

Mend Window

Los comandos del meni Window permiten que usted ajuste ventanas actives de comandos

v e estado, v organice ¢l despliegue de varias ventanas. A continuacion se describen los
comandos de Window,
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COMAMNDO
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Jearch lor Help an_,
h+F1

How to Use Heip
B+l

dtaut LINDD...

IHSTRWCCIOMN
FREE <Varable>

(zIN =Vanablc=

INT <Wariahle=

DESCRIPCION

Proporciona acce=o & k& imerfaz de la linga de cormandos de LINTE, donde wsted podreia
introducir comandos en el indicador de dos punios.

Abre la ventanas Solver Stafis de LINDO, I cual despliega informacion acerca del estado
del optimizador, @l como wn mimero de eraciones o tiempo ranscurmido, Esta ventana
aparece también coando usted selecctonn Sofve en ol mentd Solve.

Envia la ventana mas al frente hasia atras.

Acomoda todas las ventanas abiertas en forma de cascada desde ia pare supenor iz-
quierda hasta la parte inferior derecha; la ventana activa estd en la parte superior,

Acomods todas las ventanas abtertas de fal manera que ocupen €l espocio squivilente
dintro de la ventana del programa,

Crerra todas las ventanas activas.
Dhésplazs los iconos que représenton ventinas minmuizadas, de tal maner que se acomdodan
en | parte inferior de la pantalla

En ln parte mferior del meni Window se despliegn una lsta de los ventanas abierias. 5¢
marca la veniana activa

Lo comandos del memi Help proporgionan acoeso o ka ayuda en linea de LINDO, Se des-
criben en seguida los comandos de Help.

DESCRIPSION

Muestra ¢l conterndo de la seccion de aywda. El segundo icono (2] de la fiecha v el signo
de imerrogacidn) posibilita ls ayuda sensible al contexio, donde ¢l indicador del cursor
cambia o un signo de interrogaciin y la ssuda s¢ le proporciona especificamente segin el
comandn sclocoionado,

Busca ls seccion de ayvuda para una palabsa o un temi,
Proporcions ayuda para aprender a usar ¢l sistema de ayuda en linea
Muestra la pantalla inicial de arrangque con informacion general acerca de LINDO.

Instruccionas de modelado opcionales

Aparte de los elemenios basicos de un modelo, LINDO reconbee vanas instrucciones op-
cionales que podrian aparecer despues de la instruccion EMD. Estag instrucciones signifi-
can capacidades mayores de modelado, tal como asignar limites adicionales a las variables.
La descripcidn de eslas insirucciones se proporcions coscguida

DESCRIPCION

Ehmima todos los limites de la variable, por lo cual ésta asume cualquier valor real:

positive o negativo,

Uina variable queda restringida a ser un entero general (es decir, en €l conjunto de

los enteros no negativos),

Una varable gueda restringida a ser un enters bimario e decir, 0o 1),

SLB <Variable> =Values=  Eatablece un Hmite inferior simple para una variahle {es decir, SLB X 10 reguerirla

que X focra mayor que 10 o ygaal a 10}
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SUB <Vanable> <Value> Establece un limite supenor simple par una vanable (es decir, SUB X 10 requeriria

QCP <Constraing
TITLE =Title=

que X fuera menor que 1000 ygual a 10,
Sefiala la pnmera restriceion “real” en un modelo de programacion cuadritica.

Permite que usted asigne un titulo a su modelo, E titulo se desplicea mediante el
comando Firle del mend File,

APENDIGE B

Inicio con LINGO

Bienvenido a la pare de LINGO de este libro, El apéndice proporciona informaciin basi-
ca breve sobre LINGO v le ayuda a instabar el soffware. Las caracteristicas del software v
cdimn aplicarlo a los problemsas muestra se explican en bos capitulos posteniones.

£Que es LINGO?

LIMNGO &5 un paquete de soffware interactivo qoe se usa para resolver problemas de progra-
macian lineal, por enteros ¥ no lineal. Es posible aplicario en siinaciones similares en las que
g wtiliza LINDO, pero ofrece mayvor flexibilidod en wérminos de como se expresan los mo-
delos, Al contranio de LINDO, LINGO permite usar paréniesis y variables en el segundo
micmbro de una couacion. Por 1o tanto, las restricciones se esciben en la forma onginal v
i s tiene que volver a escribarlas con constantes én el lado derecho. LINGO s capaz am-
bi¢n de generar modelos grandes con relativamente pocas lineas de datos, Asimismeo, el pro-
grama proporciona una gran biblioteca de funciones matematicas, estadisticas y probabilis-
ticas, v tiene mayor aptitud para leer informacién de archivos externos v hopas de calculo,

Fundamentos de LINGD

De una manera muy parecida o LINDO, LINGD se puede usar pam resolver problemas en
forma intersctiva con lo svuda del teclado, o bien, resolver problemas usando archivos crea-
dos en otro lado, en un programa independiente o como parte de un programa integrado que
i,:l_1|'||.il:Tlt! l,.'\ilh;|.1EI_1$ Fu..muml'i.r:m}n\ Y l:liHil:_:ll.:l.;:LH |.‘||..‘ -.|||'H'|I'|Ii:.*..'a.|.‘i|:'|t| dl..‘ l-[Nfrﬂ Est apcmiiﬂ: L
centra principalmente en el primer método, es decir, en resolver probiemas de manera inte-
ractiva, Mayor informacidn acerca de bos otros méiodos se encuenira en LINDO Systems, Inc,

Introducir un modelo en la version de LINGD para Windows es similar a escnibir en un
formato del procesador de palabras de Windows: usted esenbe simplemente los daios del mo-
delo como bos escribiria gi resolviera en forma manual el problema. La vemtana intenior que
s¢ llama al micko “watitfed”™ (3510 tiulo} esth lista para aceptar datos LINGO también poses
comanidos u drdenes hisicas de adicidn para corar, copiar y pegar texto, Esta herramienta, v
oiras carscteristicas se encuentran en los comandos de Findow tratados en ¢l apéndice C,

Los elemenios requeridos de LINGO son similares a los de LINDO, LINGC requicre
también un objetivo, una o mas varables v una o mds restnicciones, Pero al contrario que
LIMDO, las restriceiones do LTMGO s estin precedidos por ningdn térming especial tal
como SUBJECT TO (sujeto a) o SUCH THAT (tal como).

La gintaxis de LINGO es gsimilar a la de LINDOY, con las diferemcins siguicmntes:

® Las instrucciones de LIMGOY terminan con ; {punio v coma.

B LINGD incluve operadores matemdticos adicionales, como se explica en el apéndi-
oo C, 5 requiere un astensco para denotar multiphicaciones.

B A veces s¢ ncluyen paréntesis para definir ¢l orden de las operaciones matermadticas
&1 a4l bo desea usted,

m Loz nombres de las vanables pueden tener hasta 32 caracteres,
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Comandos de los menus y funciones de LINGO

Comandos de los menis

Se puede tener scceso a los comandos u Grdenes de LINGO desde un memi conveniente
gimilar a los de los otros programas de Windows, El mend principal comprende cineo sub-
menis acomodados en la parte superior de la pantalla, en los que se listan los diversos
comandos. Cuando usted da un clic en uno de los submends (File, Edit, LINGO, Window o
Help) aparece un mend con los distintos comandos, Usted puede seleccionar los comandos
de la misma manera que lo hace en la mayoria de los programas de Windows: haceendo clic
en el comande con el ratdn o escribiendo la letra que estd subrayvada en el nombre del coman-
do cuando el submend apropiado estd remarcado. Muchos comandos también ticnen asigna-
da una combinacidn de teclas que funcionan come orden corta [ F2, Crdl+Z, etc.). Otra
ventagn mis es que también se puede tener acceso a alpmos de kos comandos miks usados me-
diante un icomo localizado en una barra de herramientas en la parte superior de la pantalla.

Menu File

Los comandos del mend File (archivo) le permiten manejar sus archivos de daios en LTN-
GO de distintas maneras, Usted puede usar este meni para abrir, cerrar, guardar ¢ imprirmir
archivos, agi como para gjecotar varias tareas Gnicas con LINGO. Enseguida se describen
los comandos de File.

DESCRIPCION

Crea una fueva ventina para ingresar datos,

Abre un archivo existente, Mediante los cuadros de dialogo usted puede seleccionar de
entre varios tipos de archivos v ubicaciones,

Guarda la ventana activa, Usted puede guardar los datos de entrada (un modelo), una re-
powrs window (ventana de imformes) o una ventana de comandos.

Cruarda la ventana activa con un nombee de archive especifico. Es otil para volver a asig-
nar un nombre a un archivo revisado y conservar intacto el archivo orgimal.

Cierra la ventana activi, 5 la ventana confiens nuevos datos, entonces se le preguntani a
usted si desea guardar los cambios,

Envia la ventana activa & su impresora.

Selecciona la impresora ¥ varias opciones para el formato de impresion,

Envia toda la actividad posterior de la pantalla, que normalmente se enviaria a la ventana
Reports, a un archivo de texto. Si usted especifica una ubicaciin log file, aparece una
marca ¢n ¢l mend File en la linea de Log Owtpur. Para imactivar Log Cufput, seleccione
simplemente ¢ comando de nuevo.

“Toma™ un baich file de LINGO con comandos v texto del modelo para operacion
automatizada, Se puede poner un modelo en la memoria, resolverlo, v 1a solucidn es co-
locada en la ventana Reports v guardada en un archivo. 51 usted usa ¢l comando B4TCH
antes del inicio del texto del modelo, el modelo v bos comandos contenidos en el archivo,
psl como la solucidn, s¢ verdn en la ventana Beports,

Alre un archivo que contiene un modelo de LINDO en el formato TAKE de LINDCY,

v traduce el modelos en un formate que LINGO acepta,

Cicrra LINGO.
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COMANDD

COMAMDO

- o B

Salution_. (e

Range  Cui=i

Lsak... [l
Gemerade.. (Cirh+d

Expit 1o Spreadsheat

Mena Edif

Los comandos del mend Edit permiten a usted epecutar tareas bdsicas de edicion, comunes
a la mayoria de aplicaciones para Windows, asi como efeciuar varias tfareas que son exclu-
sivas para LINGO. A continuackon se descnben los comandos Edat

DESCRIPCION

Deshace la Gltima accion.
Corta el texto seleccionsdo v lo coloca en el portapapeles para pegarto
Copia el texto seleccionado en el portapapeles para pegarlo.

Inseria o pega ¢l contenido del porfapapeles en ¢l punto de insercién,

Borma el texto seleccionado, pero noe lo coloca en ¢l portapapeles.

Busca la ventana activa para encontrar ¢ texto seleccionado v reemplazarlo con el texto
introducido en el cuadro “Replace with™,

Usted puede mover el cursor a cualguier linea especificada de la veniana activa,

Encuentra ¢l paréntesis cerrado que corresponde al paréntesis abierto seleccionado.

Pega lns funciones incorporactas en LINGO en el pumto de insercion actual. Despuds de se-
leccionar esie comando aparece otro submenu con ks distintas categporias de las funciones
Selecciona toda la ventana activa par cortarla o copiaria,

Selecciona una nueva fuente para el texio en la ventana activa,

Meni LINGD
Los comandos del menn LINGO se usan despuds de que usted yva introdujo datos v estan
listos para obtener una solecion. Siguen las descripciones de los comandos de LINGO:

DESCRIPCION
Emwviz el modele que se encuentra en la ventana activa al Solver de LINGO.

Ahre ¢ cundeo de Lll;'lll.gu Soletinnm .‘l'n:'pr.lrr -l'.:lprr'.-.l.rr.'r 1ﬁ|'x.:i.||n|,'1\ pars maosirar la solucion),
el cual permite a usted especificar comdo quiere que aparezca su solucwon,

Despliega un informe de intervalos, el cual le muestra dentro de qué valores usted puede
cambiar coeficientes sin modificar los valores Gplimos.

Despliega todo el modelo o las lineas seleccionadas.

Crea otra versidn del modelo actual en formato algebraico, de LINDO o MPS. Se puede
usar para numerar renglones ¥ desplegar el modelo en un formato mas facil de keer, EN
comands GEN proporciona una capacidad similar desde la ventana de comandos

Exporta valores de vanables seleccionadas a intervalos nombrados en una hoja de caleulo.
Prirero se tiene que crear una hoja de cilculo con intervalos dimensionados para que e
puedan acomodar en ellos los valores exporiados. Los intervalos Semen que contener name-
ris. Al seleccionar este comanido s¢ abrird un cuadre de didlogo que pide la plantilla v ks
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E3

hodas de trabajo (nembees del archivo de la hoja de Gileubo), varables por exportar v el in-
tervalo para ¢l cual se exportarin los valores. Las vanables v el indervalo se introducen por
pasres v s afinden a la lista de pares de variahle ¢ intervabe dando un clic en el botin de
agregar

Le perminte ver ¥ mosdificar vanos porametros. usados en las sesiones de LINGO.
Asigna memoria @ LINGO, 51 nsied elige “None”, (Mimguna), LIMGE wsard toda la
memons dispondble,

Brann Window

Los comandos del ment Firdow le permaten ajostar cualguicr comando abieno v venia-
mas de estwdo, asi como onganizar el despliegue de vanas ventanas. Enseguida se propor-
cionan las descripoiones de los comandos de Wiadew,

DESCRIPCION

Permite el acceso a la interfaz de la Hnea de comandos de LINGO, donde usted puede
intraducir comandos en el indicador ; (dos puntos).

Abre Ly ventane de estpdo del Sobver pary LENGO, la cual oesira informscidn respecio
al estado del opéimizador, tl como nbmero de teracionss v tiempo transcorrido. Esta
ventana aparece también cuande selecciona Solve en el mend de LINGO:

Envia la ventana del frente hasta atris

Crerra tocdas las ventanns activas.

Acornoda todas las vemanas en forma de cascada desde [a parie superiorn izgquienda o 1a
mfierior derecha; la ventana actva queda en la parie de encima.

Acomeda todas [as venlanas abiertas de tal manera que ocupen ¢l espacio equivalente
dentro de la ventana del programa,

Drespluz los icomds gque répresenian ventanas mimmizdas de tal manera que se acomo-
dan en la parte inferior de la pantalla,

En la parte inferior del mend Window se desplicga una lista de las venianas abiertas, Fe-
salta la ventana activa.

Meni Hek

Lo comandos del mend Help permiten tener acceso a la ayoda en linea de LINGO, Se des-
criben a contimeacidon los comandos de Help.

DESCRIPCION

Muestra el contenido de la seccidn de ayuda. El segundo icono (el de 1a fecha v el sagno de
inferrogacion) posibilifa la ayuda sensible al contexio; &l indicador del cursor cambia a un
signo de interrogacidn v la ayeda se le proporciona especificamente segln ¢l comanclo
seleccionadi.

Busca la seccidn de ayeda para una palabra o un fema,

Proporciona ayuda para aprender a usar ¢l sistema de avoda en Jinea,

Muestra la pantalla inicial de arranque con mformasion general scerca de LINGO.
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Funciones

LIMNGO tiene siete funciones principales: operadores estindar, imporacidn de archivos, fi-
nanzas, matematicas, ileraciones en conjuntos, dominio de vanable v probabilidad, v una
variedad de ofras funciones, La mayoria de estas funciones estd disponible por medio de
los comandos del mend. El soffware de LINGO incluye una descripeidn detallada de sus
funciones en pantallas de ayuda en linea; por lo tanto, sdlo se proporcions agqul una des-
cripcion breve de las funciones de LTNGO.

Dperadores estindar

Entre estos operadores se encucntran los antméticos {es decir., *, ®, [, +, v — |, operado-
res Mgicos (HEQH, SNES, 8GTH, BGEN, BLTH, v FL3H) paras determinar [a calidad del con-
junto y operadores de igualdad-desigualdad (<, =, =, <=y == para especificar si ¢l
primer miembro de una expresion debe ser menor que, igual a, o mayor que el segundo
miembro, Estos operadores constituyen algunas de las funciones més basicas disponibles
en LINGO, Obsérvese que los simboles “mavor que™ v el “menor qua”™ (> v <) se inler-
pretan como desigualdades “suelias™ [es decir, mayor que o igual a (=) v menor que o
igual a (=), respectivamente]. Usted escriba simplemente estos operadones en ¢l teclado,
en lugar de “jalarlos™ desde un comando de Window.

Fanclones de imperiacién de archives

Estas funciones le permiten importar fexto v datos de fuentes externas. La funckon @FILE
le permite imponar iexto o datos desde un archivo en ASCIL, ¥ la funcion @IMPORT le
permite mmportar datos solo de una hoja de calealo.

Fumciones de finanzas

Entre esfas funciones estan @ FPA{LN), la cual da el valor presente de una anualidad, y la
funciin @FPL(LN), la cual regresa el valor presente de un valor global de & periodos de
51 a partir de abora 5 [a tasa de interés es [ por periode., /0o es un porcentaje, sino un md-
MET0 Mo NEgatii que representa la tasa de interés.

Funciones matematicas

Comprenden kas funciones generales v mponométricas siguientes: @ABSIX), @O0S{X),
@EXP{X), @LGM{X), @LOGIX), @SIGN(X), @SIN (X), @SMAX{list), @SMIN(list),
W TANIX). Se pueden utilizar combinaciones de Las tres funciones trigonométricas bisicas
(5N, coseno v iangenic) para obener ofras funciones rgonoméricas,

Fumclones de iteraciones en conjuntos

Comprenden @FOR (set_name : constraing_expressions), MAX (sei_name | cxpres-
sion}, MM (set_name | expression) v @SUM (set_name | expression). Estas funciones
operan sobre un conjunto completo, ¥ producen un solo resultado en todos los casos, ex-
ceplo con la funcidn EEFOR, la cual genera restricciones independientemente de cada ele-
mento del conjunto.

Funciones del dominio de la variahle

Estas funciones fijan restnicciones adicionales sobre vanables v atnbutos. Comprenden Las
siguientes: @BNIDIL, X, U}, @BIN(X), @FREE(X) v @mGINCX]).

Funcienes de prebabllidad

LINGOD posec capacidades estadisticas comunes con sus funciones de probabilidad:
@PSN(X), @PSLIX), @PPS{A.X), @PPL(AX), @PBN(PNX), @PHG(POPG.N,X),
@PEL{A.X), @PEB(AX), @PFS{AX,C), @PFDIN.DX), @PCX(NX), @PTINN.X) ¥
@RAND{X).
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(raz funciones

Dieras funciones que posee LINGO son (@ IMisel_name, sel_element), @S1ZE(sel_name),
WA text comdition ), W ERARLN) v (mUSER. Estas funciones ofrecen una varie-
dad de copacidades ademds de las de las categorias ya mencionadas,
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Andlisis de sensibilidad: un
enfoque aplicado

£n esle capdulo s8 explica como las modilicaciones de los pardmetros del PL sflyen en fa

solucion dotima. Esto recibe al nombee de analisis de sensibbded. También se explica como
usar los resultacdos de LINDD para responder preguntas acerca de cuestones admirsstrat
i tal como “0ud e la mavor cantedad que estarma dispuesta a par Jar una COmpaiia por una

hoea exlra de trabepn " Se empleza por axpbear an forma grifica o andlisis de sensddidacd

5.1

Introduccion gréfica al andlisis de sensibilidad

Fl analiels de sensibilidiid 20 relacrong con la manera e gue o cambiog en los pard
o ; ;
metros del PL afectan ba-solucion ptima

Heomnsiere ¢ problema de Laapetio de Lo secoon 3.1

ks L&
5 1l P (LN} { Restriecion del scabado)
[ wil {Restnccion de L carpantersa )
1 E L1 {Restriceion de la demandal
1 i

donide

canfidad de soidadeos produckdos por semmans

| cantidad de trenes fabricados por semani
w - '] k) -
Ly solucion optima para este problema es 180 | Gl | pumto & en la -
Eura 1), v LEefie X, T, Y { i vikmahle de haliram gara la restniccon de o demanadal co-

mio vanahles basicas. jCUnal seria ¢l cambio gue prowvocarian las modificaciones en los
coscficientes de la funcidn objetivo del problema, o en los segundos miembros en e5ta so

wCcs ol

Analisis grafico del efecto de un cambio
en un coeficlente de la funcién objetive

w1 In comimbucion de un =sldade a la onlidad fuem un incremenio suficienie, eMonees
parereria razonatle gque §o aptimo pirn Laeapethe senn |'-|-'-|,I.:-:' £ s soldadios { e discr. 5
' simitlar. = con la contmbocion de on soldado a la -

1 suhicegnie, enlondes bo oplimo pask Coapeiio ser pri-

e volveria no bisica), De mar

lidaa] daen disminuvera de maine
fcir solo trenes {1y serii ahora ne basicah. Ensegusdn se muestrn como determimar los
vabores de la coniribucion por parte de los soldados a lo wiilidad para los cuales la base
ctal dptima seguird siendo Sptima

Sea o lo contnbuceon a la whlidsd por parie de cado soldedo. ; Pem que valores de

la base notial sigue siendo dprima’




FiIGurRa 1
Andlisiz del rango de
los valores para Ins
cuales ¢’ sigue siemdo
dgtima en el problema
e Glapetin

Resiriccivin del scabmdo;
pendienis = —2

Resmiociin de lademasda

Bl =
",I Rty de mnopasascis z = 120
o Perdienie = — 2
% x
%
40 = Rizimicciin de la Gapimicria
Pendienie = = 1
.
%
"
5
M = 5

ol

En la actualidad, c; = 3, v cada recta de 1soganancias tiene la forma 3x, + 2x; = cons-
tanie, &5 decir,

Ay L Constate
2 2

v ciwdla recta de isoganancias tene una pendiente de —%. Al examinar la figura 1, se ve que
si un cambio en ¢, ocasiona que las rectas de isoganancias se aplanen més que la restric-
cidm de la carpinteria, entonces la solucion dptima cambiard desde la solucion optima ac-
tual (punto &) hasta una nueva solucion optima (punto 4). 5i la utilidad por cada soldado
s .0y, ln pendiente de cada recta de isoganancins serd —%.Ccmu la pendiente de la restric-
cidn de la carpinteria es — |, las rectas de isoganancias serdn mis planas gue la restriccion
de la carpinteria s1 —5' > —1, es decir, o, < 2, v la hase actual ya no serd dptima. La so-
lucidn dptima mueva serd (0, 800, el punto 4 de la figura 1.

Si las rectas de isoganancias tienen mavor pendiente que la restriceion del acabado, en-
tonces la solucion dptima pasard del punto B al punto C. La pendiente de la restriceion del
acabado es —2. i —5 < —2,0¢) > 4, entonces la base actual ya no serd Gptima y el pun-
fo O (40, 20) serd el optime. En résumen, va s¢ mostrd que {51 todos los otros parimetros
permanecen sin cambio) la base actual sigue sicndo dptima para 2 = ¢ = 4, v Giapetio
deberia manufacturar 20 soldados v 60 trenes. Maturalmente, incluso 51 2 = ¢, = 4, la uti-
lidad de Giapetto cambiard. Por cjemplo, si ¢y = 4, entonces la otilidad de Giapetto serd
200 + 2{60) = 200 ddlares en lugar 180 ddolares,

Andlisis grifico del efecto de un cambio en el lado derecho
de la solucién 6ptima del PL

También s¢ puede usar ¢l andlisis grafico pars determinar s1 un cambio en ¢l lado derecho
de una restriccion hard gue la base actual ya no sea optima. Sea by el mimere de horas de
acabado disponibles, Actualmente, by = 10, ;Para qué valores de by la base actual sigue
siendo dptima? Al inspeccionar la figura 2 s¢ ve que un cambio en by desplaza la restric-
cion del acabado en forma paralela a su posicion actual. La solucidn oplima actual (purnto
B de la figura 2) & donde las restniceiones de la carpinteria v el acabado son activos, 54 se
modifica el valor de by, siempre gue el punto donde las restricciones del acabade vla care
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Festricion del acatado &, = L0

Kearioen dol soabedo &, = [0

Rissta et nspanancias 3§ = 12

Hismmncodn die In demands

il
le Resinccidn del acahads by = B
L] "'|
.1 .
0 II. l'.., Eestiiceitn de i canpinéena
FIGURA 2 S
Ramgo de valores Nk
de las homas de | e
acabado para los cuales Tk
la base actusl sigue -
slende Gptima en ol 4 _ e
preblema de Giapetin 1} a0 o 0 I

plieria son aetivas sige slende factible, la solwetan dptima serd donde lay restrlcetones ol
acahade v la carpinteria se cortan, En la figura 2 se observa que si by > [0, entonces ¢l
punto donde las restricciones del acabado v la carpinteria son activas quedard en |a parie de
la restriceion de la carpinieria abajo del punto . Obsérvese que en el punto O, 2{40) + 40 =
120 horas de acabado se usan, En esta regidn, £ = 40, v la restriccidn de la demanda para
los soldados no se cumple, Por o tanto, para by = 120, |a base actual yva no serd dptima. De
igusl maners, si by < B, entonces las restricciones de la carpinteria v el acabado serin og-
tvas en un panto no factible gue tiene x; < 0, ¥ la base sctual yva no seni dptima. Observe
eque en el punto A, 0 & B0 = 30 horas de acabado se utilizan, Por consiguiente (si todos los
oiros parametros no cambian), la base actual sigee siendo Gptima st 80 = & = 120,

Dhbsdrvese que aungue para 80 = & = 120, la base actual sigue siendo Gptima, cam=
biar fos valoves de las variables de decivion v el valor de la fumcidn ofjerivo. Por cjemplo,
si B0 = by = 100, entonces la solucion optima pasard del punio & a algdn otro punto del
segmento de recta A8, De manera similar, si 100 = &) = 120, entonces la solucion dpti-
ma cambiard del punto B a algin otro punio sobre la recta B0

Stempre que |a base actual siga siendo Optima, es cosa de ruting determinar como un
cambio en gl segundo miembro de una restriccidn modifica los valores de las variables de
decision, Con el fin de flustrar by idea, sea by = nimero de horas disponibles de acabado.
5i se modifica by a 100 + 4, entonces se spbe que Ta base actual sigue siendo dplima pa-
ra—2 = A = 20 Mote que como cambia by {siempre que —20 = A = 20}, la solucién
dptima para el PL es todavia el punto donde las restricciones de las horas de acabado v ho-
ras de carpinteria son activas, Por lo tanto, st by, = 100 + A, s posible encontrar los va-
lores nuevos de las variables de decisidn al resolver

2 tn=1H0+ A ¥ Xy + x: = 80

Esto genera que x; = 20 + A v x; = 60 —4. Por tanto, un aumento en lo cantidad de ho-
ras de acabado disponibles ocasiona un incremento en el nimero de soldados producidos
y uni disminucion en ln cantidad de trenes fabricados,
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Si bs (numero de horas de carpinteria disponibles) es igual a B0 + A, enfonces, 2 pue-
de demostrar (véase problema 2) que la base actual sigue siendo dptima para —20 = A =
20. 5i s¢ modifica el valor de b (conservando —20 = A = 20), entonces la solucion op-
tirna para el PL es ain ¢l punto donde las restricciones del acabado v la carpinteria som ac-
tivas. Por lo tanto, 51 by, = 8 + 4, la solucion optima para ¢l PL es la solucion de

l?.'."'.l'z:'lm ¥ I|+I:=Eﬂ+.li

Lucgo se llega a vy = 20 — Ay, = 60 + 24, lo cual muestra que un aumento en la can-
tidsd de horas de carpinteria disponible reduce el ndmero de soldados producidos & incre-
menta el de trenes fabricados.

Suponga que B, la demanda de soldados, cambia a 40 + A, Enfonces es posible de-
mastrar que (véase problema 3) la base actual sigue siendo optima para A = —20. Para &
en este intervalo, ka solucidn oplima para ¢l PL estard todavia donde las restricciones del
acabado v la carpinteria son activas. Por lo tanto, la solucion optima sera la solucion de

2y + ryo= 100 ¥ X tay= 80

Maturalmente, con esio s¢ obticne £y = 20 v x; = &0, o cual ilustra un hecho importante,
Considers una restriceion con holgura positiva (o exceso positivo) en una solucidn dptima
del PL; 51 se modifica el segundo miembro de esta restricciin en el intervalo donde 1a ba-
s¢ actual sigue siendo optima, entonces la solucikon ptima del PL no se modifica.

Precios sombra

Segin sc estudia en las secciones 5.2 y 5.3, a menudo es importante que los administrado-
res determimen qué tanto s¢ modifica el valor opimo de = del PL cuando hay un cambio en
¢l segundo miembro de una restiiccidm, Con esio en mente, ¢l precio sombra para ba -Gsi-
mi restrceion de un PL se define como la contidad en que mejora el valor aptimo de =,
—incremento en un problema de maximizacion v disminwcion en un problema de minimi-
zacion- si el lado derecho de b i-f2ima restriceion sumenta en uno. Esta definicion se apli-
ca sblbo si el cambio en el lado derecho de la restriccian i es ptima la base actual.

Para cualquier PL de dos variables, es ficil determinar ¢l precio sombra de cada res-
triccidn, Por gjemplo, va sabemos que s1 100 + A horas de acabado estan disponibles {su-
poniende que la base actual sigue siendo dptima), entonces la solucidn dptima del PL es
xp = 20 + A vy = 60 — A Entonces ¢l valor dptimo de 2 serd igual a 3y, + 2y, = 320
+ A) + 2{60 — A) = 180 + A Entonces, siempre que la base actual siga siendo dptima,
¢l incremento de una unidad en la cantidad de horas de acabado disponibles incrementa
el valor dptime de z en | dolar. Entonces, el precio sombra de la primera restriccion (ho-
ras de acabado) es | dalar,

En el caso de ko segunda restriceion (horas de carpinteria), sabemos que si 80 + & ho-
ras de carpinteria estin disponibles (v o base actual permanece Gptima), entonces |a solu-
cifin dptima para el PL es 0y = 20 — A v x3 = 60 + 24, Por lo tanto, el valor dptimo de
znuevees 3x, + 2oy = 330 — A) + 260 + 2A4) = 180 + A. Asi, un incremento de una
unidad en la cantidad de horas de acabado incrementa el valor = Gptimeo en 1 dolar (siem-
pre que la base actual siga siendo Sptima). Entonces, el precio sombra de lo segunda res-
triccion (horas de carpinteria) es 1 dolar,

Y ahora se determina ¢l precio sombra de la tereera restriccion (demanda). 5i el segun-
do miembro s 40 + A, enfonces (siempre que la base actual ziga siendo Hptima) los va-
lores dptimos de las variables de decision se conservan sin cambio. Por lo tanio, el valor
optime de 7 también se conservard sin cambio, lo cual muestra que el precio sombra de la
tercera resiriccion {demanda) es O dolares. Esto significa que cada vez gue la vanable de
holgura o ko excedente para una restriccidn es positiva en una soluciin dptima de un PL,
la restriceion tendrd un precio sombra de cero.

Suponga que la base actual es Gptima a medida que se da un incremento de & &, en ¢l
segundo miembro de b f-&sima restriccion de un PL. (& b, = 0 gquiere decir que estamos
disminuyendo ¢ segundo miembre de la -ésima restnccion. ) Entonces, por cada unidad
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gue sumente ¢l segundo micmbee de la restriccion i-ésima, ol valor dptime de = apmenta-
i un precio sombea (en el caso de un problema de maximizacion). Por tanto, ¢l fiuéve va-
lor Gptimo de 2 estd dado por:

{Muevo valor dptiro de 2) = (antigne valor Gptimo da =)

+ {precio sombra de la r-&sima restriccion) Ab, (1)
Por lo que se refiere o un problema de minimizacidn,
{Nuevo valor dptimo de 2 = (antiguo valor opiimo de =)

(precio sombra de la i-ésima restriccidn) Ak, (2
Por clempla, 51 95 horas de carpinteria estan disponibles, entonces Abs = 15, v el nuevo
valor de o estd dado por:
Nuevo valor optimo de 2 = 180 + 15(1) = 195 dolares

El estudio de 1os precios sombra contimia en las secciones 5.2 v 5.3,

Iimportancia de los analisis de sensibilidad

El analisis de sensibilidad es importante por vanas rasones, En diversas aplicaciones, los
valores de los parémetros de un PL podrian cambiar. Por gjemplo, podrian cambiar los pre-
104 A los cuales los soldedos v trenes se venden o bn dispombilidad de las horas de carpin-
terla y acabado, 50 cambis un pardmetro, entonces con el andlizis de sensibilidad ya oo es
necesario resolver ¢l problema de nuevo. Por ejemplo, si la contribucidn a b utilidad de un
soldado aumenta a 3,530 ddlares, ya no se tendrla que volver a resolver ¢l problems de Gia-
petio, porque la solucidn actual sigue stendo dplima. Naturalmente, resolver de nuevo el
problema de Giapets ya no seria muy dificil, pero resolver otra vez un PL con miles de
vanables ¥ resinicciones seria una tarca bastante pesada, Coando el analista sabe manciar
el amahiss de sensihilidad puede determinar, a partic de la solucion omginal, coma los cum-
bios en los parametros de un PL modifican 12 solacion optima.

Temgase en cuenla que podriamos no tener certeza acerca de los valores de los paramie-
tros del PL. Por gjemplo, s podria tener incertidumbre en la demanda semanal de solda-
dos. Con el método grafico, se pusde demostrar que 51 la demanda semanal de soldados es
por o menos de 20, enfonces la solucidn dplima para el problera de Giapeito es todavia
{20, &) (wease problema 3 al final de esta secewon ). Por consignuents, mcluse s1 (iapetio
tizne incertidumbre sobre la demanda de soldados, la corupafifa puede tener bastante con-
fimnes en que sigue siendo dptimo produgir 20 soldados v 60 frenes,

PROBLEMAS

Grupo A

1 Demuestre que 5 in coniribucion a la otilidad por parte de

# Encoentre el intervalio de valores para los costes de
los, tremies sth entne 150y 3 dolares, la base actual sague sei-

U armnes oo programas de cormindia pam los cuales la

o optmia. 31 la comobuaon & la wtildad por lo goe
comesponede & los trenes o5 2,50 ddlarcs, entonces [ cwdl seria
I moiva. aolucidn Sptima?

2  Demuestre que si las boras de carpinderia disponibles se
conservan entre 60 v 100, ks base actal sigoe siendo Apti-
mit. 51 Fary emtre &0y 100 horas de carpanteria daspomibles,
JGiapetio todavia produciria 20 soldados v 60 trenes?

3 Demuoesire gue =i la demanda semamal de soldados es
por lo menas de 20, entonces In bnse actual sigee siendo Gp-
tima, ¥ Giapetio wdavia deberla producir 20 soldadas y 60
Ereries,

4 Para ¢] problema de Dorian Auto (gjemplo 2 del capd-
o 3

base actual sigse siendo Gptimn

b Encuentre el intervalo de valores para los costos de
um arundio en g futhol para los cuales. In base nctual si-
gue sicndo dptima.

& [letermane ¢l mervalo de viborés pam las exposicio-
nies requenidas de MAIL para bos cuales la base achisl si-
gue siendo dplima. Encuentre b nuevo solucian dplima
st s requaeren 28 + 4 millones de exposiciones de AL

d Encoetire el inervabe d2 valores para las exposiclo-
nes reguertlas MAI para ol cund la base nctual sigue seen-
do dptima. Determine la nueva solucion dplma si s
regaienen 24+ A millomes de expasdeiones MAL
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8 Encwentre el precio sombra de cada restriccida, TaBLa 1

1 5ise requicren 26 millones de exposiciones MAL en- Ao 1 Rt 2
cuentre el nueve valor dptimo de =, = —
B Radioco fabrica dos tipos de mdios. El dnico recurso es- | dalares) ARCREATIO [doarns) TR
cilso QUi 65 Tecesans para producir os radios es la mano de . ,
obra, En Ia acrualidad, la compadiia ticne dos tabajadores, - Trabajador 1 22 Trabajador 1:
El trabajsdor | eath dispuesto 4 laborar hasta 40 hosas por ) =
semana ¥ recibe como pago 5 dolares por hor. El trabaja- Trabajador 2: Trabajador 2:
dor 2 trabajard hasta 50 h por semana a 6 dolares la hora. El I haras 2 horus
precio asi comso los recursos requeridos para elaborar cada Costo de materin Costo de materia
tipo de mdio, s proporcionan en ls tobla 1, prima 5 dilanes prima 4 dilanes
Siox; es el miemero de radios po § que se producen cada
semann, entomces Radioco debe resolver €] PL siguiente:
mix = = iF| T .ll::
P ¥, + 2y = 40 € 5iel tmbajador | esti dispuesto o trabajar sodo 30 ho-
e, + = S0 fas poF semand, enbonces [ la base actual seguiria siendo
Xy, Xz 2= 0 dptima? Encuentre la noevn solucikin dptima para ¢l PL.,
@ Pars qué valores del precio de un radio tipo | seguwi- d  5iel rabagador 2 estuviera dispuesio a trabajar hasla
rin siendlo Gptima la hase actual? Bl homs por semana, [ seguiria siencdo Gptima |a base ac-
b ;Para qué valores del precio de un radio tipo 2 segui- taal? Encuentre |a nueva solucitn dptima pars el PL.
ria sendo optima ka base actusl? 8 Encuentre el precie saombra de cada restmccaon.

5.2 La computadora y el andlisis de sensibilidad

51 un PL tiene méds de dos vanables de decision, no es posible determinar en forma grifi-
ca el intervalo de valores para un segundo miembro (o coeficients de la funcidn objetiva)
para ¢l cual la base actual sigue siendo Optima. Estos intervalos se pueden calcular median-
1 cilculos a mano (véase seocion 6.3), pero es tedioso, por o que se determinan regular-
mente mediante paquetes para compuiadora. En esta seccion s¢ estudia la interpretacion
de la informacitn del andlisis de sensibilidad en los resultados que proporciona LINDO.
Para obtener un informe de sensibilidad en LINDO, seleccione Yes cuando se ke pregun-
1 {después de resolver un PL) i desea un Range analysis (andlisis de inlervalos). Si quiere
un informe de sensibilidad en LINGO, vaya a Options v seleccione Range (después de resol-
ver un PL). 5i esto no funciona, entonces vaya a Options v seleccione la pestafia Gemeral
Solver, Luego vava a Dual Computations v seleccione la opeion Ranges and Falues.

Froducto Winco 1

Winco vende cuatro tipos de productos. Los recursos necesarios para producir una unsdad
de cada uno ¥ los precios de venta se presentan en ka tabla 2, En la actualidad se dispone de
4 600 unidades de matenia prima ¥y 5 (00 horas de mano de obra. Para cumplir con la
demanda de los clientes, se tienen que producir exactamente un tofal de 950 unidades, Los
clientes demandan también que por lo menos se elaboren 400 unidades del producto 4, De-
termine un PL con el que s¢ maximicen los ingresos por las ventas de Winco,
Boluckbn  Sea x, = nomero de unidades del producto | fabricados por Winco
max = = dx; + fGxy + Txy + 8y
5.8 n+ xp+ xy+ xg =950
Xy = "1"["}
1I'| =+ 1\'3"‘".1']_"‘ ?.T;S'q'm]
3.I:| +d.l::+§.l'!_+ ﬁ.:,,,Eﬁﬂl]-l'l

Xy X2, X5y Xi E’ﬂ
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TABLA 2

Coahics § necarses aecisaiies para Wisco

Recersms Producls | Producis 3 Prodecis 3 Prechects 4
Matena prima 2 3 4 T
Horas de mano de obra 3 4 3 6
Precwr de ventn (délares) 4 i 1} |

El resultado que proporciona LIMI se ilustra en la figura 3.

Cuando se trate la interpretacion de los resultados que da LINDO para los problemas
de minimizacion, nos referiremos al gjemplo siguiente:

Tucker Inc

Esta compafila debe fabricar | 000 automdviles Tucker, La empresa tiene cuniro plantas de
produccion. El costo de produccion de un Tucker en cada planta, junto con la materia pri-
ma, la mano de obra necesania s proporciona en la abla 3.

WA 4 X1 8 NI + 7 HI + B X
SURJECT TD
I3 1 « AF &« X3 4 M4 = 9E0
¥} ] = &00
45 2 Kl + 1 XiI + 4 Kl + T E4& = d60GC
51 i M &« 4 X3 &+ 5 X3 4 & Kb um shoe
EHL:
LF OFTINUM FOUND AT STEF i
DRIECTIVE FUNCTION VALUR
1} &650. 30000
YRR TARLE WALLTE REDICED CCST
X1 baenoe 1, Ofdbh
X2 400 bocage 20000
xi 180 . 000000 00000
Ed 400.D0SD0nC 00300
BOW SLACKE DE BLURFLUS DAL PRICES
21 0000 3. @00300
il 0000 -3, 000000
41 O0g0n 1. ¢00a00
51 250 . 00400 . G0a&0a
Wo. TTERATIONS= L]
RANGES IN MHICH THE 515 15 UIRCHARGED |
OB COEFFICIENT RANCES
VARTABLE CURRENT AL LCWABLE Al LPAAELE
DOEF IKCRERGE BECHEASE
1 & . G0G000 L. 020non IFFIRITY
i K. OOo000 AEGEET LOGH00
X3 7003003 E. 00360 L0006
4 B.005000 1, ad0gdn ITHFINITY
RIGHTHRKT 5ITE RANGES
ROM CORRENT ALLOWAELE ALLTHABLE
FIGURA 3 RiE IMCHERSE DEFHEASE
Aesuftados que 2 @50, 000000 S0, DRS00 100, 0oonga
i 3 400. D000 17. 00000 135 . 00000
PripeTEa. u“l & 4800 DOEDhOd 2580 . 500a0a 150 . DGDadb
jpara Winco &% 5000.000000 THFIRITY 350, DSD0G0
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TaBLA 3
Costes y requerimiemias parg prodecir on Tocker

Cuatis
Manla [en miles de dofares) Mamp de ghm  Materia grima
I3
10
9
T

R
A e leb B
t= T

El sindicato de los trabajadores de la compafiia automotriz requicre s¢ fabriquen por lo
menos 400 auomdviles en la planta 3; se dispone de 3 300 horas de mano de obra v 4 000
unidades de materia prima para ser asignadas a las cuatro plantas. Plantee un PL caya so-
luscion permita a Tucker Inc., minimizar € costo de produccion de 1 000 automoviles,

Saluchén  Sea r, la cantidad de automdviles producidos en la planta /. Entonces, al expresar la fun-
cion objetivo en miles de ddlares, el PL apropiado es
minz = 15x; 4 1y + 9y + Ty
54 n+ x+ x;+ xy= 1000
X3 = 400
2oy + 3xy + dxy + Sxy = 3300
3y + 4wy + Say + Gy = 4000
Xy, X3, X1, Xy = 0

Los resultados que se¢ obtienen con LINDO para este PL se muestran en la figura 4.

Intervalos para los coeficientes de la funcién objetivo

Ya se vio en la seccion 5.1 que (por o menos en un problema de dos vanables) es posible
determinar ¢l intervalo de los valores para los coeficientes de una funcidn objetivo para los
cuales la base actual se conserva optima. Para cada coeficiente de la funcién objetivo, este
intervalo se especifica en la parte que se denomina OBJECTIVE COEFFICTENT RANGES
(Intervalos de los coeficientes objetivo) en los resultados que proporciona LINDO, La sec-
cidn ALLOWARLE INCREASE (Al) (Incremento permisiblie) sefiala la cantidad que puede
pumentar ¢l coeficiente de una funcidn objetive sin que b base actual deje de ser dptima,
D¢ igual manera, la seccion ALLOWABLE DECREASE (ADY) (Decremento permisible) se-
fiala la cantidad que puede disminuir un coeficiente de la funcidn objetivo sin que la base
actual deje de ser dptima. Para thustrar estas ideas, sea o, el cocficiente de la funcion objeti-
vo para x; en el ejemplo 1. 5i ¢y cambia, entonces la base actual sigue siendo dpiima si

—m=d-w=o=4+1=5
51 ¢ cambia, entonces la base actual sigue siendo dptima i
325 =6=05 =g =6+ 0666667 = G.6666GT

Denominaremos al intervalo de las vanables de ¢, para el cual la base actual sigue siendo
dptima como ¢l intervale permisible para o, Como se establecio en la seccidn 5.1, 8 o
permanece en su intervalo permisible, entonces los valores de las variables de decisidn se

conservan sin cambio, aungue el valor 2 dptimo pudiera cambiar, Mediante los gjemplos
siguicntes s ilustran cstas ideas,
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FIGURA 4
Resuftados que se
nbtienen con LINDD

para Tucker

EJEMPLD 3

HIN 15 NI + 10 X3 # 9 X3 + 7 ;i
EURTRCT TO

2] Xl « X2 = ol | + N4 C 1200
3 LE 1 400
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3 200, SO0GH0 nnanno
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4 300. 000005 0GDDED
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VAR LAELE CUIREERT ALLIFAARLE Al LONAERILE
COEF INCEEASE DECRERSE
Al LS LSO INFIEITY 1. aagon
K2 10,500000 2. nocaoe INFINITY
L] 2. QD000 INFINITY 4. 020000
&4 L= b diLesali ] LMFLNLITY ¥ oRisay
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Interpretacidn del andbiais de sensibilldsd
de los cooficientes de la funcion objetivo

a  Supongs gue Winco spumenta 50 centavos por unidad ¢l precio del producto 2, ;Cudl
3 la nueva solucidn dptima del PLT

b Suponga que se incrementa 60 centavos por unidad el precio de venta del producto 1.
[Cwal 25 la nueva solucion optima del PLY

e Suponga que gl precio de venta del produwcto 3 disminuye 60 centavos, [ Cuodl es la mse-
vin soluckon dptirma del PLT

8 Como el Al para £; es DL66GH6T, v ¢ 56l se incrementa 0.3 de dblar, la base actual si-
e siendo dptima. Los valores dptimaes de lus vanables de decision se conservan sin cam-
bio {x; = 0, 13 = 400, xy = 150 y x, = 400 es atn dptima). El nuevo valor dptimo de =
= posiria cabeular de dos maneras. Primeno, se podria sustibor simplemente los valores op-
timos de las variables de decizidn en la noeva funcidn objetivo, lo que daria

Muevo valor dptima de z = 40) + 6.5(400% + T(150) + B400) = & B30 dilares

Chra manera de saber que el nuevo valor dptimo de 2 ¢s 6 850 dolares cs observar la dife-
rencia inica en los mgresos por las ventas: cada unidad del produecto 2 agrega 50 contavos
mids en los ingresos, Por fo tanto, ¢l ingreso total se incrementa $00(0,50) = 200, por lo que

Muevo calor de z = vabor omginal de z + 200 = 6850 dolares
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b ELAl paracp es 1, por lo que la base actual todavia e dptimea, v los valores dptimos de
las variables de decision permanecen sin cambio, Puesto que ¢l valor de x; en la sobacion
optima es O, ¢l camibio en los precios de venta para el producto | no cambiand ¢l valor dp-
ump de z, —éste permanecesd en & 630 ddlares

g Para oy, AD = 050, por lo gue ks base actoal va no es apiima. 51 no se resuclhve el pro-
blerma a mano o én la computadora, no es posible determinar ln pueva solucion dpltima.

Costos reducidos y anidlisis de sensibilidad

La parie de REDUCED COST (Costos reducidos) de los resultados que proporciona L1M-
D wvos brinda informacidn acerca de como cambia la solucidn dptima del PL coando se
masdifica el coeficientz de La funcidn objetive en el caso de una variable no hdsica, Para sim-
plificar ¢l problema, supongamos que la sfb dptima actual es no degenerada (es decir, si el
PL tene m restricciones, entonces la solucidn sciual dptima tiene s vaniables que asumen
vabores posrtivos ). Para cualgquer vanable no hasica xg, ¢l costo reducido es lo que debe me-
jorar el coeficiente de xy de la funcidn objetivo antes que ¢l PL tenga una sobicion Gprima
on ln que ¥ scu una vanable basica, 51 2] coeticrenie de la funcion objedive de una vanablé
no bisica xy mepora en la cantidad equivalente a su costo reducido, entonces el PL tendra
soluciones dptimas aliernas, por ko menos una en la cual x, es wa variable bisica, ¥ por lo
micaes una en ka cual xg no es una vanahle basica, 51 la meporia del cochoiente de B fun-
cidn objetrvg de una variable no bdsica o, es wn valor mavor gue el de su costo reducido, en-
tonces (excepiuando la degeneracion) cualgquier solucidn dptima para el PL tendri a 1 co-
mo una variable basica v x, > O, Para dlustrar estas ideas obsérvese que, en el gjemplo 1,
lns vanables hasacas asociadias con o selucion Optama 500 13, X3, Ty ¥ 54 (1 hodgura para la
restriccion de la mano de obral, El costo reducide de la variable no bisica x; es un | ddlar
Esto imiplica que s1 sumenty cxactamente | dolar ¢l coeticiente de vy de la fonceon ohjetive
{en este caso, el precio de ventas pos unidad de x), entonces habel soluciones oplimas al-
fcrnas, por lo menos en una de las cuales x; sera vanmabde basica. 51 ¢ cochoents de x) de ka
funcidn abjetivo auments en mdbs de wny dodar, enbonees (eommno La sfb dptima acteal e no de-
generada) cualouier soluckon aptima para el PL tendrd como variable hisica a v, {con x, =
), Por lo tando, ¢l costo peducide pars 5 28 la cantidad que e sobry o le filia o %, para es-
tar en la base optima. Debemos puardar una estrecha vigilancia sobre Ios precios de venta
de xy porgae en leve incremento modificansd Ta soluciin dprima del PL.

Considércse ahora ¢l gemplo 2, un problema de minimizacion. En este caso, las vana-
bles hasicas asociadas con la sehicion Gptima son x, ty, X ¥ 5 (8 variable de holgurs pa-
ra la restricoion de la mano de obra). Una vez mas, la sfb es no degenersda. La vanable no
hitsica x; tene un costo reducido de 7 (7 ) ddlares), por cso sabemos que si ¢l costo de
prosfisccion ©y disminuye en 7, entonces habod soluciones opiimas alternas, Por o menos
en una di estas soluciones Optimas x, &5 una vanable basca. 51 el costo de produccion xy
disminuyve en mis de 7, entonees (por ser la solucidon actual dptima no degenerada) cual-
quier solucitn sptima del PL fendrd como varable basica o g (eon x; = 0)

Intervalos para los lados derechos

Coamo = esiablecid en la seccibn 5.1, ex Flth‘ihlll,.’ detenminar |:|"u,1|‘ ley msemos en '|'|r|.'|l‘:ﬂ|,t|'|l.ﬁ:i
de dos vanables) el imervalo de walores para un segundo miembro dentro del cual [a base
sctual sigue siendo Sptima, Esta informacion se encuentra ¢n 1 seccidn RIGHTHAND 55
DE RANGEY de los resuitados que proporciona LIRDECE Pom tustrar e antenon, conside-
rese la primera restriceion del cjemplo 1. En la actualidad, €] lado derecho de la restriccidn
(lamesele &) es 950, La base actwal continda siendo aptima s b disminuye hasta en 100
(el decremento permisible, o AD; para &) o aumenta hasta en 50 (¢] incremento permisi-
ble, o Ad, para &) Por Jotanto, Ta base sigoe siendo Gptima si
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B0 = 930 — 1) = &, = 950 + 50 = 1 00O

A esia expresion se le llama intervalo permisible para by, Aun cuando un cambio en el lado
derecho de una restriceion deja dptima la base actual, los resultados que proporciona LIN-
D) no ofrecen informacion suficiente para determinar los nuevos valores de las vanables

de decision. No obstanie, los resultados de LINDO nos permiten determunar el muevo va-
lor de = optimo para el PL.

Precios sombra y precios dual

El precio sombra de la -&sima restriccidn de un PL se definid en la seccidn 5.1 la canti-
dad en que mejora el valor z optimo del PL 51 el segundo miembro aumenta una unidad
{(suponiendo que este cambio deja optima la base actual). 5i, después. de un cambio en ¢l
lado derecho de una restriccson, |a base actual ya no e dptima, entonces podrian modif-
carae los precios sombra de toddas las restricciones. Este tema sc trata en la seccidn 5.4, El
precio sombra parn cada restriccion se encuentra en la seccidm DUAL PRICES (Precios
dual) de los resultados que proporciona LINDOL Si se da un incremento Ab; al segundo
miembro de la i-ésima restriccidn {una disminocidm en b; implica que A, < 0} v ¢l nuevo
valor de dicho miembro para la restriccion 1§ sigue estando dentro del intervalo admisible
para el segundo miembro dado en la seccion RIGHTAND SIDE RANGES de los resulta-
dos, entonces las formadas (1) v (2) s podrian utilizar para determinar ¢l valor optimo de
z después de modificar el segundo miembrao.

Interpretacion del andalisis de sensibilidad del (Ld)

& Enel gemplo | suponga que se debe producir un tofal de 980 unidades. Determine el
nueve vilor dptimo de =,

b En el gjemplo 1 suponga que estin dispomibdes 4 300 unidades de materia prima. JCodl
5 el nuevo valor dptimo de 27 JCudl i 3ddo e dispone de 4 400 unidades de materia prima?

e En el gjemplo 2 suponga que se dispone de 4 100 unidades de matena prima. Encuen-
tre ¢l nueve valor dptimo de z.

d En el gemplo 2 suponga que se ticnen que producir exactamente 950 automoviles.
Cuil ez el nuevo vakor optimo de 27

Bolciom @ Afy = 30, Como el incremento permisible es 50, la hase actul sigue siendo dplima y
el precio sombra de 3 ddlares es ain aphicable, Entonces, con (1) se obticne

Nuevo valor dptimo de = = 6650 + 33} = 6740 dblares

Aqui se observa que (siempre gue la base actual sipa siendo optima) cada unidad adicio-
nial de demanda incrementa los ingresos en 3 ddlares,

b Aby = =100, Como el decremenio permisible ex 150, ¢l precio sombra de | dolar si-
gue siendo vilido. Entonces con (1) se obticne

MNuevo valor dptimo de z = 6650 — 100(1) = 6550 ddlares

Por lo tanto, siempre que la base actual continde siendo optima, un decremento de una uni-
dad en la materia prima disponible disminuye el ingreso en | délar. 51 se tienen disponi-
blez s6lo 4 400 unidades de materia prima, enfonces Ak = —200. Como ¢l decremento

permizible es 150 mo es posible determinar el nuevo valor de = Gptimo.

£ Ahy = 100, El precio dual (o precio sombra) es 5 (cinco mil ). La base actual sigue sien=
do dptima, de tal manera que con {2} se obhiene
Muevo valor dptimo de z = 11600 — 100(3) = 11 100 (11 100000 ddlares)
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Por lo tanto, siempre ¥ cuando la base actual siga siendo Optima, con cada unidad adicio-
nal de materia prima hay una disminucion en los costos de 5 000 didlares,

d Ab, = —50, El decremento permisible es 100, por lo que ¢l precie sombra de -3
(30000} ¥ con (2) s¢ tiene

Nuevo valor dptimo de z = 11800 — (=500 =300 = 10100 = 10 100000 dblares

Por lo tanto, por coda unidad en que disminuva la demanda (siempre que la base actual si-
ga siemdo Gptima) decrecen los costos en 30 000 délares.

Enseguida se da una interpretacion para ¢l precio sombra por cada restriccion en los
ciemplos 1 v 2, Una vez mds, todo ¢l andlisis se basa en la suposicion de que estemos den-
tror del intervalo admisible donde ka base actual es dptima. El precio sombra de 3 délares
para la Restriccidn 1 en el gjemple | implica que cada incremento de una unidad en la de-
mada total incrementard los ingresos por las venias en 3 ddlares, El precio sombra de —2
didlares para la Restriccion 2, quiere decir que por cada incremento de una unidad en las
cantidsdes necesanias para el producio 4, el ingreso disminuirk 2 ddlares, El precio som-
bra de | ddlar para la Restriccion 3, significa que por cada unidad adicional de materia pri-
ma dada para Winco {para ningin costo) incrementa ¢l ingreso total 1 dolar. Por Gltimo, ¢l
precio sombra de 0 ddlares para la Restriccidn 4, implica que una unidad adicional de ma-
no de obra dada para Winco (a ningin costo}, no aumentard el ingreso iodal, Esto ¢ razo-
nable; en la actualidad, 250 de las 5 000 horas de mano de obra disponibles no se usan,
Lpor qué deberfames esperar mano de obra adicional para elevar los ingresos?

El precio sombra de <30 (30 mil) ddlares para la Restriceion | del gjemplo 2 significa
que cada automdvil extra que tiene que ser fabnicado disminuird bos costos en —30 (KM did-
lares (o incrermentarh los costos en 30 (000, El precio sombra de —4 dblares (4 mil) para
la Restriccion 2 quicre decir que un automovil extra que 1a compaiiia estd obligada a pro-
ducir en la planta 3, disminuird los costos =4 000 (o incrementara los costos 4 000 dola-
res). El precio sombra de (0 ddlares para la tercera restriccion, significa que una hora exira
de mano de obra en Tucker disminuird en cero ddlares los costos, Por 1o tanto, si Tucker
recibe una hora adicional de mano de obra, no cambian los costos, Lo anlenor @5 rcona-
ble: ahwora 300 horas de mano de obra dispomble estan sin usar. El precio sombra para la
Restriccidn 4 es 5 délares (5 mil), 1o cual quiere decir que si Tucker recibiera una unidad
adicional de maternia prima, entonces los costos disminuarian 5 000 dolares,

Los signos de los precios sombra

Una restriccion = tendrd siempre un precio sombra no positive; una restricciin = siem-
pre tendrd un precio sombrea no negativo, v una restriccion de igualdad siempre tendri un pre-
cio sombra positive, negative o cero, Pam ver por qué esto és verdadero, observe que al
sumar punios a la regidn factible de un PL, sb6lo puede mejorar ¢l valor ptime de = o dejar-
lo igual. Eliminar puntos de la regidn factible de un PL solo puede hacer que el valor de x
optime empeore o quede igual. Por gjemplo, veamos ¢l precio sombra de la restricciin
de materda prima (una restriccidn =) en el gemplo 1. Por qué tiene que ser no negative es-
ic precio sombra? El precio sombra de la resiniceion de la materia prima representa lo que
migjoraria €l valor optimo de = si estin disponibles 4 600 unidades (en lugar de 4 600) de mai-
teria primia. Tener disponible una unidad mis de matenia prima, afiade puntos a la region
factible (puntos para los cuales Winco usa = 4 600 pero = 4 6] unidades de materia pri-
ma), asi sabemos que el valor oplimo de = tene que aumentar o permanacer 1gual. Por lo
tanto, ¢ precio sombra de esta resinccion = Gene gue Sor No BEgative.

Consideremos, de igual manera, ¢l precio sombra de la restriceion x, = 400 del ¢jem-
plo 1, 5i se incrementa el lado derecho de esta restriceion a 401, se eliminan punios de la
region factible (puntos para los cuales Wince produce = 400, pero < 401 unidades del
producio 43, Por lo tanio, el valor dplimo de 2 tiene que disminuir o seguir igual, ko que
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significa que el precio sombra de esta restriceion tiene que ser no positive, Un razonamien-
to similar msestra que, para un problema de mmmizackon, una restniccion 2 tendra un
precio sombra no positivo, ¥ una resticeion = tendnd un precio sombra no negativo,

El precio sombra de una restriceion de igualdad puede ser positive, negative o cero. Pa-
ra ver la razin, considere las dos siguientes PL:

max = = x; + x;

Y X+ 3y =1 [P 1)
K, ¥ =0
max 2 = Xj + Iz
s.a X — %3 = —| e 2

Xj, Xz = 0

Ambas PL tienen la misma regon factible v el mismo conjunto de soluciones opiimas (la
parie del segpmento de recta x; + x; = | en el pomer cuadranie). Sin embargo, la resiric-
cion del PL 1 tiene un precio sombra de + 1, en tanto que la restriccion del PL 2 tienc un

precio sombra de — 1, Por Lo tanto, el signo del precio sombra para una restriceion de igual-
dad podria ser positivo, negativo o cero.

Andlisis de sensibilidad y variables de holgura y excedente

Es posible mostrar (véase seccion 6. 10} que para cualquier restriccion de desigualdad, el
producto de los valores de la vanable de holgura o excedente de la restriccidn v ¢l precio
sombra de la misma tienen que ser iguales a cero, Esto quiere decir que cualguier restric-
cidn cuys vanable de holgura o excedente ¢s = 0, tendrd un precio sombra de cero. Tam-
hién quiere decir que cualquier restricciin con un precio sombra no cens Nene que ser
activa (tener holgura o excedente 1gual a cero). Con el fin de ilustrar estas sdeas, considere
Ia restriccidn de la mano de obea del ejemplo 1. Esta restriceion tiene holgura positiva, por
&80 U precin sombra tiene gue ser 0. Lo anienor es razonable porgue holgura = 250 para
esta restriccion indica que no s wsan 250 horas de mano de obra disponibles en la actuali-
dad. Por lo tanto, una hora extra de mano de obra, no incrementaria los ingresos. Ahora
refiérase a b restriccidn de la matena prima del gjemplo 1. Come esta restriccidn tene un
precio sombra no cero, debe tener una holgura = 0. Esto es razonable; ¢l precio no cero sig-
nifica que mds materia prima incrementard el ingreso, Es el caso sdlo si toda ln materia pri-
ma dispomible en la actualidad sc csta wiilizando,

Para restricciones con holgura o excedente no cero, el valor de la varable de holgura,
0 excedente, se relaciona con las secciones ALLOWABLE INCREASE yv ALLOWABRLE DE-
CREASE de la parte RIGHTHAND SIDE RANGES de los resultsdos que proporciona LIN-
DO Se dan detalles de esta relacion en la tabla 4,

Para cuslguier restriceion que tieng holgura o excedente positivo, e valor 6ptimo de =
¥ bos valores de las vanables de decisiom permanecen sin cambio dentro del intervalo ad-
misible del lado derecho, Con el fin de ilustrar estas ideas, considers la restriccion de la
mano de obra del ejemplo 1. Como la holgura = 250, se observa en la tabla 4 que Al = =
Y ALY = 250, Por lo tanto, la base actual sigue siendo optima para 4 7530 = mano de obra

TABLA #

Incremanies y decrememias permisibles para log ESiCTionEs

6 lgera 0 ErElenE o CET

Tipy i U LD parw
realricsian e ld ol lLd

= ] = Valor de holgum
= = Vibor de excesg = =
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disponmible = = Dentro de este mtervalo, tanto el valor optimo de 2 como los valones de
las variables de decision siguen sin cambio,

Degeneracion y andlisis de sensibilidad

Cuando ls solucida dptitna para un FL. es degenerad, s¢ deben tomar cieres precaucio-
nes al imterpretar los resultados que proporciona LINDOL Ya se menciond en la seccion
.11 que una &b es degenerada &8 por ko menos i variable bdsica en la solucidn Gptina
e= 1gual a cero. Para un PL con m restricciones, 51 |08 resuliados de LINDO mndican que
menos de m variables son positivas, entonees la solucion Sptima es una sfb degenerada.
Cion 2l fin de aclarar las ideas, considérese ¢l PL sigubente;

max z = hx + dx, + Ixy + Dy

L] 2y *+ 3xz + xy + Ixn, = 400
B+ oxdInt+ =150
2uy + A+ Xy 4 Sk = MM
4 ox Ty = 250

Xiy X3, X, Xy 2= 1)

Lios resulisdos de LINDO para esie PL se muesiman en la figura 5. E]1 PL tiene custro
restricciones, ¥y s0lo dos variables son positivas en la solucidn, por eso ka solucion dptima
¢5 una =fb degenerada. A propdsiio, 51 sc usa ¢l comando TABLEAL mdica que toda la
base dplima es BY = {5, 1y, 13, %}

Enseguida sz estudian fres “pariiculandades™ que se podrian presentar cuando s dege-
nerada la solucidm Gptima que encuentra LIND,

Particularidad 1 En los RANGES IN WHICH THE BASIS IS UNCHANGED, por lo me-
nis una restriceion tendra un Al o AL jgoal a 0. BEsto gquiere decir gue por lo menos wna
restriceion, ¢l DUME PRICE puede indicarnos el mievo valor 2 cuando hay un incremento
o una disminwcion en el lado derecho, pero no para ambaos.

Piera entender la Partieulardad 1, refiérase a la promera resticcion. Su A0 es 00 Esbo sye-
nifica que el DUAL PRICE de la primem restriccidn de 0,50 no se puede usar pars defer-
minar wn neevo valor 7 resultante de coalguier mcremenic cn el lado derecho de la prime-
r restriceiin,

Particularidad 2 En <] caso de que uma vanable no basica se vucha positiva, el coeficiente de
Ia funcidn objetivo tendria que ser mejorado con un valor mayor que su SEDUCED COST,
Para entender la Panticularidad 2 considere la varinble no basica xy; su REDUCED
CO5T es 1.5, 50 su eocficiente de la funcion objetivo se incrementa en 2, s¢ observa toda-
via gue la nueva solucion dplima Gene x, = (. Esta particulandad se presenta pongee el in=
cremenio modifica ¢l conjunto de vanables hasicas, pero no la solocion optima del PL.

Particularidad 3 50 s¢ incrementa ¢l coeficiente de la variable de la funcidn objetivo con
més de su Al o dismimoye por mas de su AD entonces la soleeion dptima del PL podria
quedar igual.

La Particularidad 3 v la Particulanidad 2 son similares, Para entenderlo, considéress la
variable no basica x;. Su Al es 1.5, 51 aumenta 2 ¢l coeficiente de la funcidn objetiva,
la nueva solucion dptima fodavia sigue sin cambio, Esta particularidad obedece a que ¢l
incrementn madifica el conjunic de varables basicas, pero no la solwcion optima del PL.

Esta secoron termina con la advertencia de que el andlisis solo s aplica 51 un coeficien-
te de 1a funcidn objetvo o un lado derecho se modifica. Si cambia mas de un coeficiente
de la funcidn objetivo o el lado derecho, a veces o5 posible todavia utilizar los resultados de
LINDO para determinar si b base actual sigue siendo dptima. Los detalles s proporcio-
nan en la seccidn 6.4,
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FIGURA 5 5 -1k [:5:1] 417 50,200
Grupo A
1 El agriculior Leary cultiva irigo v malz en sus therras de haras de mano de obra que se compran. Pam maximizar la

45 acres. Es capaz de venider cusndo mas 140 bushels de - utilidad, Leary debe resolver el PL siguiente:;
goy 120 bushels de maiz, Cadn acre semibrado con tigo rin-

de 5 bushels, ¥ cada acre sembrado con maiz produce 4 max @ = 130A] + 200AZ — 10L
busheds. El trigo se vende en 30 dblares por bushel v &l malz 3.4 Al+ Al =4
s vende a S dolares el buthel. La cosecha de un acre con GAl + l0A2 =L =1
trigo requiers 6 horas de mano de obra, ¥ 1o de un acre L = 350
con maiz consume 10 horas. Se pusden comprar hasia 350 Al = 140
horas de mana de obra a 10 diares la hora. Sea Al = acres 4AZ = 120
plantados con trigo; A2 = acres sembeados con malz, y L = Al A L=0
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Unlice los resultados de LINIDMY de la figum 6 parn dar res-
puesta o las preguntes siguientes:
A Sisdlo se dispusvera de A acres de Berm, Joudl seria
la wiilidad de Leary?
b Si el precio del trigo cayera a 26 dolares, [ oudl seria
la pueva solucion Gptima para el problema de Leany?
& Liilice la parte SLACK de los resultados para deter-
minas €l incremento permasible y el decremento permisi-
ble para la cantidad de mgoe gue es posible vender, 5Si
silo 130 bushels de trigo se pudieran vender, emonces,
Jcamibiaria ba respuesia del problema?
2 Carco fabrica sutomdviles v camiones, Cada sutomidvil
comribuve con 300 délares a ba utilidad v cada camitn
aporta 40 dolares, Los recursos requenidos para fabricar
un automdvil v un camién se scfialan en la tabla 3. Carco
rentn bodos ks dias hasta 98 magquinas pe | 2 on costo de
50 dilares por miquing. La compsailia tieme 73 maquinas ti-
P 2oy 26 toneladas de scern disponable, Las consideracio:
nes de mercadotecnia dictan que se tienen que proghcic por lo

FIGURA B
Resullados de LIMDO para &l trigo y &l maiz

BRX 158 Al = 200 A2 L0 L
BURIECT T

i Al = AZ o= LE
L} & AL + 10 Al = L == O
L L =& 50
S 5 AL aim 4D
4] 4 AT = L0

ERT
LF OFTIMNM POIMD AT STEF 4
CRJECTIVE FURCTION VALUE
11 43%0,0NG0
VaR1ARLE VALUE HEDTUCED CG8T
Al 29 . 000004 _Ooda0d
i . OeDnan ngenne
L 350 . 00030 -Doebod
R BLACK OR SURFLOS GOKL, FRICES
kY 0000 78 000000
ik efe] d=i] 12. 500000
al W[ dililsli] 2 _53D03D0
LY, 15 . o&ba&0 . bebodo
L 3] 4. 00000 . AEDNED
B3, ITERATIONS= ]

RANGES TH WHICTH THE BASIE 15 TINCHARGED:

OBJ COEFFICIENT RABGES

WRARDABLE CimiEsT ALLOWRELE ALLOWABLE
COBT LMCREASE OECREMASE

&1 156 3000603 10.%00&00 0. 00000

&2 200, 000008 %0.&00&00 i0. o0s00d

L -10.002000 INFINITY 2. 50000
RISHTHAND SIDE RAMIES

FOW  CUREENT ALLOWASILE ELLOWANLE
RRE IHCREASE CIRCEEARR

1 45 _bashad 1 _adb0dd 6 _EEEE6T

1 .gogoae 40 odooco 12 _00&00&

4  350.00300e 4. Q00D 13.00900¢

5 L0 DOSDOE INFINITY 15. 0300oD

& 120.005008 ENFENITY &5 . dGhash

giritons 5 fadliss de seasihibdad: o endoqee aplicadn

TaBLA B

menos 88 automiviles v 26 camiones. Sea x; = cantidad de
aubomdwviles gue se producen disriamente; ;= cantidad
de camiones gque =2 producen disnamente, v m, = migquinas
tipe | que se remtan fodos los dias.

Para maximizar la utilidad, Casco debe resolver ¢l PL de
I figmra 7. Utilice los resuliados de LINDWD para responder
las preguntas siguwenbes:

2  5icadn automévil contribuye con 310 dolares & 1a ati-

Hidad, ;cwdl seria la nueva soluciin optima del problema?

FIGURA T
Resultados de LINDD para Carca

L E S 300 XL o+ 400 K2 58 Ml
SURSTELT TO
21 .8 X1l + ¥I - H1l == il
k1 Mi «m 98
& 0.6 X1 + 0.7 KI <= 73
51 d Kl + 3 XI «= ZE0
Bl X1 »= BA
el A3 wm I
EXD
LE OPTIMIN FOUNMD AT STER 4

GBEJECTIVE FUNCTION WhLOE

11 33540, 5008

VARTARLE TRLOE REDUCED [OET
X1 BB o00D0G  D0G00n
na X7 _&0G00F Wi [0
1 #8 . G00000 . pOagon

ROM SLACK OR SURPLES  DUAL FRICES

al fRlile=hl 400, G00C00

31 W-lililil 50, ¢00S00

L1 -ETRERE , 0000

5l 1. 2004003 00N

L1 mliLedi] =20, 300300

kl 1 59599y  ehadhg
KO, TTERATIORS= 1

RANGES IN MHICH THE BAESIS T8 UMCHRNGED:

CEJ COEFFICTENT RARGESR

WARIABLE CRTREENT ALLOSMELE ALLOWABLE
COEP IRCRERSE DECREASE

Lt 30, 009ng 49, 300g0n INFINITY

X2 A%0 . 000000 INFINITY 25, 000000

M1 =50 . 000500 INFINITY 350 . 0003503

RIGHTHANT SIDE RANGES

RO CURREEFT ALLOWKBLE ALLOWABLE
nHE INTHERSE OECREASE
& Bl fege] s ] -RO0EL 1. 535RR%
3 S8 . 0003 AL Tdi =k 1.59%59%
& T3 _ 008030 INFINITY -E7H9 Y
& 260009000 IMNFINITY 1.2004603
] L1 el ] = PREREE 3000008
9 26 . 00D §.555555 IHFINITY
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b Si Carco wviera gue fabricsr por lo menoes BG alo-
mirviles, jewil seria la wiilidad de Carea?
3 Considers ¢l problema de la dicta analizado en la sec-
citn 3.4, Utilice los resultados de LINDO de la figura 8 pa-
ra conlesiar las preguntas sigwentes:;
8 5i una barrn de chocolate cuesty 30 centaves de di-
lar, entonces, jcudl serla ks nseva soluckin optima del
prihlema?
b Si una botells de bebids de cola cuesta 35 centavos,
entonces, [cudl seria la aeeva solucion dptima del pro-
blema?
B Sise requirieran por lo menos 8 onzas de chocolate,
entances, Jewil serfa el costo de la dieta Gptima?
d 5§ s requiriersn por lo menoes 600 calorias, entonces,
Jeudl seria el costo de la deta Gptima™
& 5i el requisito fuera por lo memos 9 onzas de amicar,
entonces jcudl seria el costo de In dicta Sptima?
P pCudl icndria que ser ol precio de la rebanada de pas-
tel die quess con pafia antes de que resulte Sptimo comer

este pastel!
FiGuRra 8
Resultades de LINDD para el preblema de la dieta
HAX S0 BR + 20 IC + 10 O0LA + AD FO
SURTECT TO
21 40D BR & 200 DT & 150 OOLA
+ 500 PC wa 5D
1 I BRE =3 IC w= &
&l 2 BE +« 2 IC «+ 4 OOLA
« & PC ox= 10
51 d BE +d4 IC = Ok
« % T x= 0
EdD
LF OPFTIMIM FOIRD AT STHP 2
OBJECTIVE FIBCTION VALDE
1]  9¢.0000300
VARIASLE VALK REDRICED 0067
BR mTifeni e 27 500000
e 1003400 pnoong
caLa 1008008 DOSD0E
FC il Ee] L1 [0 T ]

FOW  BLACK OR BURFLIS DORL FRICES

| -1 i [Tt i Ti L=} -Oabogd

3] -baenad -2, BOD00D

4l LARD00D Rt -1 11 [

51 5. 000000 [l fe o]
HO. ITERATICGHE= 2

RANGES IHN WHICH THE HASIE IS5 THMCHANCED:

GBI OOEFFICIENT RANGES

YARTARLE CURRENT ALLDEARBLE ALLTWABLE
COEF IRCRERSE DECRAERSE

ER L0_000000 INFINITY 37, 500000

IS  Z0.000005 1&,333330 s Bl [ B

o0 3000000 L&, 00000 e [ B i T LT

PE B0 HOGDOS INFINTTY 20, 0H0000

RIOJHTHAND SI0E RAHEES

RO CORRENT ALLOWRELE ALLOWANLE

EHE INCREASE DECREASE
2 EO0Q,000000 250, 00000 THFINITY
3 &, 09D0an 4, D000 2. 357143
4 19, 0000 THFINITY & . :h0ba
g & . 050080 g4 Gh0e00 IHFINETY

5.2 Lacomptacers y ol arsisis te sensibildan

§ [Cudl tendria que ser el precio de la barma de choco-
late amies de que resulte dptimo comer choeolate?
B Lhilice la parte de SLACK o SURPLUS d¢ bos resul-
tados de LINDOY parm determmar el incremento permisi-
ble ¥ el decremento permisible para la restriccidn de la
grasa.Sael ftquiuilﬂfnl:ru. 10} onzms de grasa, eMonces,
Jcamibanria In solwcicn dptima del problema?
4 Gepbab Corporation elabora tres productos en dos plan-
tas distintss, El costo por producir una unidsd <n cada planta
s indica en la tabla &, Cada planta pusde producir uwn total
de 10 000 unidades. Se themen que fabocar por kb menos
i (M) unidades del producto 1, por lo menos 8 (00 unidades
die] producto 2 v por lo menos 5 000 unddades del producto
3. Parn minimizar & costo de cumplir con |a demanda se de-
b resolver el PL sigubente:
miﬂ!=5.'l'||.+ﬁ.l'|z-+ 3‘13""&!” +7.'I'1;+ "1.'1]_

&8 Xy xz + X = [LILEIH
Iy * I3y ¥ Iy = (L1

X + x3 = & ()

T3 I = B Qe

i3 + X = 1]

Toadaas las varinbles = ]
Aqui, x, = cantidad de unidades de producto | fabricada cn
Ia planta {, Utilice los resulisdos de LINDO de la figura 9 pa-
ra responder las preguntas siguientes:

& JCuil tendrin que ser el costo para ¢laborar ¢ prodise-

to 2 en la planta 1 pars que la compafia elijn esta opeion?

b Cuil serin el costo sodal si la plants | tuvieras 9 000

umbdades de capacidad?

& 5 cuesta % dolares producir una unidad del producio

3 en la plama 1, enonces, Jcudl seria la mueva solucion

optuma’?

§ Moo fabrica motocicletas en tnes plantas, La mano de
obra, materia prima ¥ cosios de produceidn (sin incluir bos
mm-ﬂmﬂmd:d:ﬁ.}mimmfﬂ]ﬁ“rmmmu-
cicletn en coda planta s indican en la tabla 7. Cada planta
tiene suficiente capacidad de maquinara para prodecir has-
ta TH) motocicletas por semana. Todos los trabajsdores de
Mtrnq:hpunim lrﬂbljarhhﬁﬂ?nruptm]rmh
12.50 délares por hora trabajads. Mondo tiens un total de
525 trabajadores v ahora poses 9 400 unidades de matena
prima. S tienen gue producer cada semana, por lo menos,
1 400 Mondos, Sea x; = motocicletas fabricadas en la plan-
tn 1; 57 = modocicketas fabricadss en la planta 2, ¥ vy = mo-
tscichetas fabricadas en ba planta 3,

La mformacion que proporciena LINDO en |a figura 10
le permite a Mondo minimizar ¢l costo varable (mana de
abra + producckda) por cumplic con la demanda. Utilice es-
ta informacion parn comtestar las preguntas siguicnies:

& Cuil serla ba nseva solucion dptima del problema

si el costo de produccidn foera de sblo 40 ddlares en

lax plamita 17

TABLA &

Prodects |dilams]
Penla 1 2 3
l L & [}
2 B T L]




FiGuRra 9
Resultades de LINDD para Gepbab
BAK 5 ¥il &« 6 K12 « B K13 & & HJ1
« T E¥2 & L0 EE3
SURIECT TO
2} Ell &« X12 & XIJ «m LO0ED
3} E2F « E23 & NIY =m Lofhsh
ah Ell + X331 == [ £:]:]:3
[ 1] K13 + XI2 e [ Eili]ed
[ 1] Ell + X233 5w 500G
510
LF OFIIMIM POOMD KT STEFP 5
QETECTIVE FUNCTION WVALATE
11  12AcH0_bdd
VARIKBLE VALIE REMAMED [OET
x1l d000. 360050 . Bbd3ba
A @R0ERn 1, @00E0g
H4L ] d00d . 3H0000 sl
b 3 ,@00a00 1, BbaS0g
k] &00G . B00300 S0
Hr 1] i 006 . 3B 0 31} NG4S
oW ELACK OR SMPLIE DOisAL FRICES
21 , ennenn 2000000
31 1320 . @000 LO0GnnG
&l B-Tili-gili = 70000
&1 Malili ]l -7 . 00e00E
&1 LR000g - 10 . 00engg
MO, ITERATIONE= 5

RARGES IN WHICH THE BASIE 15 CUINCHRRGED )

OB COEFFICIENT RARIES

ThaBLA T

Ma di b Materia Cidtn de
Plants  necesaria (hara] il
1 20 % 50
. 16 . 0
3 10 7 100
FicGuUra 10
Infermacida de LINDO para Momdo
MAX W0 Xl & XA X2 & 225 X3
STRIEST TO
ai 20 K1 & 168 X2 & 16 X3 == J1000
kL E X1 « B E2 &+ T X3} o= G4dh
Al Kl <= THD
-1] Ed im THE
L1 Ei <= Tad
TE El + XF =+ KI pm 1490
EED
LF OFTIMM FOUND KT BTEF ¥

GITECTIVE FURCTION VALUK

11 357TER.00D
VARTARLE VRLIM AETUCED OOET
1 %0, 902900 (Fangan
& 300. 00000 . D0GD0
i TS0 GOED0G N1
ROW BLACK OR EURFLUS DUAL FRICEE
k3] 160 . G005 L BboGo0
L ON3O00 & SEREER
L} 400006000 200e0n
) 450006008 .Bood0n
&h L0000 E1.EREERD
Th LARRORR -3, 333308
MG, ITERATIONS= b
RAKRGEE TH WHICH THE BASIS IS UHCHANGED:

VARIABLE CURRENT ALLOWARLE ALLOWARLE
COEF IRCREMASRE DECREARSE
X1t 5. 0D0geD 1. 00D 7. 00303
K13 &, 0CD0CD EHFINITY 1,.500000
X133 8. 03000 L. 0oD0en 1, 900000
K21 8. 0000 INFINITY 1.90000¢
23 ¥, 080080 i . 050080 T.00000d
X231 1%, 090000 1, 090300 1000000
RIGHTHAND STDE RANGES
RON  CURRENT ALLOSRALE ALLOWARLE
FHE IBCREASE DECREARE
10000 . D3S0E0 L0000 00S0 1300 . D00 0e
10300 . OGS000 INFINITY 1800 . O0dS&hmd

2
1
4 LS00 . 000000
5 BE0Q. DO90gD
& 5200 . DOD0nD

10040 . 0300
1009, O0enn
00D . G00GD00

1800005008
Ag0g. pognga
1900 0oe0na

b Cuwiinto dinero ahorraria Mondo si la capacidad de In
planta 1 s incrementara 100 motocicketas?

£ Cusimio se incrementaria el costo de Mondo 51 uvie-
ra que producir una matocicleta mis?

B Steelco requiere carbon, hierro ¥y mano de obra parm
producir tres fipos de acere. Los insumos (y los precios de
venin) para una fonelada de cada tipo de acere e indican en
Ia tabla &, 5S¢ pueden comprar hasta 200 toneladas de carbém
a un precio de 10 ddlares por tonelada. Se pusden comprar
hasta 60 toneladas de hierro a 8 ddlares la tonelada v hasta
104 horms de mano de obra o 5 délares por bora. Sea x) =
toneladas de peero | fabricados x; = toneladas de acero 2
fabricado ¥ 1y = toneladas producidss de scero 3.

ORI [OEFFICIENT BRNGES

VARELAELE  CURRENT ALLOWASLE ALLOWRELE
COEF INCREASE LECHERSE

Kl 300, 000G IHNFINITY 20 . 0D0GH0
x2 ZAE . 000000 Z0.00010 2, 4AREFE0

X3 235, 0e00gn &1 . &EEERD INFINITY

REIJHTHAND BIDE RARIES

BIN CIRRENT ALLOWARLE ALLOWANLE
RH5 THCREAGE DECREASE

2 TL0GD, S00Q0n INFINITY 170, 200900

3 8450 . S00000 1050000008 S350 . 600S00

4 %0, o00000 IRFINITY 400, D00S00

) TE0 . 00090 INFIRITT 450, 000900
1] 750900000 450 b0dD0S 231.818300

T 1400. 300003 &3 TE0000 131.2500003

La informacion de LINDCY que genera una wtilidad mixi-
ma pars ln compadia se da en la figara 1], Utilice la mfor-
rbcin pars comestar L preguntas siguismves:

B Cual seria ba utilidad si sdlo se pudseran comprar 40

toneladas de hierm?

ceritare 5 Mndlisis de seashibdad: on eofoge aglicady
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TABLA B

FIGURA 11
Informacidn de LINDO para Steelcs

MAK B K1 +5 X3 + 3 X3

SIBJIECT T
1] I K1 & 2 XX + XY ow 206
31 Il + X3 "m 1=
] X1l + M2 & X¥ o= 108

ENL

LP OFTiMM FOURD AT STEP |

CRIECTIVE FAMCTION VALUE

L} 533000000

VARIRELE WALOE REDOCED COBT
L4 &0, 00eh0 Bl
K2 Lo, ebaddn - DOS00s
X1 200900 1002000
RO SLACE OF SUORFLUS CORL PRICES
il POE00g a.500000
3} -a0dong . S005h
ab 10.403000 000D

KO, ITERATIONS= 2

ERHOEE TN WHICH THE BAEIE 18 UNCHAMCED:

OBJ COEFFICTIENT FARGES

VAR LABLE CURFENT ALLOWRBELE ALLOWARLE
COEF IRCRAERSE ONCREASE

X1 B . 00200 INFINITY snG00g

¥ 5. ebishd ek RNk ] 5. bddbas

Xl a . 20000 1. 000000 IMFIMITY

ETORTHAND SIDE RAMIES

| i CIERENT ALLIWANLE ALLOWENLE
=HE [HCEERSE LECREREE

1 I0Q.000000 &0. 000G 2%, 000adD

3 60 . 000030 L. ELELET B 0oDoo0

4 100.0050000 IRFTIRITY A6, 000000

b Cudl es el precio minime por tonelada de acero 3
quee harla mds stractive producitlo?

€ Encoentre ln nueva soluckin oplima s el acero | se
vende a 55 dilares s tonelads.

Grupo B

T Shoeco tigne que cumphr (a tiempo) las sguientes de-
mandas de panes de eapaios: mes |, 300; mes 2, SO00; mes 3,
100 v mees 4, 100, Al emperar ¢l mes | se dispone de 50
pares de zapatos, ¥ Shoeco tiene tres empleados. Lin trabs-
jador recibe | 500 dblares por mes, Cada empleado poede
trabajar hasta 160 homs por mes andes de laboror bempo
extra. Durante cualquier mes, cada empleado podria ser obli-
gado a trabajar hasia 20 koras de Bempo exira; los rabaja-
dores reciben 25 diblares por homa de tsempo exta, Cada par
de zapsios requicne 4 horas de mano de obra v 3 didares de
maderia prova para i fabocacidn. Se puede conlralas o des-

5.2 Lacompetadors v ol anilisls de sensibilidad

pedir all inicéo de cada mes a los trabagasdores. Cada trabaja-
dor contmtado cuesta | &) dolares v cads empleado despe-
dido cussta 2 0, Al final de cada mes s fija un costo por
almacenar |os zapaios a rmein de 30 ddlares por par. Plan-
tee un PL con la que se pueda mamimizar | costo total de
cumplir s demandns de los proximos coatro meses. Loego
resuchva el PL con la syuda de LINDED, y por altimo, wtb-
ce ln informacidn que proporciona LINDI pam responder
las preguntns gue siguen o estas recomendaciones (las cua-
le=s podrian ayudar en la formulacktn). Sea
%, = pares de zapatos produckdos durante el mes § sin
fiempo extrn
o, = pares de zapatos prodwecides dumnte ¢l mes §con
termngpo exira
§, = mventano de pares de zapatos al final del mes ¢
&, = trabajadoses contratados &l inicio del mes 1
f; = trubajndores despedidos al micko del mes ¢
w, = trabajadores disponibles por mes ¢ (despuds de la
contratacidn o del despido del mes 1)
5S¢ necesitan cualno pos de restnccones:

Tipa 1 Ecuscionss de imventasio, Por gemplo, durante ¢
mes 1,4, = 50 + xy + @, — 300

Tipe 2 Relsciones de trabajadores disponibles con la con-
rxtacitn v el despado. Para el mes 1, por gjemplo, s reguse-
re ln restriccion siguiente: wy = 3 + &) — £,

Tipe 3 Por cada mes, la cantidad de zapatos producides sin
recurmr al bempo extra esta hmitacda por el mimers de trmba-
pudores, Por ejemplo, para el mes |, s requiere la siguicnie
restnccwn: dxy = ol

Tipa 4 Parn coda mes, la cantidad de hors de mano de obrm
en lbemmpo extra utilizada estd limitads por ef nbmero de tra-
hajadores. Por ejemplo, para ¢l mes | s requicre ln restric-
cidn sigubente; Ho) = 20w,

Por ko que se refiere o ln funcidn objetivo, se tisnen que con-
sulerar bos costins sigubenies.

Salarsos de los trabajadores

Costos de contratacion

Costos de despido

Cogios por almsoe nami b

Costos el l'i:mp-r.- exira

Costos de la materia prima

8 Descobar 2l plan de produccion optimo de la compas-
ftia, poditica de contratacion y politicas de despidos. Su-
pongn que es scepdable ener un ndmero frccionano de
empleadios, contrataciones o despidos,

b S la manoe de obra en Bempo extra cuesta 16 dilares
por horn en el mes 1, jse debe war iempe extra?

& 5i ¢l costo por despedir empleados fisera | 800 ddla-

res en &l mes 3, Jeud] serta ba noeva solucidn dptima pa-
ra @l problema’

d Si el cosio de contratar empleados durante el mes |
fuera | 700 dolares, cwll seria la pueva soluciom dptima
para &l problema’

0 Cuainto se reducirian los costos totales si ba desman-
da en el mes 1 fuern de 100 pares de sapatos?

T De cuinio seria el costo total si ks compaitin tovier
5 rrabajadores al iniciar o mes | (anies de que se efiec-
taen ks contrataciones o les despidos del mes 1)7

@ Porcuinio s incrementarian los costos 5 la deman-
da e el mes 2 aumentara en L0 pares de rapatos?

B iR e S BN =




B Comsidere el PL:

max Hr; +

53 X

e

l'l:| + X + Xy Ay

& Resachvn este PL con mosda de LINDD v use los re-

O T T sultados para mostrar gue la sehesidn Sprima os digeni-
oy = M .
: - B Lhilice Jo= resultados de LINDED para determinar an
Xy + Xy = |50 . ,
gpemmiplo de particolaridades 1 a 3.
Tx + Xy ERH

550

L. K, Ty, ¥y =0

L ]

53

Aplicacidn administrativa de los precios sombra

El significado administrative de los precios sombra s analiza en esta secciin. Aprendere-
mees, en parficubar, cdmo es posible usar con frecuencia los precios sombea para contestar
las pregunias sipuentes: ol es la canbidad maxima que un admimsirador deberia estar dis-
pucsto & pagar por una unidad adicional de un cierto recwrso” Para poder contestar cata proe-
pumda centramos por lo regular nuestra atencion en el precio sombra de la resticcion que
describe o disponibilidad del recurso, Enseguida analizamos cuatro ejemplos de la inter-
pretacion de los precios sombra.

Productios Winco 2

En ¢l gjemplo 1, fewil es lo méximo que Winco estaria dispuesto a pagar por una unidad
de matena prima? LY por una hora extra de mano de obra?

Comao e precio sombra de la restriceidn de la disponibilidad de la materia prima €3 |, una
unidad extra incrementaria ¢l mgreso total en 1 délar. Por lo tanto, Winco podria pagar has-
ta 1 ddlar por una unidad extra de materia prima v estar tan blen como shora, Esto quiers
decir que Winco deberia estar dispuesto a pagar hasta 1 ddlar por una unidad extra de ma-
teria prima. La restriceidn de la disponibilidad de la mano de obra tiene un precio sombra
de (0, Estis quicre decir que una hora exira de mano de obra no incrementa Loz ingresos, pwor
es0 ‘Winco no deberia estar dispuesio a pagar nada por una bora extra de mano de obra,
(Tényase en cuenta que oste andlisis os valido porque los Al para [as restricciones de ma-
nir de obra ¥ materna prima son mavores que 1.)

Producltos Winco 3

VWiolvamos a referirnos al ejemplo 1, pero con los cambios signientes. Suponga que se dispo-
ne de 4 &K unidades de materia prinva, pero s Henen gue compear & un coste de 4 dolares
por unidad. Ademds, se daspone de 5 000 b de mano de obra, pero s lienen que comprar a
un coste de & didares por hora. El precio de venta por unidad de cada producto ez com si-
g producta 1, 30 dolares; products 2, 42 ddlares; products 3, 53 dolares; producio 4, 72
dblares, Se tiene que fabricar un total de 950 unidades, de las cuales por ko menos 400 tie-
neen gue ser del producio 4, Determine ln cantidad mixima guee la compaiiia deberia estar
dispuesta a pagar por una unidad extra de materia prima v una hora extra de mano de obra,
Lo conttibucion a la utilidad por una vnsdad de cada producto podria se caleulads como se
imdica:

Productn |: o= 42 = 63 = 4 ddlares

Prowlocto 2: 42 = (3} ~ H(d) = 6 ddlares

Producto 3: 53 — 44} — B[5) = T ddlares

Producto 4: 72 = 4Ty = 6it) = & ddlares
Por lo tanto, la utilidad de Winco es 4o, + s + Txs + Bry. Para maximizar [a ofilidad, Win-
oo debe resolver el mismo PL gque en ¢l gjemplo 1, ¥ los resultados pertinentes de LINDO
san de nuevo los de la hgura 5. Para determanar o mas que Winco deberia estar dispuesta a

curitLn 5 Dcilisis oo sticobilidad e enfoous spica



pagar por una unidad exira de materia prima, observe que el precio sombra de la restriccidn
de la matena prima se podra mberpretar como sigue; 51 Wineo tene ¢ derecho de comprar
ung unidad mds de materia prima (a 4 ddlares por unddad), entonces la utilidad aumenta | dd-
lar. Por bo tanto, al pagar 4 + | = 5§ ddlares por una unidad adicional de matena prima incre-
mecnta la utilidad 1 — 1 = 0 ddlares. Por eso Winco podria pagar hasta 5 délares por una wni-
dad mils de mtera prima v iodavia estar en mejor posicion, Por ko gque toca a la restricoion
de la matera prima, el precio sombra de | dodar representa un premia mucho mas alla del
procio aciual gue Winco cstd dispucsta a pagar por una unidad exira de materia prima

El precie sombra de la restriceion de la disponibilided de mano de obra es f dolares, bo
cual significa que el derecho a comprar una hora extra de mano de obra a 4 délares por ho-
ra no merementard la wtlidad. Infortunadamente, 1o que nos dice todo esto es gue Winco
no debe comprar mis mano de obra al precio actual de 4 ddlares por hora

Precio sambra del agricultor Leary

Considere el problema del agricultor Leary (problema | en la seccidn 5.2).
8 [Cual es lo mas que Leary debe pagar por una hora adiconal de mano de obra’?
B Cudl es bo mis que Leary debe pagar por un acre adicional de tierm?
8 A partir del precio sombra de 2.5 de la restriccidn L = 350, se observa que si hay dis-
ponibles 351 horas de mano de obra, entonces (después de pagar 10 ddlares por otra hora
de mano de obra) el ingreso aumenta 2.50 dolares. Por eso, =1 Leary paga 10 + 2,50 =
12,50 dilares por una hora extra de mana de obra, la utilidad se incrementaria 2.50 — 2,50
= 1 dolares. Esto implica que Leary debe estar dispuesto a pagar hasta 12,50 dolures por
oitra hora de mano de obra,

Para verlo desde otro punto de vista, el precio sombra de la resticcion 6A1 + 10A2
L = 0 ¢s 125, Esto significa que si la restriccion 6A1 + 10A2 = L fuera reemplazada por
la restriccion 6A1 + 10A2 = L + |, la utilidad se incrementaria 12,50 ddlares. Asi, 51 una
hora extra de mano de obra le fuera “cedida™ a Leary {a un costo cero), la atthdad se m-
crementaria 12 30 dblares. Por bo tanto, Leary deberia estar dispoesto a pagar hasta 12,500
didlares por una hora exira de mano de obra,

b 5ihubiera 46 acres de tierra disponibles, la utilidad se incrementaria 75 dilares (gl pre-
cio sombra de la restriccion Al + A2 = 435). Esto comprende el costo (cero dolares) por
comprar un acre adicional de tierra. Por lo tanto, Leary debe estar dispuesio a pagar hasta
75 ddlares por un acre extra de tierra.

Enseguida se ilustran algunas de las reflexiones administrativas a las que se puede lle-
gar al analizar los precios sombra para un probdema de minimizacion.

Precio sombra de Tucker Inc.

Salucian

Las preguntas siguienies s¢ refieren al ejemplo 2,

@ [Cuales lo mas que Tucker debe pagar por una hora exira de mano de ohra?

b Cwil es lo mas que Tucker debe pagar por una unidad extra de materia prima?

e LUn nuevo cliente estd dispuesto a comprar 20 auomdviles a un precio de 25 000 dbla-
res por vehiculo. [ Debe Tucker surtir el pedido?

g Como el precio sombra de la restriceiin de la disponibilidad de mano de obra (rengldn
4) es (), una hora extra de mano de obra reduce los costos 0 délares, Por lo tanto, Toucker
no debe pagar nada por una hora exira de mano de obra

b Como el precio sombra de la restriccion de la dispenibilidad de la materia prima (ren-
glém 5) es 3 (miles de dblares), una unidad mids de materia prima disminuve bos costos

5 000 dolares. Por lo tanto, Tucker deberia estar dispuesto a pagar hasta 5 000 dalares por
una unidad extra de materia prima.
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e El incremendo permisible para la restriceddn x, + x5 + xp + £y = 1 (00 3 66.66666{,
Como el precio sombra de esta restniceion es —30 (miles de dolares), sabemos que si Toc-
ker surte el pedide, sus costos se incrementarin — 20030 000 = 600000 dolares. Por es-
ta razin, Tucker no debe surtir il pedido.

El lecior sagaz podria darse cuenia de que producir cada automovil cuesta a o més
15 000 ddlares, Entonces, jodmo es posible que un incremenio de una unidad en ka canti-
dad de antomdviles gue tene goe ser priducida sumente 1oz costes 30 000 ddlares? Para
ver por gué es asi, volveremos a resolver el PL de Tucker incrementando la cantidad de
automoviles gue se tiene que fabricar a 1 001, En la noeva solucidn dphima, =z = 11630,
xy = My = [9T xy = 00, x5 = 0, Ahora va se ve por gué al incrementar la deman-
da en un aufomdvil los costos s¢ elevan 30 000 dblares. Para producir un avtomdvil mis,
Tucker ticne gue fabricar cuatro automdviles mds tipo 1 v tres automdviles menos tipe 2.
Asi se asegura que Tucker wodavia utiliza 4 400 unidades de materia prima, pero el costo
ioial sumenta 4015 00} — 300000y = ;50 (KK dolares!

PROBLEMAS

Grupo A

1 En ¢l problema X de la seccitn 3.2, joudl s bo mis que
Caren debe estar dispuesto a pagar por una lonelads sdecio-
nil de nceng?

2 En el problema 2 de b scccata $2, peudl s bo mdd gue
Carco debe estar dispuesio 2 pagar por rentar por un Jdia uma
meiguing adicional tipo 17

4 En el problema 3 de ba seceifm 5.2, Joudl es bo mds gue

up debe estar dispoesto & pagar por una onea adicional de
chocolae?

4 En el problema 4 de la seccibn 5.2, poudoo debe estar
dagpaestn o pagar Ciepbab por otra unidsd de cepacidad en
ln planta 17

§ En el problema 5 de le seccidn 5.2, suponga que Mon-
i paostlria comprar una umdad mas de malena poma @ un
cost de & dodares, [ Debe la compaitia bacerlo? Explique.
B En el prohlema 6 de la seccion 5.2, jostl s lo mds que

Stesloo debe estar dispuesto 8 pagas por una tonelads extma
det carbdn?

T En ¢l problens & de la seccidn 3,2, reudl e o mils que
Steelcn debe estar despuesio a pagar por una innelsda exira
e hiermo?

B- En el problema & de 1o peccidn 5.2, joudl es lo mis que
Steelen debse estar dispuesto a pagar por o bom extra de

muand de o

§ Supomgs que un cliente rievo deses comprar un par de
zapatos duranbe el mes | por 70 dilares en el problema 7
e la geocion 5.2, (Debe Shoeco complacerlo?

10 Ol o8 ke mds que la compatils debe estar digpacsta
i pagar por kener un trabagador mas al inices del mes en el
probilema T de la seccidn 5.27

11 Enla resoluckdn del ineiso (<) del epemplo 8, wn geren-
te raxons de la manera siguiemie; el costo medse de fabocar
1 gutoamdeil es 11 600 dblares basa | 000 sutomdviles. Par
lo tanio, sioun cheme estd dispuesto a pagarme 25 (K
por an sutomdawil, debo surtir el pedido, [ 0heé o bo que es-
ti mal en este razonaEmiento”

5.4 ((ué sucede con el valor dptimo de Z si la base actual ya no es dptima?

En la seccidn 3.2 se usaron los precios sombra para determinar el nuevo valor ptime de
= sl el lado derecho de uma restniccion se modifica, pero se conserva en el mtervalo donde
la base actual sigue siendn Gpduma, Suponga que modificamos el ladoe derecho die una res-
friceidn & un vakor donde la base actual va no es dplima. En tales circunstancias, la caric-
teristica LINDCY Parametrics se puede whlizar parn determinar como camibian el precio
sombra de una restriccidn v el valor dptinen de 2,

Para ilustrar el uso de la caracteristics Parametrics se vanard la cantidad de materia po-
ma disponible en el gjemple 1, Suponga que se desea determinar como cambian ¢l valor
optime Jde 2 y el precio sombra cuando 12 canfidad de materia prima disponible varia endre
{0 v 10000 enidades. Primero se advierte que con poca materia prima disponible, el PL se-
i o factible, Pora empezar, s¢ modifica la cantidad de materia prima disponible a 0. En-
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Fiduma 12

FilagurAa 13
Yalor r éptimo confra
maberis prima

ionces s sabe a partir de los resuliados del intervalo v del andlizis de sensibilidad, que el
renglon 4 tene un Alfowable Decrease (Decremento permisible) de —3 900, Esto quiere
decir que si se dispone por lo menos de 3 900 unidades de materia prima ¢l problema es
factible. Por lo tanto, se cambia el lado derecho de [a restriccidn de la materia prima a
39, v se resuclve el PL, Después de encontrar la solucion optima, scleccione Reports
Parameirics. En el cuadro de dialogo elija renghon 4 v fije el valor en 10 000, Se escoge
luego el resuliado en Texr, La informacidn que se obtiene se muwestra en la figura 12,

En la figura 12 se observa que si la cantidad de materia prima disponible es 3 900, en-
tonces el precio sombra (o precio dual) de la materia prima es ahora 2 dilares, y ¢l valor
z optimo g5 5 400, La base actual sigue siendo dptima hasta rm = 4 450 (rm = raw ma-
terial, materia prima); entre rm = 3 900 ¥ rm = 4 450, por cada incremento de una whi-
dad en la rm, el valor dptimo de z sufnird un aumento igual al precio sombra de 2 dolares,
Por lo tanto, cuando rm = 4 450, el valor dptimo de 2 serd

5400 + 244505 — 3900 = & 500 dikares

Asimismo, en la figura 12 s¢ ve que cuando rm = 4 450, x; entra a la base y sale x;.
Entonces, €l precio sombra de rmoes | didar, v cada unidad adicional de rm (hasta el 5i-
guienie cambio de base) hace que &l valor optimo de z crezca 1 dolar. El cambio siguien-
te de base s& presenta cuando rm = 4 B50. En este punto, ¢f moevo valor Gptimo de = se
podria calcular como (valor optimo de z para rm = 6 500} + (4 850 — 4 45001 dolar) =
6 90, Cuando rm = 4 830, e pivolea en SLACKS (la variable de holgura para el rengldn
I o restriceitn 2) v sale SLACKS. El nuevo precio sombra para rm 25 0 dolares. Por o tan-
to, cuando rm == 4 B30, ge observa gue wna unidad adicional de rm so acrecentard el va-
lor dptimo de z. Este andlisis s¢ resume ¢n la figura 13, en donde se ve gue el valor dpti-
mo de = es una funcion de la cantidad de materia prima disponible.

Para cualgquier PL, una grifica del valor de la funcidn objetive dptimo come una funcidn
de un segundo micmbro constard de varies segmentos de recta con pendientes posiblements
distintas. (Tal funciin se llama fumcidn lineal por segmentos). La pendiente de cada segmen-
1o de recta es justamente el precio sombra de la restricesin. En los puntos donde la base
dptima cambia (puntos 8, C v D en la figura 13), podria cambiar la pendiente de la grafica.
Para una restniccion = en un problema de maximizacyon, la pendiente en coda sepmento de
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FIGURA 14

Valor 7 iptimo comkra
necesidades para el
productn 4

FIGURA 15
¥alor r dptimo contra
requisitos de
prodyuccidn

recta tiene que sor po negativo, mids de un recurso no peede causar dafio, En un problema de
maximizacson, las pendientes de segmentos de recta SUCCSIVOS para Una restricciin = seran
o crecientss, Esto a5 simplements una consecuencia de rendimientos decrecientes; cuando
obtenemes mas de un recurso (y la disponibilidad de otros recursos es constante ), no puedes
aumentar ¢l valor de una onidad adicional del recurso,

Para una restriccion 2 en un problema de maxmmizacion, la grafica del valor optimo de
o eoma wna funcion del lado derecho serd uni vez més una funcion linesl por segmentos.
La pendiente de cada segmento de recta ser no positivo {que corresponde al hecho de que
una restriccion = tiens precio sombra no positiva), Loz pendientes de los segmentos de
recls sucesivos no son crecienies. Para la restniccidn v, 2= 00 del cjemplo 1, se obtiene 13
grifica de la figura 14 al trazar &l valor optime de = como una funcion del lado derecho de
I restriceidas,

Para una pestriceidn de igualdad en un problema de maximizacion, la gribics del valor
optimo de = como wna funcion del segundo miembro sera de nuevo lineal por segmenios.
La pendiente de cada sepmento de recta puede ser positivoe o negativo, pero las pendientes
de seomentos de recta sucesivos serin nuevamente no crecientes. Para la restriceson x; +
¥z o+ xy & xy = 950 en ¢l ejernplo | se obtiene la grifica de la figura 13,

Por lo gue toca a un prblema. de minimizacion, la grahca del valor optimio de = contra
el lado derecho de una restriccion es una vez mis uwna funcion lineal por segmentos. Par
indos los problemas de minimizacion, las pendientes de segmentos de recia sucesivos se-
ran no decrecientes. Para una restriccion = la pendiente de cada segmento de recta s no
positiva; para una restriccidn =, la pendienle &5 no negaliva, ¥ pars una resticcion de
igualdad, la pendienie podria ser positiva o negativa.
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FiGUuRrAa 16
¥abor dptimo de 7
comparade con &

Efecto del cambio en un coeficiente de la funcion objetivo
sobre el valor optimo de z

Ahora se analiza como encontrar la grifica del valor dptimo de la funcidn objetivo como
una fumcion del coeficiente de ba funciin objetivo de la variable. Para saber como fumcio-
na exto, reconsideremos el problema de Gapetto,

max z = Jx; + 2r;
5.3 2e, + 5= 100
X+ x3 = B0
i = 4}
=0

Sea o) = cochiciente de la funcion objetivo para x;. En la actualidad se tiene o = 3. 5e de-
sea determinar qué tanio depende el valor dptimo de = de oy, Para establecer esta relacion,
s tienen que encontrar los valores Gptimos de |as vanahles de decision para cada valor de
cy. Refiérase a la figura | (pigina 228); el punto A4 = (0, 80} es dptimo si la recta de 1souti-
lidades es mis plana que la restriccion de la carpinteria. También observe que el punto & =
(20, 60) es optimo 51 la pendiente de la recta de isoutilidades es mayor que la de ba restnic-
cidn de la carpinteria v es mis plana que la restriceion de las horas de acabado. Por dltimo,
¢l punie O = (40, 207 es dptimo si la pendiente de la recta de isoutilidades es mayor que la
de la restniccion de las horas de acabado. Una recta de soutilidades representativa s cpxy +
Zry = k, por eso sabemos que la pendiente de una recta de isoutilidades caracteristica es —%.
Esto implica que el punto A es ptimo si —= = —1 {o bien, £, = 2). También encontramos
que &l punin B ez dplimo 51 —2 = -3 = —1 {obien, 2 = £y = 4). Por altimo, el punio O
es optimo si —5 = —2 (obien ¢, = 4). Al sustituir los valores dptimos de las variables de
decisidn en la funcion objetivo (o + 2t;) se obtiene la informacion siguiente:

Valor de ¢ Valor optimo de =

=g =2 ey A+ 2{B0) = 5160

s =4 (200 + 260) = 120 + 20¢

o =4 (D) + 24200 = 40 + 40,

La relacidn entre ¢ v e valor dptimo de = se msestra en forma grafica en la figura 16. Co-
mao se puede ver en ésta, la grifica del valor dptimo de = como una funcidn de ¢ es una
funcidm lineal por segmentos. La pendiente de coda segpmento de recta en la grafica es igual
al walor de x; en la solucién dptima. En un problema de maximizacidn, se puede demos-
trar {vease probdema 5) que cuando se incrementa el valor de un coeficiente de la funcidn
objetivo, el valor de la vanable en la soluciin dptima del PL no puede disminuir. Por lo
tanio, la pendiente de la grafica del valor dptimo de 2, como una funcidn de un coeficien-
te de la funckon objetivo, serd no decreciente,

Wador Gpoamo de ¢
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De igual manera, ¢n un problema de minimizacidn, la grifica del valor dptime de 2 co-
mo ung funcion del coeficiente ¢; de la funcidn objetive de la vamable x; és una funcion
lincal por segmentos. Una vez mas, [a pendiente de cada segmento de recta es igual al
valor aptime de x; en la sfb correspondiente al segmento de recta. Se puede demostrar
{proflema &) que e valor de x; oplimo es una funcidn no creciente de ¢, Por lo anto, eo
un problema de minimizacion, la grifica del valor dptimo de 2 como una funcidn de ¢
serd uni funcion lineal por sepmentos cuya pendients & 1o creciente.

PROBLEMAS
Grupo A

En lo que sigue, &, representa of segundo miembro de una
i-txima resincetba del PL.

1 Utileee @l comando PARA de LINDO para graficar el
valor apeima de 2 del ejemplo | como ura funcidn de by

2 Use ¢l comaislo PARA para graficar ¢l valor dptimo de
# el epemplo I e vna fuscion de by, Luego haga lo mis-
mo para by, by v by, respectivamenie,

3 En el caso del epemplo de Giapetio de la seccldn 3.1,
wrafigue gl valor optimo de 2 como una fancmon del coei-
cienbe de la funcidn objetive de . Tambiubn graflque ¢l va-
lor Optino de = corme una funcidn de by, B ¥ B

4  Pam el ggemplo de Dorian Awlo (gemphe 2 del caplitulo
3, sea o) ¢l cosfickense de la fimeion objetivo de x). Deter-
iiine ¢l valor Gptinee de & como uns funcide de .

Grupo B

B Soponga en ¢l cjemplo | que incrementamos Tos precios
e wemla de umn producks. [hemuesire gue en la neeva sole-
cian Ophma, la cantidod fabncada de ese prodlucto mo pus-
e dasrnamiar

B Fara el gjemplo 2 supongs que aumentamos ¢l costo de
produsscion de un tipo de auomdsl. Dembestee que, en la
fueva solucida dptima del PL, ke cantbdad fibricads de au-
torndwibes de ¢se tipo no poeds Eunsniar,

T Considere el problems de Saileo (ejemplo 12 ded capitubo
3). Supongs que queremos saber cudl es ol efecto sobire
bz uitlidad i modiflcamos la camtidad de bobes di vels qui s
puecden proshecir cacdn mess con mano de obws en bormnio regie-
bar. ;Cono s2 puede usar el commde PARA pars conicstar la
prepunts? {Sepereacin: sea ¢ camibse en la cantidad de botes
de veln que se pueden fabncar cada mes oon maniy de obra en
homno regular. Modifigue €l lade derecho de algunas restric-
clones o 40 + oy afisda otra pestriceids al problem )

RESUMEN

Andlisis grafico de sensibilidad

Parn determinar 51 la base actual todavia e optima despuds de cambdar un coeficiente de
la funcitn ohjetivo, observe que 8] modificar el cocficients de la funcidn objetivo de una
varable cambia la pendienie de la recta de isootibdades. La base actual continia siendo
aptima siempre que b solucion opfima actual sea el Glfime punic en la region factible que
tenga contacts con las rectas de isputilidades a medida que uno se desplaza en ka direccidn
on que se Incrementa 2 (pam un problema de maximizacion). 51 la base actual es optima,
los valores de las variables de decision se conservan sin cambio, pero &1 podria cambiar el

valor opiime de =

Para deferminar si la base actual sigue siendo dplima después de cambiar ¢l segundo
miembro de una resiriccidn, empiece por encontrar fns restricciones (posiblements inglu-
yendo restricciones de signo} que son activas para la solucion optima acteal. Como cam-
biamos el segundo micmbre de la restriccidn, la base actual sigue siendo dptima siempre
que ¢ punto donde las restricciones son activas s¢ conserve factible. Incluso si la base ac-
fual continia siendo optima, podrian cambiar los vakores de las variables de decisidn y el

valor dptimo de =

Precios sombra

El precie sombra de la /-ésima restricciin de un problema de programacion neal os la
cantidaid con que mejora el valor dptimo = si el segundo miembro de la /-ésima restoiocion
s¢ incrementa una unidad (supomiendo que la base actual sigue siendo dptima), El precio
sombrn e la f-ésima restricoron es el precio dual prare ol renghon 7 -+ | dado en los resul-

tados de LINDCO,
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Si gl lado derecho de la i-fzima restriccidn se incrementa Ab, entonces | suponiendo
gue la base actual sigue siendo optima) el nuevo valor dptimo de z para un problema de
maximizacion podria encontrarse como se indica:

(Muevoe valor dptimo de z) = (antiguo valor dptimo de 2)
+ (precio sombra de la restriccion ) Ab, (1)

En ¢l caso de un problema de minimizacin, ¢l nuevo valor optimo de 2 se podria de-
terminar a partir de

(Musvo valor éptima de 2) = (antiguo valor optimo de 2)
(precio sombra de la restriccidn 46, (3

Intervalo del coeficiente de la funcion objetivo

La parte GBS COEFFICIENT RANGE de los resuliados que proporciona LINDO sefiala
el intervalo de valores para un coeficiente de b funcion objetivo para el cual 1a base actual
i optima. Dentro de este intervalo, los valores de las variables de decisiin se conservan
sin cambio, pero el valor dptimo de = podria cambiar a no,

Costo reducido

Por lo que s¢ refiere 3 ung variable no bisica, ¢l costo reducido para la variable es o que
debe mejorar el coeficiente de la funcidn objetivo de la variable no bisica antes de que és-
fa =2 convieria en una vanable bisica én alguna solucién optima del PL.

Intervalo del segundo miembro

Si el segundo miembro de una restriccidn permanece dentro del valor RIGHTHAND SIDE
RANGES dado en los resultados que proporciona LINDO, entonces [a base actual es opti-
ma, ¥ && podria usar ¢l precio dual para determinar qué tanto se madifica el valor = dptimo
cuando se altera el segundo miembro. Incluso si el segundo miembro de una restriccion se
mantiene dentro del valor RIGHTHAND SIDE RANGES de los resultados de LINDO, en-

tonees probablemente cambiarin los valores de las vanables de decision.

Signos de los precios sombra

Una restriccion = tendra un precio sombra no positivo; una restriccion = tendrd un pre-
cio sombra no negativo, ¥ una restriccion de igualdad puede tener un precio sombra posi-
v, negativo O coTo.

Valor éptimo de z como funcion del segundo
miembro de una restricciéon

En toidos los casos, el valor dptimo de 2 sera una funcitn fineal por segmentos del lado derecho
de una restriccidn. La forma exacta de la funcidn es como la que se muestra en la tabla 9,

Valor déptimo de z como funcion del coeficiente
de la funcion objetivo

En un problema de maximizacion, el valor dptimo de = serd una funcida lineal por
segmientos, no decreciente, del coeficients de una funcidn ohjetivo. La pendiente serd una
funcidn no decrecrente del coeficiente de la funcidn objetivo.
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TaBLA B

Tio e Pl eetin R et et
Maximizacin = Mo megativa v o chechente
Maximizacicn = Mo positiva y no creciente
Maximizaciin - Sin restriceitn de signo ¥ no crecients
Minimizacian = Mo positiva ¥ no decreciense
Minimizacidn = Mo megativa ¥ no decrechente
Minmmizacion = Sm restriceiom de signe v no decreciente

El valor dptimo de 2 serd una funcidn lineal por segmentos, no decreciente, del coefi-
ciente de una funcion objetive en un problema de minimizaciom. La pendiente serd una
funcidn wo creciente del coeficientz de la fumcidn objetivi,

PROBLEMAS DE REPASD

Grupo A

1 HAL fabrica dos fipos de compatadoras: PC y VAKX, Las
computsdoras s¢ fabrican en dos lugares: Nucva York ¥ Los
Angeles. Mueva York puede producer hasta 800 computada-
ms ¥ Los hasta | (0, HAL pueds vender hasta S0
Ty 900 WAX. La utilidsd asociada con cada lugsr de pro-
ducciin ¥ venta de computadons es como s mdicac Muevn
York, PC, 600 délares; VAX, 200 dlares; Los Angeles, PC,
1 000 dilares; VAKX, | 300 dobares. La mano de obra. califi-
cada requerida para elaborar cada en cada siftio,
o oM s sefiala a cominuscion: Mueva York, BC, 2 boras;
\“.'.I,Zm;lmﬁmpln.m.]m;\’.tx.4hmu5:
dispore de un tsial de 4 000 boras de mano die obra. La ma-
no de obm s compra @ un costo de 20 dolares: [a hom. Sca
MNP = PC produecidas en MNuoesa York
XLP = PC producidas en Los Angeles
MY = YaX producidas en Mueva York
XLV = VAX producidas en Los Angeles
Utilice bos resultados de LINDO de la figura |7 para contes-
lar s pregunlas sSpusenies:
& 5i estuviernn disponibles 3 000 homs de mano de
obra requerida, jcudl seria la wilidad de HAL?T
b Suponga que un contratisia exlermo offecs inorementar
la capacidad de Mueva York a 850 computadonss a un cos-
to de § 000 délares. [Debe HAL contratar a esta persona?
€ En cuinio tendria que mcrementarse la utilidad pa-
fa uma YAX producids en Los Angeles antes de que HAL
quicra fabricar VAX en Los Angeles?
d [ Cusil es lo mis que HAL deberia pagar por una ho-
ra extra de mano de obra?

2 La Compafita Gem de Vivian elabora dos tipos de joyas
el tipe | v el tipo 2. Las poyas del tipe | constan de 2 rubies
y 4 diamanies. Una jova tpo | e vende en 10 dblares ¥ cues-
ta 5 dolares producaria, Las joyas del tipe 2 tienen | rubi v
I diamamie. Lina prya tipo 2 se vends en 6 didares v couesta
4 dlares producirla. Se dispone de un wotal de 30 rubles v
50 dmmantes, Es possble vender todas a5 joyas que se ela-
boran, pero las consideraciones mercadotécnicas seflalan que
s produzcan por b menos 11 joyas del tipo 1. Sea x; = can-
tidnd de joyas tipo 1 elnbomdas v 12 = cantidad de joyvas del

tipo 2 fabricadas, Suponga que YVivian quiers maximizar la
utilidad. LHilice la informacidn gue proporciona LINDD de
la figuera 18 parn contestar las preguntas siguienies:
@ Uil seria la utilided de Vivian si hubiera disponi-
bles 46 deamartes”
b 5ilas jovas del tipo 2 se vendicran por sdlo 5.50 dola-
s, Jeuhl serla ba nussva soluciin Gptima pars e problema?
€ Uil serin In wtilidsd de Vivian si s tavieran que fa-
bricar por lo menos 12 jovas del tipo 17
3 Wiveo clabora ¢l producto | v el products 2 procesando
enateria prima. Se podrian comprar hasia 90 libras de mate-
ma prima a un cosio de 10 délares por libea, Es posible usar
una libra de materia prima para fabrcar una hbm del pro-
ducio 1, o bien, 0.33 libras del producto 2. 5§ se wiiliza una
libra de maderia prima para fabricar una libea del producto
1, s& requieren 2 horas de mano de obra, o bien, 3 homs pa-

m producir 0,33 libras del producto 2, 5 dispone de 200 ho-
ras de mano de obra, v e pesden vender cuands moclo 40

libras del producto 2. El producto | se vende en 13 dolares
In libra v, &l producio 2, en 40 ddlares In libra, 5ea
B = libras de matenia prima procesada
F1 = libras de materia prima usada parn elaborar ] pro-
ducto 1
P2 = libras de materia prima usada par. elaborar el pro-
ducio 2
Con el objeto de maximizar ks wtilidsd, Wiveo debe resolver
el sagubente [FL:
max z = [3PF1 + 40332 — 10RM
%2 EM= Pl + P2
2P + 3P = 200
M = 9
0.33P2 = 40
PILLFLRM =1
Litilice la informaciin de LINDO de la figurn 1% para con-
testar las preguntas siguienies:
@ 5is0lo se pudieran comprar 87 libras de matera pri-
min jewil serin la wtilidad de Wiven
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FIGURA T
Informaciin de LINDO para HAL
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OBJECTIVE FURCTION VRALUE
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1 Ls0ae0n 113, 33%380
1 .&nagan 133.333380
) 480, 200200 220000
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&) 168 . SOaa0a . goagan
T) S00000 ¥13,3333400
B3, ITERATIONS- 3

FEARJEE IH WHICH THE BASIS IE UWCHANOGELD:

0BT COEFFICIENT RANGES

VARIASLE CURRERT ALLOWARLE ALLOWARLE
COER INCREASE DECREASE

ENF  &00.00000D 200 DOS03D INFINITY

ELP 1500000080 300 _boannd 3%, 600030

WY R00. 080000 IRFINITY 13%, 333300

ELY 1300.050D0%0 33.33337TD INFIKITY

L =20,080080 IMFINITY 143, 33300

EIOHTHAND SIDE RARIES

ROM CI'ERENT ALLOWARLE RLLOWRALE
EHE INCREASE CECRERIE
K LT 300 . 0aSD0E A4 0Q . D0Sn
§  HOO, :O0E00 LO0 . 00ono0 180, 050000
4 1009300300 IRFINRITY 20¢ . 3G0a00
5. 9000000 [HFIHITY 104 . ;50080
& 900, &00000 INFINITY 109, 00naan
T 4000,200000 100 . 020030 2400, 300000

B Siel producto 2 se vende n 19,50 dalares la libea, ; ol
seria ba nussva soluciin Gptima para ¢ problema de Wiveo?
g ;Cuinto es lo més gue Wiveo deberla pagar por oira
libra de materia prima?
g [ Cuinto es bo mis que Wiveo deberia pagar por otra
hora de mamo de ohra?

4  La joyerin Lades utiliza robies v zafiros para fabricar dos
tipos de anillos. Us anillo tipa | requiere 2 rubies, 3 safiros
¥ unp hor de mano de obra de un jovero, Un anillo tipo 2
ety 3 mubles, 2 zafiros v X horas de mano di obra de un
jovvera, Cada anillo tipe | se venide en 400 dolares ¥ un ani-
o tpo 2, en 5 délares, Todos los anillos gue fabrica
Ziles s¢ pusden vender. En la sctoalidad, Zales tiene 100 ru-

Flaumra 18

Resultades de LINDD para Gem de Vivian

MAX 5 M1« 2 K3

SIRJECT TO
) 2 ¥l O+ X2 oex 19
3 4 Bl + XI «= 50
4] Bl 3= 11

R

Ly OFTINDM POCND AT STEP |

DEJECTIVE FURCTION VALUE

L] &7.0000030

YARIAELE VALITE REDIMHED COST
i1 11.000000 ,B0S0g
L] 6. D000 R-TiHT T
R BLACY O BORFLUS DAL FRICES
&l 2.009000 D.o00a0G
)] [ B diTs] 2.b0%0as
il  OG&008 -%,000000
M. ITERATICHE-. 2

FARIES IN WHICH THE BASIS I8 UNCHANCED:

DRI OIEFFICIENT RARGES

VARETARLE  CURRENT ALLOHARLE LLCWRELE
COEF [HCREASE DECREMIE

k| &, 000S00 1, 00000 INFINITY

3 Z ., 900800 INFINITY 50090

REGHTHAND SIDE mAoeGES

L] CITRRENT ALLOWAFLE ALLCERELE
FHE: INCREASE CECRERSE

¥ M0 00060& INFIRITY 2, 080000

1 s0.00C00¢ 7. 900305 &, 120000

4 11_D0Shid 1. 500008 i, bod0a

bies, 10 zafiros v T horas de mano de obra de joyerla. Es
posible comprar rabies adicionales & un precio de 100 dolas-
res por rubi. La demandn del mercado requiere que la com-
pafila produsca por lo memos 20 antllos Epo §y por lo menos
25 anilles tipo 2. Para maximizar |a wtilided, Zales debe
resalver ¢l PL siguiente:

X1 = Anillos tipe | producidas

X2 = Anillos tipe 2 producidos

B = Cantidad de rubles compmades

max = = 400X1 + 500X2 - 100R

L 2X] + AR = R = 1K)
IXI + 2X2 = 120

Kl +2X2 =T

| = 2

Xl = 25

X1.X2=0

Ueilice la miormacion de LINDO de 1n figura 20 para con-
festar las preguntas siguienbes:
B Suponga gue en lugar de costar 1080 dolares cads ru-
bi cwesta 190 délares. [ Aln asi compraria Zales rubies?
LCuil seria ka2 nueeva solucion optima del problema?
b Suponga que Fales sdlo tuviera que fabricar poe bo me-
nis 13 anillos del dpo 2, (Cual seria entonces su wtilidnd?

€ [Cuinto es lo mas que Zales estaria dispoesto a pagas
por atra bora de mano de obra de joveria™

Profviamas da repase




FIGURA 18
Resultades de LINDD pars Wivco

MAX 1% i o+ 13.2 P2 - 1D BN
SUBTECT T

afy = M -~ P2 &« BM »= @

T 2P1 =13 P2 o= 200

al RH im  F0
LY} B.33 P2 == 40

ERTI
LF OPTIMIM POIRDG AT STER 5
COBTECTIVE FUNCTION WALUE
1l 274 G000
VARIABLE VALUE REERICED 06T
= T8, kS0GDE0 [V ] S i[5}
Fa 4%, pR0E00 2. 0000gn
RN 90 . 3D0gD0 0. 030G
RO SLACK OF SURPLIE DERL PRICES
F1 0, 300300 <12 . B30080
3h 0. eD0Eng (=R [=d ] =l ]
b 0. 000 2. 600000
E 3 13, 400003 L= L i =1
H3. ITERATIOHS= k]

RARJEE IF WHICH THE BAELE 15 CHCHRRGED

OB COEFFICIENT RANGES

VAR LABLE CUREERT ALLOSRINLE ALLITHANLE
COEF IRCREASE DECREASE

Pl 13.680080 &, 200500 O.SEELET

P2 13,2000%0 1. 390000 0.300400

BM =10 350050 INFINITY 2. 00000

EIN  CURRENT ALLOWAELE ALLOWABLE
L] INCREREE DECREASE

F] 0, 00g00 23,3333 10.00gnne

1 0. 00000 TO . SOO0D 20 0SNG

4 F0,000000 Lo, 000000 £3.331334

5 40.500300 INFIRITY 33 . 409003

d pCudnie e3 lo mds gue Zales estaria dispucsio a pa-
gar por oiro zafire?

§ Beerco prosuce cervers Upo ale ¥ cerveza a pantir
de maiz, Kipulo v mala, Dispone en la actualidad de 40 13-
bras de maiz, 30 libras de Mipuls v 40 libras de malta. Un
barril de cervesn tipo ale s& vende en # dilares ¥ requiene 1
libra die maiz. [ libra de lapulo ¥ 2 libras de malta, Un barril
die cervera se vende en 50 didlares y roquiere 2 libras de maiz,
1 libra de Wpule ¥ | libra de maha. Beerco puede vender
iada la cerveza tipo ale v la cervezn que produce, Suponga
que b meta de Beerco ¢s maximizar ¢l ingreso total de ks
ventns v resuchm ¢l PL siguente:;

max = = 40ALE + S0BEER

A ALE + IBEER = 40 (Restriccitn del malz)
ALE + BEER = 30  ({Restriccidn del lipulo)
ZALE + BEER = 40 (Restriccitn de la malia)

ALE. BEER = 0

ALE = barmiles de cerveza lipo ale producidos vy BEER =

barriles de cerveza producidos.

8 Encuentre de modo grifico el inbervalo de los valores
para el precio de la cerveza tipo ale en el que la base ac-

FiGuRra 30
Informaciin de LINDD para Takes
MAK %0 X1 4+ 5B K2 1 R
SURJECT TR

2} a X 3 Kl - R = 100

1l A B + # X «= 120

al Al o+« I K2 == 70

LY} i o= i}

6l . T 3]
BNy

LF OFTIMM FPOUND AT STEF F|

OBTECTIVE FUNCTION WVALOE

1F 190000000

WhRRIRBLE VALLE REDUCED OOST
Kl a0, wnenn @.0e00en

X2 25, GDOS00 . 0300S0

R 1%, e00o0ng &, 020090

ROW  SLACKE OF SURPLIDS DAl FRICES

2] 0. 203203 105 000300

LY | 1 i i ] &. ddidbi

4] 0.o0800 200, GO0000

gl 0.003D0g Q. 000000

6] O.dosbod = 300 . BD0S00
HD. ITERARTIONE= |

RANGER IM WHICH THE RARTS TH URCHANGED

OBJ COEFFICIENT RANGES

VARTIARLE CURRENT ALLOWANLE ALLOMRBLE
COETF INTREMEE TECREASE

X A0 . D000 IHNFIHITY 100G, (WxD00

N3 500, BS0050 200, OSH0G0 INFINITY

E -109,090890 103, 0E00E0 105, HENgen

RIGHTHARD STI0OE RANIEES

RD& CITRRENT ALLIMARLE ALLOWARLE
RHE IHCHERSE DECREASE

& A0E, 0Shnen L&, 200900 INFIRITY

3 132G, 0o00eD INFINITY 10 . 00300

4 0. debod0 ¥.33303% [ 1] L]

] 20, 000090 0, 00000 IRFIRITY

& 4%, 0enoon o, Fnonang 2.50000%

B Determime de modo grifico el interalo de bos walo-
res para el precie de la cerveza en ¢l que la base schoal
€ Deiermine de modo grificoe el intervalo de bos valo-
res para la cantidsd de madz disponible para la cual ba ba-
se achoal sigue siendo optima, (Cudl es el precio sombra
de la resiriceion del maiz?
d Establezca de modo grifico el mervalo de los vals-
res pars k2 cantidad de lapulo disponible pam la cual la
base mctual sigue siendo Gplima. (Cwil es el precio som-
bra de ks restriceidn del Mpula?
& Determine el imtervale de los vabores
para la cantidad de matia disponible para la cual la base
actual sigue siendo aptima, [ Cual s el precio sombra de
la restriccidn de la malin™
1 Encuenire el precio sombra de cada restriccidn =i las
restricciones s expresarin em onzis én lugir & hibras,
= Dibuje una grafica del valor dptimo de 2 como una
itm del precio de la cerver tipo ale.
h  Dibuwje una grifica del valor Gptime de £ en funcitn
de ln cantidad de maiz disponible.
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I Dibuje wna grahea del valor dplimo de = como una
funcidn de la camtidad de lipubo disponibie,
| Dhbuje ma grabica del valor oplimo de = como una
fumcidin de |a camtidad de mata disponible,
B Gepbab Production Company otiliza mano de obra ¥
maberia prinsa para elaborar tres prodwcios. Los recursos ne-
cesarias v el precio de venta para los tres producios se pro-
porcicnan en |a tbla 0. Se dispone en Ly schanlidad de 60
unidadies de materia prima. Se pusden comprar hasta S0 o-
ras dz mane de obra o | ddlarhora, Para maximizar la uti-
lidad de Gepbab resuelva el PL siguiente:
max = = GXI + BX2 + 13X3 — L
.4 Xi +4dX2 +6X3i—-L = 0
2X1 + IM2 + 5M3 = 6l
L =1
X1 X2, X3 L=0
En este problema, X, = unidades del produecio § elabomcdo v
L o= camidas de horas de mano de obra compradas. Utilkes
la informacion de LINDND de la figun 21 para contestar las
preguanias siguientes
8 0wl es bo mds que ln compaiiia debe pagar por ofra
unidad de matena primea?
B Cudl es ko mis gue la compafila debe pagar por oira
hora de mano de oba?
g [ Cuinio del producto 1 se tendria que vender pam
haces que |a compalifs desesrs producisla?
d % se pudieran comprar 100 horas de mano de obm,
Jeudl seria la wtilidad de la compafia®
8 Determme B nueva soluciin optima s ¢l producto 3
se vendiera g 15 délares,

T Gupetio Inc., vende soldados de madera v tenes de ma-
dera. Los recursos ulilizados para fabricar un sobdado v un
tren s¢ proparcionan en la tabla 11, 5S¢ dspone de un tolal de
145 (0 s tabddn de madera v 90 (00 h de mano de obra,
Es posible vender no menes de S0 000 soldados v 500000 tre-
pes; los tenes se venden a 55 didlares v los soldados a 32,
Aparie de fnbricar renes v soldades por &1 masmo, Clapeiio
pussde comprar (con un provesdor externo) soklados adsciona-
Bes a 27 didares cada une v trenes a 30 diblares cada uno. Sea

58 = miles de soldndos fabricados

5B = milss de soldados comprados a 27 dolares

TM = miles de trenes fabricados

TB = miles de trenes comprados a 50 dolares
Criapeno puede maximizar la uiilidsd lwego da resolver el PL
de la informacion que proporciona LINDY en ba figurm 22
Utilice estos dsios para conbestar |as pregunias siguienies,
[Eu!g{'rr.m-m Medite sobre ins unidades de los restnociones v
ka fancion objetivo,)

8 5 Chapetto pudiera comprur tremes o 48 ddlares por
cadn unn, entonces, joudl seria la rueva solucion Gptima

parn el PL?

TABLA 10

HReownp 1 2 i

Mano de obra (horas) 3 4
Maosgeria prima {unidades) 2 2 0%
Precio de venia (diolares) & i

FIGURA 21

Informaciin de LINDD para Gepbab
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FEANGES TH WHITH THE BREISE TH DNCHRKRGED

OBJ COEFFICIENT FEAKQES

VARIABLE CURRENT ALLOWARLE ALLOWARLE
COEF [MCREASE OECERANR

¥l 6.02D0aD 350900 INFINITY

X3 &, 000030 LEBEERT _BEEEST

N3 13.030000 ¥ . DOQD0g 1 . 00Q00d

L -1.0&00&0 IRFIEITYT TEOOD

ETGHTHRRD 5ITE RARGES

ROM  CURRENT ALLOWKHLE ALLOWAKBLE
FHE THCEREASE DECRERSGE

| H0%00E 30. D000 18. 060000
i | 0. 005008 15, 000050 1% . 000050
4 90.D00000 3, 030000 1%, 000000

TAaBLA 11

L
Madera {pies tabldn) 3 5
kiane de obra (horas) 2 4

B Cuil es lo més que Giapetto estaria dispuesto & pa-

gar por otros 100 pies (ablén de madera’ Y por obras

104 hars de mana de obrad

€ 5ise dispone de &0 000 horas, de masoe de obra oadl

seria la utilidad de Ciapetto

d S sdlo se pudieran vender 40 (80 trenes, cudl seria

la utilidad de Guapstio?
B Wiveo elabora dos productos: | y 2. Los dalos pertinen-
tes s mucsttan ¢n s hla 12, 5¢ pueden comprar cada se-
i hasen 400 unidsdes de materia prima o wn costo de
1.5 dilares por unidad. La compadiia emples custro trabaga-
diores, quierss laboran 4 horas & la semana. (S¢ considera
guee sus salarios son un cosio fijo.) Los empleados reciben &
dilares por horn al laboms Bempo extra, Se dispone cada se-
mana de 300 horas de tiempo de mégquina,

Por faha de publicidad, ks demanda semanal del produceo
| e 5 unidades v 60 unsdades del producin 2. Se puede usar

Probliemas e s 287

R =



FiGuURA 22

Datos de LINDD para Giapette
MAX 12 EM + 55 T™ + 5 58 «+ 5 TH
S JIECT T
21 1B+ BTH <E 145
31 2B+ dTH m 1]
41 M = 5H = 54
51 T™ &« TH om &
END!
LF OPTIM FOURD AT STEP 4
OBEJECTIVE FUNCTION WALDE
11 171500000
WARIASLE YRALUE REDOCED OOS8T
EH 45, 300000 E-ILE LT
™ L GDOGDn &.00000E
5B %, 000000 , 20000
B 50 . D000 L[Sl ]
ROW  SLACE OR SURFLUE  DUAL PRICES
21 10, O0S00n I a ] s [eda]n )
3l , BO0e0n 13, 502000
il W=iliEatile 5 _DOSD0E
5 . 300800 5. Dagoas
WO, ITERATICHS= 1

RABGESE ITH WHITH THE BASIS IS DHOMARNGED:

OBJ TOEFFICTENT RANTGES

VARIAHLE CTIRAENT ALLOWARBLE ALLOWABLE
COEF TRCAERSE OECREASE

gW 33003008 [HFINITY e i

™ S5.003008 4. 02000 INFINITY

-] 5.003008 2, 00090 5. 2ooong

1] 5. DOS0aD INFINITY 4. 200000

RIGHTHAND STDE RANGES

ROW  CURRENT ALLOWRELE ALLOWASLE
RIS IRCRERSE BECREALE

i 14%.000000 INFINITY 10, 000000
¥ &0 . >00o0n E.GEEEET FO.OO0>DO0E
4 50.200000 INFINITY 5.00%00%
-] 340, ixOaonn INFINLITY 0. 00dbod

TaBLA 12

Precin de venla [dilares) 15 B

Mana e abra reguarida (bores) 0.75 0.5

Tiemge de mdquina requenida (hors] 1.5 (. 8l

Materia prima ngqeeida (unidedes) 2 |

la publicided pars estimular la demanda de bos productos.

Cada dislar gastado parn. anunciar al producto 1 moremenita

su demanda |0 unidades, v cada dolar gastadoe para el pro-

ducto 2 sumenta su demanda 15 unidades. Se puede gasiar

cuando mucho 100 délares en publicidad. Definamos

Pl = cantidad de umdsdes del producio 1 elaborado ca-
da semana

P2 = cantidad de unidades del producto 2 elaborado cada
SCTANA

OT = cantidad de horas de manoe de obra en Lempo extra
usadas cada semana

R = cantidad de unidades de materia prima compradas
caily pemans

Al = dalares gastados cada semana en 1o publicidad del
producte 1
A2 = diélares gasiados cada semana en la publicidad del
products 2
Wiveo debe resolver luego el PL siguiente:
max z = 15P1 + B2 - 6(OT) - 1.5RM — Al — A2

5.8 Pl — 1041 = 50 (]
P2 — 15A2 =< &0 2
0,75P1 + 0.5P2 = 160 + (0T} (k]
2Pl + P2 = RM ]}
RM = 40 (5]
Al + A2 = 100 &)
IL.5P1 + 0LEPZ = 320 (7
Tandas las variables son no pegativas

Utilice LINIDMY para resolver este PL. Luego use dos resulia-
dis que proporciona la compuladora par responder las pre-
Euntas siguienies;
8 5iel costo del nempo extrn fuera de solo 4 dolares-
por hora, | Wiveo lo deberia war?
b Sicada unidad del producta §se vendsera a 1550 di-
Lares, | sepuinia siendo optima |2 base actund? JCwil seria
b pusva solucion Gptims?
& Okl es b mis que Wiveo deberia estar dispuesta a
pagar por odrn unidnd de materin prima’
d | Cuino cstaria dispoestn Wiveo & pagar por otia bo-
ri e tempo magquing?
® 5iscle cxigicra a cada trabajador ksborar 45 horas a
la sernana |como parte de [a semana de rabajoe reguldar),
Jeudl seria la ufilidad de la compailia?
T Explique por qué ol precis sombra del renglon (1) es
0,10, (Sugerencia: 5i el segundo miembro de (1) se in-
cremenara de 30 a 21, entonces por no kaber publicidad
parn el producto 1, Ins wnidades del producio | que s po-
drisn vender cadn semmana som 51.)
8 En este problema se analiza como inberpretar bos precios
sombira en los problemas de mezclas [véase ssocion 1.8). Pa-
ra ilastrar las ideas s¢ estudia ¢l problema 2 de la seccidn
38, 50 definimos
Tgr = libms de narmnjas grade 6 en jugo
Xgy = libras de naranjas grado 9 en jugo
Xy = librig de narnjas grado & en bolsas
¥gg = libras de naranjss prado 9 en bolass

emtonces la formulackdn apropiada es
max 7 = D.45(xs, + xed + 0.MNxey + Tog)
i Restriceion
S8 Xt Xew = 120000 L grado §)
{Resiriceion
e iy
iy + 9% (Restriccian
e =8 del jugo de 1]
nsraAriy
Gitgp + Fiop ~ - (Restriccibn o)
Keg t Nox de las holaas)

Xais Tay Xy K = )
Las restriceiones (1) v (2} son gjemplos de restricciones de
meeaclas, porgue en cllas se espocifica la proponcidn de naran-
Jas grado 6 ¥ grado 9 que se debe mezclar para elaborar &l ju-
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o die nasranga v llenar las bolss de noranjas. Seria 6l deter-
T qué efecio coastonaria en la ubibidsd un leve cambio en
boms estimdares pars ¢l jugo de naranja ¥ las bolss de maran-
jas. Al fimal de esie problema, se explica como usar los pre-
cas soamibrs e los restiociones (1) v (2 pam conlestar las
pregunias siguiceies:

8 Suponga que ol grado promedio para el jugo de narans-

o se increments a2 8.1, 34 5¢ supone que b base actual -

gue siendo dptima, [qué tamto se modificaria ks wiilidad?

b Suponga que el requisite del grado promedio para las

halsas de nomnjas dismimoye o 6.9, J0wé nto w2 mods

fcarta Ly wilidad si se supone que b base actusl costinda
siendo aptima’

El precio sombea para {1}y (2] es —i0.15. La solucsa Gp-
tina para ¢l problemsa de O es 1, = 2666667, 1o =
53333.33, ey = 9333333, xup = 46666.67. Para interpre-
tar los precios sombra de las restricciones de mezclas (1) y
(2} suponemos gue wn combio beve en of estandar de lo cali-
i parg um prodicia mo cambiand e formra mportanre Ln
canticad del products gue se efabon,

Oibserve que (1 ) s podria escribir como

gy + Qrg; = Bixge + xg)) 0 Buen Aoy g =0
Si el estindar de calidad para el jupo de narania se modifica
a B+ A eolomoes
i e + Mgy 2= (8 + ANEer + o)
o b,
_ll.g..l + X = |1|_ e+ Nagd
Comeo estamos supoaniende que al modificar la calidad del ju-
g0 de narangn de 8 a & + A po cambin o cantidad de jugo de
naranja procscide, x., ¥ iy sigoen siendo iguales a 80 000,
v {1} s convertint en
_h.h.' + Ny = SO0 A
Conteste lox moisos (2] v (b)) usando la detmcion de precan
sambira,

10 Apligue LINDC pass resodver el problema de Saileo de
la seccitm 3.10, luego utilice los resultados para dar respaes-
1a & lag pregunias siguienles:

a 5ila demanda del mes | disminuye a 35 botes de ve-

la, jewil serd el costo total] de cumplir con la demanda

durante bos cuatre meses sigueies”

b 5i el costo de producir un boie de vela en el homano

regular durante ¢l mes | foera de 420 didares, feudl seria

ka mseva solucidn dptina para el problema de Sailoo?

B Supongn que un cliente nuevo esti dispuesto o pagar

415 dolares por un bode de vela. 5i su demamdn s¢ tiene

que cumglic en o mes 1, pdebe Saileo surtir el pedido®

S0 passr s su cdlemanca s tiene que cumpler en el mes 47
11 Awmoco posee tres plantas evsambisdoras ubicadas en
destintos fugares del pois. Lo pramern planta (constnnda en
1937 y ubicadn en Norwood, Ohio) requiene 2 horas de ma-
no de obra v | bors de temps de mdquing parn. ensamiblar
un automivil. La segumla planta (construida en [958 y uhbi-
cnda en Bakershield, Califnan) requaere 1.5 horas de mano
de obra v 1.5 horas de tiempo de maquina para ensamblar
un sutoamewvt], La fercern planta (constnnda en 1981 y gha-
cadn en Kingsport, Tennessee} requiere 1,1 horas de mnno
de obra ¥ 2.5 hors de bempo de maquing para ensamblar
un sabmmvil,

La compaliia pags a 30 ddlkares Ia hara de mano de obm
v 1 déilares la hora de trempo de mdgquing en wdas sus plan-
tas. La capacidsd de la primera planta es de | (08} boms de
tiempo de médquing por dia; la de 1o segundn es de S0 horas,

¥ | de s tercern es de 2 000 horas. E]l objetivo de produe-
citm del fabnicante es | BN automdviles por dia
El departamenio de produccion establece ¢l programa de
cada plantn mediante la resolucitn de um problema de pro-
gramacion lineal disefado pasa wlentificar el patrém que mi-
nimizs bos costos en el ensamble en las tres plantas
a  Uilice LN para determinar | método pars mini-
mizar los costes para cumplir con el abjetv de prodoc-
cicn diana de Autooo,
b La UWA local en Moreood, Ohio ha propucsio conce-
ssines snlanales en dicha plants para pumentar el emplen,
L e la disminuciia minima en la asa de salamos de
g plania que posdria incrementar adli el emplen?
e JCudl es el costo por ensamblar un automdwil exira
dado el mivel de produccion actual de 1800 automdibesT
[ Bu respuesta pistiria ser distinga 41 el ohpetive de la pro-
ducciom fisern de sélo | 0 amiomoviles? [ Por qué si o
por qué no?
d Un prupo de especialistas en produccion manifiesin
quse el fahrcante de awiombviles es capaz de bograr efl-
ciencias en su planta de Bakersfield si reconfigura la li-
nei de ensamble. La reconfiguracitn tene ¢l efecto de
incrementar, en esta planda, ka productividad de la mano
die obira desde 1.5 horas 8 1 hora por automdvil. §Cuadnio
dysminuarn los costos de la compaiin como resultado de
esic cambio, si s supone que confinaa produciendo
| BN pabomowles!
& 5i s tienen que fabricar 2 (00 pslomoles, jen
cisanio aumentarin los costos?
I 5i ln mano de obra cuestn 32 dilares en Bakersbield,
California, jeudl serd la nueva soluckbn del problema?

12 Muchinco elaborn cuntro prochacios, los cusles reguae-
fen Giempoe on dos meéquinns y dos tipos de mano de obm
icalificada y no calificada). La cantidad de tiempo de mibui-
na ¥ dde mane de ohm {en homs pecesarios pam cada pro-
ducto v boa precios de venla s proporcionan én la mbla 13,
S dispone, todos los meses, de 700 horas en ln miguina |
¥ 500 horas en la maguina 2. Machineo pusle comprar cada
mies hasia &0 horas de mare de obra calificada a 8 didares
la horn, w hasta 630 borms de mano de obm no calibicada o 6
itkares la hora, PMlantee un PL con @ que Machines pueda
miaximaenr su ahbidsd mensual, Besuelv este PL y ulilsce ks
resulindos para contestar los pumos siguienies:

8 Cwhnio endrd gque aumentar el procio del producio

3 nntes de que sea dptmo fabocario®™

b 5icl producio | e vende en 200 ddlares, enfonces

seudl seria la muess solucidm Spiima del problema?

£ Cudl es la mayor cantidsd que Machineo estaria dis-

puesta o pagar por una bora extra de bempe en cala

mebguaina’

d Cudl es lo mis gque Machinoo estaria dispeesta o po-

gir por urm hora exir de cada tpo de mano de oba

B % s pueden comprar cada mes hasta T horas de

e de obm calificada, entonces, jowil seria ta otilidad
miensual de Machmeo!

13 Una compailia fabrica herramientas én dos plantas ¥
las vende a tres clientes. Bl coslo por produce mil herra-
mienias en una planta ¥ embarcarias hasta un cliente se da
cri la tabla 14, Los clientes | v 3 pagan 200 dblares por mil
herranmdentas; e cliente 2 paga 130 ddlares por mil herra-
mientns, Se requieren 200 horas de mane de obra para pro-
ducir | 0 hermumientas en o planta |, en tavio que 3K

Fromienas 259




TABLA 13

Products Miigeisa 1 Miguiss 2 Mass de sbin Mama df sbes  Weakia.

calificals o0 calificeds  [ditarea)
300
L
e
180

da b Bk =
[ N
EoRR -
[~ T T
g -] D =l

hiaras son las necesarias en ba planta 2. Se dispons de un io-
tal de 5 50} horas de mano de obm pam las dos plantas. Es
posible camprar boras de mano de obra adicionales, a 20 dié-
lares In hora, En la planta | sz pusden prtuiuri'hilll JLERE L
herramiendas, v en la planta 2, hasta 12 000, Se supone que
la demanda de cada chiente es ilimnada. 51 Xy = herramicn-
tas (gn miles) fabricadas en In planta | ¥ embarcadas al
cliente f, entonces la compafila dibe resolver el PL segin la
mformacion de LIMNDO de la figura 23, Utilice la misma in-
formacion para responder los punitos sigusenies:
a S cuesta T dblares producer 1 000 herramiemas en
la planta | v embarcarlas al cliemte |, joudl serin ln nue-
i eolucidn del problema’?
b 5i el precio de uns hor sdicional de mano de obm se
redujera a 4 didlares, b compaiia compraria cualquier
mano de obra adicicmal?
£ LUn asssor offece incrementar la capacidad de pro-
duccidm de la planda | en 5 M) herramienins a un costo
de 400 dedlares. ;LLa compania debe aceptar ka oferta?
d 5iala compailia s2 le diemn 5 horas extra de mano
die obra, Jobmo seria sa atilidad?

W Resuzha el problema e repaso 24 del capitule 3 con
LN v soluckone |as cusstiones sigwientes:

a ;Paraqué tipo de GRD el hospital debs buscar incre-

mentar o demanda’t

b e recursos Hene un abaslecimbento exoesio’

JC0ué recussos debe ampliar & hospital?

€& ;Cual es la mayor cantidad que el hospital estaria dis-

puesio a pagar & las enfermeras adicionnbes”
15 La granga de 200 acres 01d Macdonald verde trigo, al-
falfa ¥ ganado de El trigo se vende en M) délares
el bushel: la alfalfa se vende o 200 dilanes ¢l bashel v las
cabezns de gunado a 300 dolares la onelada. Se pueden ven-
der hasia 1 000 bushels de trigo v hasta 1 000 bushels de
alfalfa, pero la demanda di carne es dlimitada. El rendimien-
to ¥ la mano de obra necesania se dan én la tabla 15 para
cuamdo s¢ desting un scre de tierra al caltive de trigo, alfal-
fin o gunadkr. Se pusden comprar tamias comao 2 000 b de ma-
no de obra & 15 dolares la hora, Cada acre destinado al
gamabo reguicre 5 bushels de alfalfo. La informaciin gque
proporcions LINDO en la figura 24 misesira como maximi-
#ar la utilidad; utilicela para resolver las cuestionss sigusen-

FiGuma 23
Informaciin de LINDD para el problema 13

HAX 140 K11 + 130 X1a + 40 X131
+ T XI1 o+ 8O XI2 4 30 X2F - ID L

SUMLTECT TO
2 X11 + E13 & X113 am b
1l X321 + X323 + X231 zn 12

4 200 K11 + 200 X13d + 200 K13 + 300 XEIl
& 3100 X331 + 300 X33 - L <= 85800

B
LP OPTIMIN FOURD AT STEP 2
OEJTECTIVE FINCTION VALDE
11 32333.3330
VAR TANLE VALUE REDOCED COST
X1l 10, 0onnon L20oons
K132 oDoD0n 20 OeDG
X1l L 00Eba Lod. oaS00d
K3l 200200 10000000
X232 11.666670 =NED03D
b5 ] Lehacne 50. 0ep0sh
L 300800 1%. 733330

] SLACK OR ESURFLDES DORL PRICES

i Sandog [T AT 4]

3l + 333333 M1l

al m-T:] 0 L2EEEET
W0, ITERATIONGs 2

RAHGES IN WHICH THE BASIS I8 UNCHRRGED:

QBT COEFFICIENT RANGES

YKRIKELE CURRENT ALLOMRAELE ALLOWARLE
COER IBCRERSE DECREASE

AI1 140, ¢OOSOO0 INFINITY 20, 000000

Hid 130, eDoonn 30, +ngenn IRFINTTY

Hi3 40 . ¢D0e0a 160, SDE0n INFINITY

hird Th . Shad00 Lo . S00E03 IMFIMITY

XI2 B0, cO0S00 134, S00000 10 BOS00E

] 30, ¢DRng 50, 900005 THFINITY

L -30,000000 18, TX33ID IMFIMITY

RICHTHAND SIDE RANGES

FOW  CUREENT ALLOWARLE ALLOMKRLE
RES INCREASE DECREASE

2 10.500600 17. 500006 . 580060
1 12000000 IRFINITY 133133
4 5500.000000 190 . 000000 3504, 100300

TABLA 15

Trigo 50 bushels 30

Alfalfa 100 bushels 20

Ceanadio 10 toneladas 20

W = acres destinados al irigo

AS = bushels de alfalfa vendidos

A = gores destinados a la alfalia

B = scres destinndos al ganado

AB = bushels de alfalfa destinados al ganado

L = horas de mano de obm compradas
a Cuanto se tiene que incrementar ¢l precie del bushel
de trigo ames de que se vuelva benefickoso cultivar tngo?
b jCudnto e lo méas que Old Macdonald debe pagar

TaABLA 14
Chieste {dblares)]
Panta 1 H 3
1 it} 30 (L]
2 130 Ta (i}
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FIGURA 24

Infermacién de LINDO para Old Macdonald

[ LV 1500 W = 200 AS + 300G B - 38 L
SUBIECT T0

2 =D W Tw 1040

1) Fo L 1000

4] A5 « BB 190 A = b

-] = B+ Al s o

&) M &+ B+ A<= J00

T) L = 2500

] 10 W« 80 B = L + 30 & <= D

END

LE OPTIMIN FOUND AT S

TEW

CBJECTIVE FUNCTION WVALUE

11 I75884.309
YRERIABLE FALE REDDCED CO5T
L NOgng 264 - TOSEDE
AE 1500 . 905000 . bod0asd
] BE.2M13% pocnge
L A%00 . 039000 [ fa 1]
L] 196 A T0E0D i [ifali [ 551
A 11 . 764710 L ET ]
RO SLACK R SURFLINS DAL FRICER
I} 100 . 4Ebdah L ddbasa
LE . Qo000 100, 3153C0
al ,RR00on 11, 764750
5 ML=t =] 1% . 7&4710
L3 152 . 3aldsn . Dia0oaa
k| ,pooodn 41.833510
E aongan 5&.813510

RO, ITERATIONGS

1

ERNOES TH WHICH THE BASTS 18 UNCHANGED:

OB] COEFFICIENT RAMIEE
WhAHIARLE CUREENT ALLOWASLE ALLOWARLE
COEF INCREASE DECRERSE
N 150d. 080040 24 _TORBOE INFINITY
h5 05, 050090 IFFIRITY 168235300
B 300S.090000 4B80300.002000 449 998A00
L 15, ¢d0db0 INFINITY 43 B33530
hE 300300 B399.999000 n%. PFEARD
A . 000000 IHFIHITY BUGS . GSEO0D
RIGHTHAND SI0OK ERNGES
oW CIRRENT ALLOWATILE RLIOWARLS
FHE IHCRBASE DECRELSE
1 L00d. dO0d0a IRFIRITY 15040 . 00G00d
} 1000,000000 AFEE.EHIP0O00 1000, 000000
1 D0E0T 1200 . DOSDdS B899 . 995000
] . B00&00 AF99_ 898000 1R0 000000
& 290, 000000 IRFIRITY 153.941200
T 2000.005500 7428 575004 VEOG . Odb0Gd
B LBoGbaa Fa2h_L73040 tmag, 000030

por otra hamn de mano de oba?

& [ Cuwil es lo mads que Old Macdonald debe pagar por
airo bushel de alfalfa?

d ;Cuil sevin la neeva solucion dpiima si la alfalfa se
vende & 20 ddlanes por bushel?

18 Comco clabora dos productos; P5 v QT. El precio
de venta de cada producto v [a cannidad medxima que se poede
vender de cada uno durante cadn uno de los fres meses siguien-
tes, 52 dan en Ia tabla 16,

Cada producto debe ser procesado en dos lineas de en-
samble: | y 2. Las homas que requiere cadn producto en cada

lima de ensamble se dan en 2 abia 17,

Las horas disponibles en cada linea de ensamble en cada
ms s¢ dan en la tabla 18

Cada unidad de PS requicre 4 libras de materia prima; ca-
da unidsd de QT pecesita 3 lfbeas. Se puedsn comprar no
menos de 7H unidades de materia prama a 3 ddlanes la libe
Cuando empieza el mes | se dispone de 10 onidades de PS5 v
de ¥ unidades de QT. Cuesta 10 ddbares conservar una uni-
dad de cualguber producto e el imventarg durante un mes.
Besuslva este PL con LINDO v utilice los mesuliados pars
conieatar bas preguntas siguseniles:

& Encuertre ka nueva solucion Gprima si cuesta 1 dé-

lares conservar una unidad de PS5 en ol inveniario al final

del mes 1.

B Determine bn nueva solucitn Gptima de ba compafis

51 %2 dhepone de 210 boms en la linea | duranie 2] mes |

€ Encuentre &l nueve nivel de utilidad de ls compatiia si

hay dispomebles |09 horas en la linesy 2 dumnte el mes 3,

d [ Cudnto es lo mis que Corses deberta estar dispoes-

10 o pegar por una horas extm de tiempo en o lines 1| du-

ranic ¢l mes 17

8 Cudnio es lo mas s Comen deberia estar |_l1'F|'u;|¢$-

i a pagar por una libra extra de materia prima?

f ,'IELdMu 5 lo mis que Comen deberia estar dispu:;—

to & pagar por una hora extra de tempo en la Heea 1 du.

ramic el mes 37

g Estzblezcs Iln nueva solucion dptima si PS se vende a

50 dilares en el mes 2.

h  Halle la mueva solucion dptima 5 QT s vende a 50

dilares en el mes 3

I Supionga que al gaster 20 délares en publicidad incre-

mentaria 5 umkdades la demands de QT en el mes 2. ;Se

dehe efectuar ka publicidad?

TABLA 18
Me= 1 M 7 e 3
Fofuzic  Procis Demands  Preche  Demaads  Precl Dessd
[iiaren {iitares] { iarna]

Ps 40 ) il 4% 55 5i)
0T 11 43 4] &0 44 4
TABLA T

iy
Frfusip LinEs 1 Linew 7
Ps 3 2
T 2 .
TaABLA 18

ey

Linsm | 2 |
i | 200 1650 143
2 2140 150 L)

Prablemas de repasn 261
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' Andlisis de sanSihiIidad J dualidaﬂ

Dixa de los temas mds importanies en la programacion lineal son andbsis de sensibliidad y
dunbdad. Después de estudiar esios femas tan impordanies, ol estudiante podrd apreciar ko
magnifico y o lsgico que es [a programacion lineal, y estard listo para esfudiar lemas @van-
zndos da la programacitn lineal, como o qua s tratan en & capitule 10,

En la seccion 8.1 sa iusind el concepto del andlisis de sensibiidad mediante un ejemplo
grafico. En la seccidn 6.2 sa aplica &l conocimiantio de matrices para deduwcir algunas
Mrmulas importandes, que Se usan en las secoiones 8.3 y B4 para desamollar la mecanica
del andlisis de sensbilided. El concapto importante de la duabdad de presanta en el resto del
capiulo, La dualidad ayuds a reflaxionsr sobne la naturalersa de la programacitn lineal, brinda
el concepto utd de los precios sombra y ayuda a entender &l andisis de sensibibidad Es wha
bags pecasania para los estudianbes que plansan bofmar cunsos svanzsdos de programacidn
lineal ¥ na lineal,

6.1

Introduccion grafica al andlisis de sensibilidad

El andlisis de sensibilidad tiene que ver con ¢l efecto en la solucion dptima del PL
debido a bos cambans en los parametros del mismo PL.
Reconsidere el problema de Giapeno de la seccidm 3.1
max = = Jx; + iy
5.8 2rp + ap = 100 (Restriceion del acabado)
I +x = ED ( Restriccitn de la carpinteria)
I = 40 (Restricoion de o demanda)
Xy, X3 =0
donde
xy = cantidad de soldados fabricados a la semana
¥z = camtidad de trenes fabricados a la semana
La solucidn dptima de este problema es = = 180, x, = 20, x; = 60 (punto & en |a figura
[1, v las variables bdsicas son x,, x2 ¥ % (la variable de holgura para la restriceion de

la demanda). ;Oueé tanto se modificaria la solucidn Gptima si hay cambios en los
coeficientes de la funcidn objetivo del problema o en loa lados derechos?

Andlisis grafico del efecto de un cambio en
el coeficiente de una funcién objetivo

51 la contribucion o la utilidad por parte de un soldado se incrementars de maners sufi-
ciente, entonces seria oplimo para Giapetto fabricar mas soldados (55 se volveria no bd-
sica). De igual manera, 5 la contribucion a la utilidad por parte de un soldado disminuyera
de manera suficiente, bo Gpiimee para Chiapetto seria producir solo frenes (x; seria ahora



FiIGUura 1
dndfizls del intervalo de
valores para log cuales
& sigee siendo dplima

para &l problema de
Giapetin

Eeilricciiin del scabsado
Pendienie = -3

Restsicoata de | demamls

Regin de so-atilidedes @ = 1211
Perdicaio = - =

Hastriocion e ba camimeris
Ferabaenic = -

L1

no basica). Ensegundn se muestra como determinar los valores de la contmbucion a la uti-
lidad por parte de los soldados para bos cuales la base actual Gptima sigue siendo Opiima.

Sea oy la contribucion a la utilidad por parte de cada soldado. [ Para qué valores de ¢,
la hase actual continda siendo dptima?

En la actualidad, ¢y = 3, v cada recta de iso-utilidades tene la forma 3x, + 2v; =
constante, o bign, @, = i3 v ioedas las rectas de iso-utilidades tienen una
pendiente de —3. En la figura 1 se observa que si al cambiar ¢, las rectas de iso-utilidades
500 mas planas '|:|u: la resiriccion de carpinteria, entonces la solucidn optirna pasard desde
la solucidn dptima actual (punto ) a una nueva solucton Aptima (punto A). Si la wtilidad
por parte de cada soldado es ¢, entonces la pendiente de cada recta de iso-utilidades seri
—=L Puesto que la pendiente de la restriccson de la carpinteria es <1, las rectas de iso0-
utilidadies serin mis planas que dicha restriccion si =5 = — 1, es decir, ¢; < 2, y la base
actual ya no es oplima. La nueva solucion optima ser (0, B0, ¢l punto A de la figura 1.

Si las rectas de iso-utilidades tienen mayor pendiente gue la restriceion del acabadio,
entonces la solucion dptima se desplazard del punto B al punto C. La pendiente de la
restricciin del acabado es -2, 51 —3 < =1, es decir, ¢ = 4, entonces |a base actual ya
no es optima, v el punto O (40, 20} serd optimo. En resumen, se ha demostrado que (51
todos los otros parkmetros s¢ mantienen sin cambio), la base actual sigue siendo dplima
para 2 = ¢, = 4 v (napetto wiodavia debe fabricar 20 soldados v 60 trenes. Maturalmente,
incluso 5 2= ¢ = 4, la utilidad de Giapetio cambiark, Por gjemplo, s ¢y = 4, la wtilidad
de (riapetio serd entonces 4(20) + 2{60) = 200 dblares en lugar de 180 dolares.

i

Analisis grafico del efecto de un cambio en un lado derecho
de la solucién optima del PL

Un amilisis grafico también se puede utilizar para determinar si un cambio en el lado
derecho de una restriceidn causa que la base actual va no sea dplima. Sea by las horas
disponibles de acabado. En la acmalidad, b = 100. ;Para qué valores de b, la base
continda siendo dptima? En la figura 2 ¢ observa que un cambio en b desplaza en forma
paralela a su posicion actual a o restnccwon de acabado. La solocion optima actual
(pumto & en la figura 2) es donde las restricciones de la carpinteria y el acabado son acti-
vas. 51 modificamos el valor de by, entonces, siempye que ef punte dorde lax restricciones

6.1 nraducoiin peifica al adlisis de sensbilidad




de acabade v carpinteria son activas siga siendo faciible, la solucidn dpiima e enconirg-
rd donde estas restricciones se cruzan. En la figura 2 se observa que s1 by = 120, enton-
ces ¢l punto donde las restricciones de acabado y carpinteria son activas quedard en la parte
de la restriccion de la carpinteria abajo del punto D, Note que se usan en el punto £, 2(40)
+ 40 = 120 horas de acabado. En esta region, x; > 40, y no se cumple 1a restriccion de
la demanda para los soldados, Por bo tanto, para by = 120, la base ya no send Gptima, De
igual manera, si by < B0, las restricciones de la carpinteria y ¢l acabado serin activas en
un punto no factible donde x; < 0, ¥ la base actual va no es dplima, Obsérvese que 5@ wli-
lizan en el punto A, 0 + B0 = B0 horas de acabado. Por lo tanto (50 odos los otros pard-
metros s¢ mantienen sin cambio), la base actual sigue siendo Gptima 51 B0 = by = 124,

Ademibs, observe que sungue en el caso de B0 = by = 120, la base actual sigue sien-
MMﬂmmmdﬂ'iﬂtﬂdﬂHdﬂkfﬂfﬂyﬂmﬂhMﬂh
Jetive, Por ejemplo, si 80 = by = 100, la solucion dptima s¢ desplazard desde el punio B
hasta algin otre punto en el segmento de recta AS. En forma similar, s1 100 = b, = 120,
entonces la solucion Gptima se desplazari desde el punto 8 a algin otro punto sobre el seg-
mento de recta BD,

Siempre que la base actual se mantenga dptima, determinar como un cambio en el la-
do derecho de una restriceitn modifica los valores de las vaniables de decisién, es cosa de
rutina. Para ilustrar la idea, sea by = cantidad de horas de acabado disponibles. Si 52 mo-
difica b a 100 + A s¢ sabe que la base actual sigue siendo dptima para —20 = A = 20,
Tome nota que cuando &, cambia (siempre que —20 = A = 20}, la solucién dptima para
el PL es wodavia el punto donde zon activas las resiricciones de horas de acabado v horas
de carpinteria. Por o tanto, si by = 100 + A, es posible encontrar los valores nuevos de
las variables de decisidn al resolver

2%y + xp = 100 + A ¥ X +a; = 8

Esto dax, = 20 + & ¥ x; = 60 — A, Por lo tanto, al incrementar la cantidad de horas
disponibles de acabado se origina un aumento en la cantidad de soldados fabricados y
una disminucion en la cantidad de trenes,

Reiriccitn de acahads by = 124

Reuriccitn de scabads 8 = 100

Rocts do mo-utilidsde - = | 30
Reuriccion de ln demasds

Ressricoidn de acabasdo &, = B

Restriciain de s cepatria
FiGuRa 2

Intervalo de valores de
las horas de acabade

para ¢ cual la base

actual sigue siende
iptima en el problema .
de Giapette 20 a0 0 80 S
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Si by (la cantidad de horas de carpinteria disponibles) es igual a 30 + A, se puede de-
mestrar que (véase problema 2) la base actual sigue siendo Gptima para —20 = A = 20.
51 se modifica el valor de b; (pero s¢ conserva —20 = A = 20), entonces, la solucidn op-
tima para el PL todavia es ¢l punto donde las restricciones del acabado y la carpinteria son
activas, Por lo tanto, 31 b, = B0 + A, la soluciin dptima para el PL es la solucién de

2 + x3 = 100 ¥ X+ x= B0+ A
D¢ aqui se obtiene x; = 20 — & v x; = b0 + 2A lo cual muoestra que un aumento en La
cantidad de horas de carpinteria disponibles disminuye la cantidad de soldados fabnica-
dos e incrementan el nimero de trenes producidos.

Suponga que s, 1a demanda de soldados, cambia a 40 + A. Entonces se puede demos-
trar que (véase el problema 3) la base actual sigue siends Optima para & = —20. Para 4 en
este intervalo, la solucidn Gptima para ¢l PL todavia se encontrard donde as restricciones de
acahado v carpinteria son activas. Por lo tanto, 1a solucion dptima serd la solucion de

1t‘|+I:=HHJ ¥ I|+.1.';=H-ﬂ

Naturalmente, se obtiene x; = 20 v xx = 60, lo cual ilusira un punio importante, En una
restricckin con holgura positiva (o excedente positivo) en la solucion optima de un PL, s1
s modifica el lado derecho de wna restriceidn a un valor en el intervalo donde la base
actual es ain dptima, no cambia la solucikin optima del PL

Precios sombra

Como se trata en la seccidn 6.8, a menudo ez imporante para los sdministradores determi-
nar qué tanto modifica el valor dptimo de = de un PL cuando cambia el lado derecho de
una restriceidn. Tomando esto en cuenta, definimos ¢l precio sombra pars by /-sima res-
triccidn de un PL como la cantidad que ¢l valor dptimo de 2 mejora (esta mejoria quicre
decir aumento en un problema de maximizacidn v disminucidn en un problema de minimi-
mcion) 51 ¢l lado derecho de la i-ésima restriccion aumenta una unidad. Esta definicion se
aplica s6lo si el cambio en ¢l lado derecho de la restnccion § deja dptima la base actual,

Para cualquier PL de dos varables, es sencillo determinar el precio sombra de cada
restriceion. Por cjemplo, sabemos que si 100 + A horas de scabado estin disponibles (su-
poniendo que la base actual se conserva Oplima), enionces la solucidn Sptima del PL es
x; =20 + Ay x; =60 — A Entonces, el valor dptimo de = es igual a 3x, + 2v; = 320
+ A) + 2(60 — A) = [BD + A, Por lo tanto, siempre v cuando la base actual siga sien-
do optima, un incremenio de una unidad en la cantidad disponible de horas de acabado
incrementard el valor dptimo de 2 por | dolar. Por eso el precio sombra de la primera res-
trecidn (hom de acabado) es 1 ddolar,

Por lo que se refiere a la segunda restriccion (hora de carpinteria), sabemos que si
B0 + A horas de carpinterfa estin disponibles (v la base actual sigue siendo dptimal, en-
tonces, la solucksn dptima para ¢l PL es x; = 20 — & y x; = 60 + 24, Luego, e msevo
valor optimo de = es 3x; + 2 = 320 — A) + 260 + 24) = 180 + A, Por ko tanto, un
incremento de una unidad en la cantidad de horas de carpinteria aumentara ¢l valor opiimo
de z | dolar (siempre que la base actual se conserve dptima). Por eso el precio sombra de
In segundn restriccidn (hom de carpinteria) es 1 dalar,

Enseguida hallarermos el precio sombra de la tercera restriceion (demanda), Si ¢l lado
derecho ez 40 4+ A, entonces los valores Optimos de las variables de decisidn se mantie-
nen sin cambio siempre que la base actual se mantenga Sphima. Entonces el valor Gpimo
de z se maniendrd tambidn sin cambio, lo cual demuestra que el precio sombra de la ter-
cer restriceion (demanda) e 0 dolares. Esto significa que siempre que la vanable de hol-
gura o la variable de excedente (superflua) para una restriccion es positiva en la solucidn
optima de un PL, Ia restriceidn tene un precio sombra igual a cero,

Suponga gue se incrementa en Ab; €] lado derecho de la i-tsima restriccion de un PL
(&8 < 0 quiere decir que disminuye el lado derecho), v que la base actual sigue siendo
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dptima, Enfonces, por cada pnidad que sumente el lado derecho de Lo restriceion § aumen-
fard ¢l valor dpiimo de 2 (en un problema de maximizacion) un equivalente al precio som-
bra. Por lo tanto, el nuevo valor dptimo de = estd dado por

(Muevo valor dptimo de z) = (antiguo valor dpiime de z) + {Precio sombra de la
reatriccion 1) Aby;

Pars un problema de mimimizacion,

(Nuevo vabor dptima de ) = (antiguo valor Gplines de 2) = (Precio sombr de la
resiriccion §) Ab,
Por gjemplo, 51 s¢ dispone de 935 horas de carpinteria, entonces Ahs = 15, y el noevo va-
lor = estd dado por
Muevo valor optimo de = = 180 + 15011 = 195 dalares

El andlizis sobre los precios sombra continda en |3 seccidn 6.8,

Importancia del andlisis de sensibilidad

El analisis de sensibilidad es importanie por varias razones, Los valores de los pardme-
trow cle un PL podkrian cambiar en vafias aplicacionss. Por ejemplo, los precios a los cua-
les se venden los soldados v los trenes podrian cambiar, asi como la disponsbilidad de las
horas de carpinteria v de acabado, 51 cambia un parimetro, medianie ¢l andlisis do sen-
sibilidad es imnecesano resalver ¢l problema de nuevo. Por epemplo, 51 la contmbucion a
ka wtilidad por parte de un soldadeo se incrementd a 3,50 dilares, va no tendriames que
resolver de nugvo el problema de Glapetto porque la solucidn actual sigue siendo dptima.
Maturalmente, resolver ofra vez el problema de Giapetio va no representaria mucho ir-
bajo, pero resolver un PL con miles de vanables y restncciones e olm cosa. Conocer el
andlisis de sensibalidad posibilita a menudo al analista a determinar, a partiz de la solo-
crom original, cudl es el cambio que sufre la soluciom optima cuando se modifican los pa-
rametros de on PL.

Hecuerde que podria haber incertidumbre 2n los valores de los parametros de un PL,
et ejenmplo, Lo demnands semanal de soldados. Mediante ¢l método grafico se pucds mos-
trar que si Lo demanda semanal de soldados es por lo menos de 20, entonces b solucion
optima para ] problema de Cnapeto és amn (20, 60) {vease problema 3 al final de esta
secgion). Por lo tando, inclyso & Giapetio tepe incertidumbre en In demanda de soldados,
la compafiia puede tener confianza en que es dptimo fabricar 20 soldados v 60 trenes.

Claro, ¢ método grifico no es gl para el analisis de sensibilidad de un PL con mas
de dos variables, Antes de aprender cdme efectuar el andlisis de sensibilidad en un PL ar-
bitrana, cs necesanio aplicar el conecimienio gue tenemos acerca de las matrices para ex-
presar los bleaus de simplex en la forma matricial. Este es ¢l objetivo de la seccidn 6.2,

PROBLEMAS

Grupo A

1 Dlembuestre que o la comrbacsds a la unilidad por parte 3 Demucstre que sila demands semanal de soldados es
de los tremes se encusnera enire 13 ¥ 3 didlares, la base piod b menes die 20, & base actusl continGa stendo optima v
aciaal se conserva Optiea. S la contribucidon a b otikidad Ciiwpetto deberia producir 1 soddados ¥ 60 trenss

por parie de los renes es 2250 didlares, [oud] werla la suema 4  En el problema de Dorian Auo (gjemplo 2 del cap, 1)

sailaeibn miﬂu‘; 8 Encwentre ¢l imtervale de volores del cosio de gn
anumicio en un programa de comedas para b coal ls base

2 Demuestre que s tas boras dsponibles de carpinberia se actssl commda sacilo dpriona,

mantiepsn entre G0y 100 la hase actual sigue shendo dpima. b Determine ¢l inbervalo de valores del cosio de un

S s dispone de entre 6 y 100 horas de carpinberip, entonces, amuancio e &l futhol amencano pari el ceal la base actual

Jiapeno todavia produciria 20 soldsdos v 60 trenes? sigue sichado dptima.
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e Emcuentre el inervalo de vabores de las caposiciones
MAl requeridas para el cual la base actual contimia
siendo dptima. Determing b neeva soduciin dptima si s
requieren 28 4 & millones de exposiciones MAIL

d Halle el inbervabo de los vabores de las exposiciones
VAL necesanas para ¢l ceal 12 base sctaal sz manticne
Gptima. Delermine la nueva solucidn Oplima 31 se
regquieren 24 4+ & millones de exposiciones VAL

®  Encuenire el precio sombra de cada restriccion,

f 50 som necesarias 26 millones de exposiciones MAIL
determine el nuevo valor optrmo de =

9 Radioco fabnca dos tipos de radios. El dmico recurso
eacdsn peoesario par producir los radios es la mano de obra.
La compafitn tiene por lo pronto dos trabajadores, E
trabagador | estd dispuesto a trabajar 40 horss por semana ¥
s be paga 3 dilares por horm, Bl imbagador 2 esia dispoesio
a irshajar haska 50 hors a ln semana v s be pagn 6 dodares
pof bora, El precio asi como los recursos necesarnios pafa
fubrecar cada tipo e mclio e dan en la tabla 1

Si x, = In cantidad de mdios tipo | manufacturados cada
sepmann, demuesire que Radisco debe resolver el PL
sguienbe:

max & = Ixy + Ix;

TaBLA 1
i 1 Batin 7
Necarmz Recarsmn
Fracis [§] FCEL I8y Precia (5 sezELE i
FL] Trabajacdor 1 X Trabagador |
1 howra 2 horas
Trabajacdar 2! Trabajador 2:
2 hiwras 2 horas
Costo de la Costo de la
mteTin makersa
prima: pirifma;
5 dislares 4 didlares

B Para qué valores del precio de un radie tipo 1 la
hase actual seguima sierxdo phima’?

b [ Pars qué vabores del precio de un radie tipo 2 la
base aciual seguiria stendo Gptima’

€ 5i el abajador | cstuviern dispuesio a trabagar salo
30 horas a la semana, jseguirta siendo Gptima la base
actual? Encuentre la nueva solucion optima para el PL.

d  5i ¢l rabajador 2 estuviera dispaesio a irabagar hasia

i &y + Iy = 4l £l horas a la semana, [seguira sendo ptima la base
i+ =35 actunl? Encusntre la nueva solucion éplima para el PL,
Ty, X3 = 1) 8 Determine & precio sombra para cada resinccion,
6.2 Alpunas formulas importantes

En csta seccion se aplican los conocimientos acerca de las matnces par demostrar como
un tableau dptimo para un PL puede ser expresado en términes de los parimetros del mis-
mo PL. Las fbrmulas que se deducen en esta seccidn se aplican en el estudio del andliziz
de sensibilidad, dualidad v temas avanzados del PL.

Suponga que estamos resolviendo un problema de maximizacion que se prepard para
solucionarlo mediante el Método de la gran M, v que, en este punio, ¢l PL tiene m restric-
ciones ¥ o varables. Aunque algunas de estas variables podrian ser de holgura, de exceden-
te o artificiales, decidimos llamarlas x, x5, . . . , 5, Entonces, el PL se podria expresar como

man = ;5 + opFy + o+ o,

5.4 a6 +apry o+ oax, = by
471X t+ dpaky + 0+ dpk, = iy
X ; (1)
Hm Ay t k3 PRI, Hpgply = 'hw
=0 i=12:...0)

A lo largo de todo el capimlo se wtiliza el problema de 1os muebles Dakota de la seccidn
4.5 [gin la restriccidn x; = 5) como gjemple, Por lo que se refiere al problema de Dakota,
el andbogo del PL (1) es

maix £ = Bz, + Mz, + Mxy + O + O + Oy

5.8 g+ G+ a+sn = 4§
4.l| - o ll'] + I..SI:‘ T 53 = ‘M n‘I
l'[| + ].f‘.'.': + {].5.?]-". T 55 = R
Xy, X3, X3, 83, Fr. 53 =0
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Suponga que hemos encontrado la solucion dptima para (1), Sea BV la variable bdsica
para el renglon § del tableau optimo, También definamos BV = {BY,, BV,, ..., BV .}
como el conjunto de variables bisicas en el tableaw dptimo, v el vector m = 1.

.I:H'...-.I

Xavy
:‘I. —

In'l.l_
También definamos

NBVY = conjunio de variables no bdsicas en el tableau dptimo
Engy = vecior (k — m) % 1 que lista las variables no bdsicas (en cualquier orden

deseado)
Con ¢l fin de ilostrar estas definiciones, recuérdese que el tableau para el problema de
Dakota es
g + b+ + 10s; + 10sy = 280
- s+ Fan 4+ - Bn=24
= ks + Xy + 28— dgy =8 @
x + 125k = 0553 + 159y = 2

Por I que toca a este ableau dptimo, BV, = 5, BV; = x; v BV, = x,. Entonces
3
Xgy = | s
X
Elegimos NBV = [xs, 54, 53]. Enlonces
3
Eypy = | 2

i3

Si aplicamos lo que sabemos acerca del dlgebra de matrices, podremos expresar el ta-
bleau dptimo en térmings de BY v el PL (1) original. Recuerde que ¢, ¢35, ... 5 €y 300
los coeficientes de ka funcidn objetivo para las variables x), x., . .., x, (algunas de éstas
podrian ser variables de holgura, de excedente o artificiales).

DEFINICIOM B cgy cscl vector renglon | X m [ewy, cnvy, = oy, ] @
Por lo tanto, los elementos de gy son los coeficientes de la funcidn objetive para las
variables bisicas de tableau dptimo. En cuanto al problema de Dakota BY = {5, x3, 3;}.
Entonces, a partir de (1') se obliene ey = [0 20 B0

CEFINICION B Eygy &5 ¢l vector renglon 1 X (n — m) cuyos clementos som los cocficientes de
las variables no bisicas (en el onden de NBVL. =

Si elegimos listar las variables no bédsicas para el problema de Dakota en el orden
NHY = {Iz.. Fi. 55?, entonces Erq'u\l - [3"] ﬂ [l'].

CEFIMICION 8 Lamatriz 8 m X m es aquella cuya j-<¢sima columna 2 la columna para BY, en
1. m

En ¢l problema de Dakota, la primera columna de & es la columna 5 en (175 la
segunda, la columna xy, ¥ la tercera, la columna xy. Por lo @nto,
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P ]

B = ] L5 4
o 05 2

DEFINICION & qﬂlﬂmhm:i{mlﬂtﬂh‘hﬁmj[hliiﬁﬂq'?ﬂ.{l_}. [ ]

Por ejemplo, en ¢l problema de Dakota,

(2] 1
a8 =|Z ¥y a(paras) =0
1.5 1]

DEFIMHICIOM & Vs la matiz m X (0 — m) cuyas columnas son lgs columnas para Ins variables
no baswas (en el orden MBY jen(l}). =

Si hacemos MNBY = {15, 53, 51} .para €l problema de Dakota, entonces,

il 0
vl T @
15 0 1

DEFINICION ®  El vector columna b m X 1 es el Iado derecho de las restricciones en (1). =

Para el problema de Dakota,

Escribimaos by para ¢l lado derecho de la i-ésima restriccion en ¢l problema original de
Dakota: b = 20.

Abwora se puede aplicar ¢l dlgebra de matrices para determinar como un tableau Gpti-
mo para un L {con conjunto de variables bisicas BY) se relaciona con el PL original en
ta forma (1)

Expresién de las restricciones en cualquier tableau en
términos de B~ y el PL original

Primero observe que (1) s¢ podra escnbir como
i ™ CpvEpy T CumvEnay
5.3 H‘"l.' + ."'l'.I"..'u'l,' = h ﬂl
Xgve Snpy = 0

Si =2 usa ¢l formato de (3), ¢ problema de Dakota se puede escnbir como

£ X3
max == [0 20 &O]{%|+[30 0O 0%
¥ By

| Bl] %1 6 X3 41

0 0
8.4 0 1.5 41X +|2 I 0] %= |20
o 1

0 035 ZiL% L.5
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L1
X3 = “. Az = |0
‘_U

Xy (¥ Jy

Al muliiplicar las restricciones en (3) por B L wie abeiene
B 'Bygy + B 'Wapgy = B7'b o bien, Xy + B 'Waape = B 'b 1]
En (4}, BY, s presenta con un coeficiente de | en la i-esima resiniceion ¥ un coehcients
die cerp en cada una de las piras restneciones, Por lo tanto, BY & el conpunto de las va-
riables basicas para (4), v (4) penera las restricciones para ¢l tableau Oprimeo,
En cuanto al problema de Dakota, ¢ método de Gauss-Jordan se puede aplicar para
demostrar gque

1 Z L
Bl=10 2 -4
0 =05 b.5
Lucgo, a parir de (4) s¢ obhiene
.:.] 1 . —a b 0] lx; 1 2 o] 48
ol 0 2 = i 2 1 G| s L] 2 4 20
X 0o —0s 15|15 O 1|5 o -ns 1.5 ]
o bien,
¥y -2 z —# . 24
Ty | 1 l lﬂ- T .1 l'lj
1 2% —05 15| 54 2

Maturalmenie, éstus son las resineciones para ¢l tableay dphimo de Dukoda, (2],

A partir de (4) =2 observa que la columna de una varable no blsica 5, en los resine-
ciones del tablean optimo esti dada por B ' [columna para wen (1) = & ':J. Por ¢jem-
plo, la columna x; o5 & : (primera columna de N) = & "2, A partir de {4) se encuentra
también que ¢l lado derecho de las restricciones es ¢l vector £ 'b. Mediante las dos ccua-
clones siguientes s¢ resume ¢l andlisis anienion

Columna para x; en las restricciones del fableau optimo = 8 'a, (%
Lado derecho de las restricciones del ableau dptimo = B b (&)

Para lusirar (5) s¢ defermina:

Columna. para Xz

_ i
en ¢l tablean dptimo de Dakota, o
| ) =4 i -2
=log 2 -4 ||z |=|-=2
0 —053 1.5 115 1.25
Para flustrar (6) se caleula:
Lado derecho de las restricciones _ '
en ¢l tablean dptimo de Dakoda.
I 2 -8 45 24
=5 LF 2 4 M
i -0

] L3 &
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Determinacién del renglén 0 del tableau
dptimo en términos del PL inicial

Enseguida se ilusira como expresar ¢l renglhom 0 del iablean optimo en témunos de BY v el
PL (1) original, Primero se multiplican las restricciones (expresadas en la forma Sxy, +
Miypy = b) por el vector g8 !

3 151 ol
Cavipy + CavB Miymy = cavl b ]
y s& vuelve o escobir la funcion objetivo original, 2 = cpyigy + CypyEngy, COMO
I — Cayvipy — Cnpvimpy = ] l'l

Al sumar {7} ¥ (B} e5 posible eliminar las vanables basicas del tableau dptimo, vy obtener
su renglon O

R 5 IEHHH II‘H‘ = Euypyv | Eumpy = I'.H:l._lﬂ Ih m
A partar de (9), el coeficiente de x; en el renglon O es
env@ ! (columna de N para x,) — (coeficiente para x; en Cupy) = egvB '8, — ¢

y ¢l lado derecho del renghon 0 es egy 8 'b.
Para wyudar a resumir ¢l anilisis antenos, sea £, el coeficiente de x; on el renglén 0 del
tabdean dptime. Entonces ya se demosind que

I.-'_. = ':'",\,ﬂ I.l £ Im]

Lado derecho del renglin §f del tableau dptimo = epy 8 'b (1]}

Con el fin de ilustrar ¢l uso de (100 w (11} abora se determing el renglon O del tableau
Optime del problema de Dakota, Recuerde que

| 2 -1
gy =[0 20 a0} y & '=|0 2 —4
0 =05 1.5
]_u;tgu, Copdd I = 1LI 111 1(?]_ Vopon {100 52 encuenira que los coeficientes de las

varables no basicas en ¢l renglén O de tableaw dptimoe son

5 ]
& =gl By — e =[0 10 10]|2 |-30=20+15-30=35
1.5
¥
L
Coeficiente de 5, en ¢l renglén 0 dptimo = e " | 1| — 00 = 10
L]}
ﬂ'!
Coeficiente de vy en el renglin 0 dptimo = ¢y 8 ' [0 0= 10
L1

Maturalmente, las variables hisicas del tableau dptimo (xy, X3 ¥ &) lendrin coeficienies
cere en el renglon 0,
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T2

A partic de (11, ¢l lado derecho del rengldn 0 es

48
cavl "B =0 10 10]|20| = 280
8

Simplificando se determing que el renglin O es
T4+ Sxy # 10 + 105, = 280

Clarp, este resultado esti de scoerdo con (20,

Simplificacion de la férmula (10) por las variables
de holgura, de excedente y artificiales

Es posible simplificar en gran medida (10) 51 x; es una variable de holgura, de excedente
o artificial. Por ejemplo, si x; s la vanable de holgura 5, el coeficiente de 5, en la fun-
cion olbjetivo es 0 v la columna para 5; teene 1 en ¢l renglon § v 0 en todos los otros ren-
glones en el tableay original. Entonces, de (10} sc obtiene

Coeficiente de 5; en el renglon 0 dplimo = i-ésimo elemento de e — 0 (107
= j—ésimo elemenin of cg 8"

D¢ igual manern, si 1, es la variable de excedente ¢, entonces el coeficiente de &, en
la funcidn objetivo es 0 v la columna para ; en ol tableau orginal posee un —1 en ¢l re-
ghim § ¥ 0 en los otros renglones. Eotonces, (10} se reduce &

Coeficiente de €; en cl renglon 0 dptime = —(i-tsimo elemento de e B ") — 0 (107
= —{i-tsimo elemento de ey B ')

Por wliimo, &1 x; es una vanable artificial a,, entonces ol coeficienie de la funcidn ob-
jetren de a; (en un problema de maximezacion) es — M v la columna original para a; tie-
ne ! en ¢l remglom § v 0 en fodos los oiros renglones. Entonces {10) se reduce a
Coeficiente de a; en el renghtm O dptimo = (i-éstmo clemento de cg B ') — (—M) (07

= (i-ésimo clemento de ey 8') + (M)

Las deducciones de esta secosin no son faciles. Por fortuna, el uso de (5), (6], (107 v

{113 no reguiere entender del todo las deducciones. A confinuackon s¢ SNCUCHTL UTl FesE-

men de las formulas deducidas en esta seccidn para caleular un tablesu Optimo a partic
del FL inicial,

Resumen de las formulas para calcular el
tableau optimo a partir del PL inicial

Columna x, en las restricciones del tablean dptimo = B 'a, (5]
Lado derecho de las restricciones del tableau éptimo = B~ 'b 1]
= eyl :l_,- =L (L]
Cochiciente de la vanable de holgura s; en 2] renglon O Gpiimo

= j-simo elemento de eqyl ' i)
Cocficiente de la varable de excedente &; on ¢l renglén O Gptimo

= ={i-gsimo elemento de eyyd ) ()
Coeficiente de la variable artificial a; en el renghon O dptimo

= (j-tstmo elemento de eg B 1) + M (problema maximizacion (0]

Lado derecho del renglén 0 optimo = ey 6 b [mj

ghritien @ hidliss fe ceasiblidad § dvalidad



Primero se tiene que encontrar B ' porgue este valor cs necesario para poder calcular to-
das las paries del mblean optimo. Se tiene que determinar asimismo ey 8 ' para calcular
el renglon O del tableau dptimo.

El gpemplo siguiente es oftra ilustracktn del uso de las formulas anteriores,

EIEMPFLD 1 Caloulo del tableau optimo

Para ¢l PL siguiente, la base optima es BV = {x;, 5;}. Calcule ] tableau dptimo.

max z = x; + dx;

EH- | +ti; =6
l¥| T X = ]
Ty, X3 =0

Soluckim Después de sumar las variables de holgura 5, v 55, se obtiene el andlogo de (1)

max = = x; + dxy
L] Iy + 2oy .5 =5
13(| T . X3 T 53 = B

Primero se¢ calcula & '. Como

|2 H|
1 1

se determina # ' aplicando el método de Gauss-Jordan a la matriz siguiente
20 | 1 u]

Hilr'h-[
h 1 1|0 1

El lector debe comprobar que

Litilice {3) y (&) para determinar las restricciones del tableay dptimo. Como

‘
2

I
= Bl
B 'a, = : =
' l-% '“1] H
La otra vanable no bisica es 5. La columna para 5, en el problema original es

o

1 1
y 0|1 3

Columna para 5, en un tableau Optimo = [ .3 I] lﬂl = [ ;-|
7

P | 54 2

por eso (5] da

Como




con (&) s¢ obtiene
. Yoolfel [3
Lado derecho del tableau dptimo = | 5 el = s
3 :

Como BY se lista como {x;, 53}, X2 €5 la vaniahle bisica para el renglin 1, v 5 es la
variable hisica para ¢l renghon 2. Por o tando, las restricciones del wblean opiimo son

3
3

1
I.’i‘.

1
_EE|+51

ﬂ—uﬂl

Cocficiente de &, en el renghin O del tablean dptimo

;.l:|+.'l:'1+

3
™

Puesio que eg, = [4 0],

Eu-..-ﬂ-l = ["1- ﬂ‘][

Pt | = | ==

Emtondes com (10} s obisne

ful.l# Il| -

o ]

A partir de (107
Coeficiente de #, en ¢l tablean dptimo = Primer elemento de cgy '

ot

la ecuacion (11} dustra que el lado derecho del rengldn 0 del tableay dplimo es

Cpmn

G
S

egvB 'h=[2 0] [E] = 12

Nataralmente, kas variables basicas x3 y s; tendrin coeficientes cero en el renglon 0. Por
b tanto, el renglon O del tableau apbmo ¢s5 2 + 3 + 25y = 12, v el tableaw Gptimo com-
pleto es

2+ x + 24 = ]2
?I,.l'| +.T1 + i.i| =3
] 1 —
'T.l'| - ij| TR = 5

e e & 7R .~ © e

¥a aphicamos las formulos de esta seccidn para crear un tableaw optimo de una PL, pe-
ro también se pueden whilizar para formar el tablean de cuwalguier conjunto de variables
hisicas. Esta observacion serd muy imporante al estediar el método simplex revisado en
la seccron 101,

PROBLEMAS

Grupo A

1 En ¢l siguiente PL, 5, ¥ 5; son variables hisicas del
tahleaw dpitmo. Labice las omelas de sty seccidn para
detanminar & tabl=qu dptinmo
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max @ = 3x, + 13
53 2y —mp %2
=xj + @ = 4
.t'..I;EEI



2 En el PL sigabemte, x5 v 5, son varables bisicas del MEX £ = —X; + i3
tablesn Sptimo. Utilice ks formulas de esta secciom para EFY 2y + 1z =4
determinar ¢ ahlesu optumis, P

Kz X3 =0

6.3 Andlisis de sensibilidad

Abora nos dedicaremos. 8 explorar como afectan la solucton dptima las modificaciones en
log pardmetros de un PL (coeficientes de I funcidn objetive, lados derechos v coeficien-
tez teenologions). Como va se explcd en la seceion 6.1, el estodio de la manera en que
I solocidn dpting de un PL depende de sus parametros se llama analisic de sensibilidad.
El estudio s¢ centra en los problemas de maximizacion y s¢ apova de manera imporian-
fe en las Browlas de 1a seccidn 6.2, (Las modificaciones, en lo que foca a bos problemas
de minimizacidn, son directas, Véase ¢l problema B al final de esta seccion, )

Al igual que en la seccion 6.2, sea BY el conjunto de vanables basicas en el tablean
optima, Dado un cambio (o cambios) en un PL, queremos determinar si BY sigue sien-
do optimi. La mecamca del analisis de sensibilidad depende de la siguiente observacion
importante. A4 partir del caplieln J, sabemos que wn fobleay simplex fen of caso de un
proflema de macimizacicn) para un conjinie de variaies hdsicas BV ex dpiime 5§ v sola
&f ¢l lade devecho de cada resiviceion ex no kegative v cada varialde Hene un cogfieion-
te no negativo en &l renglon 0. Esto se infiere pongue 1 cada restriccion tene un lado de-
recho mo negativo, entonces la solucidn bdsica de la BV es factible, v si cada variable en
¢l renglén § tiene un cocficients no negative, enfonces no puede haber soluciin factible
bisica con un valor 3 superior 3 BY, La observacidn indica que si un tableay es factible v
Gptimo depende sdlo de sus lados derechos de las restricciones v de los cocficienies de
cada variable en el renghin 1, Por gjemple, s un PL tiene como variables a x5, 33, ... o X5
el tableay parcial sigulents seria dptimeo,

s+ dnp gt =

Ll el —

Las paries del tablean que se omitén no afectan la optimalidad de este tableau.

Suponga que va se resolvid un PL v se encontrd que BY es una base dptima. Se poe-
de aplicar el siguiente procedimiento purn determinar si al haber alpin cambio en el PL,
la BV va no serd Gplima.

Paso 1 Deiermine mediarte las formulas de la seccidn 6.2 1os cambios que sufren el la-
do derecho y el renglin 0 del wablean dptimo (el tableau cuyo conjunto de variables ba-
sicis ex BY) al ser modificados los parimetros de la PL.

Pasa 2 5itodas las variables del renglin 0 tienen coeficiente ne negative v cada restric-
cidn tiene un lado derecho no negative, entonces ln BY sigue siendo dptima. 51 sucede
lo comtrana, la BY ya no s dptima,

Si la BY va no es oplima, éntonces usted puede encontrar la nueva solucidn dptima
mediante las frmulas de la seccitn 6.2 para generar el tableau completo para la BY, ¥
lucgo continuar el algoritmo simplex con ¢l tableau de BY como el tableau inicial

Puede haber dos rezones de por qué un cambio en los pardmetros del PL ocasiona que
la BY ya no sea aptima. Primero, una varable {0 vasiables) en €l rengldn 0 podria tener
un eoeficiente negativo. En este caso es posible obtener una sfb mejor (mavor valor z) me-
diante ¢l prvoteo de una variable no basica con oneficiente negativi en 2l rengldn 0. 5i
asi sucede, se dice gue la BY es ahora ona base subdpiima. Segpundo, una restriccion (o
restricciones) podria tener ahora un lado derecho negative. En este caso, por 1o menos un
micmbro de la BY serd negative v BY va no generard una &fb. 5i esto ocurre, e dice que
es BY ex ahora una base no factible,
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La mecdnica del andlisis de sensibilidad se ilustra con ¢l gjemplo de los muebles
Drakoda, Recusrde que

&

cantilad de escrorins fabricados
cantidad de mesas fabricadas
xy = canfidad de sillas fabricadas

La funcién objetivo para ¢l problema de Dakota era

X3

max = = Bl + 3y + 2

¥ el tsbleaw imcial era

z - 6lx, = My — 20, =0
Hop +  fmy + 3y + 3 = 48 (Restriccion de la madera) i)
4o+ Iy + 15w + 53 = 20} (Restriccion del acabado)
Iryp # 15w + 0.5mx + 53 = B [Restniccion de la carpinberia)
El tableau dptimo era
: +  Sx + 0%, + 10s; = 280
= I + 5+ 25— By =
— iyt oxy + gy — 4y = )
x5+ 1.25x5 = 0,55 + 1 55, = 2

OHeerve que BY = {5, 15, 5,1 ¥ NBY = {x5, 55, 5], La sfb Gptimma es £ = 280, 5 = 24,
B=En =2 xa=08ks=05=10

Ahora sz analiza como afectan la solucign optima seis tipes de cambios en los pari-
metros de un PL:

Camblo 1 Modificacion del coeficiente de una variable no bdsica de la funcidn objetiae,
Camblo 2 Modificacion del cochiciente de una variable hisica de la funcidn objetive,
Cambio 3 Muodificacson del lade derecho de una restrcesin.

Cambio 4 Modificacion de la columna de una variable no bisica.

Camblo §  Suma de una nuevi variable o actividad.

Camblo § Adwion de una neeva restniccion (vease secciin 6.1 1),

Modificacion del coeficiente de una variable
no basica de la funcién objetivo

En ¢! probiema de Dakota, la Gnica vanable de decisidn no bAsica o5 x; (mesas). En la
actualidad, el coeficiente de xy de la funcidn objetivo es o3 = 30, ;0ue tanto afectani uwn
cambio en 3 a la soloceon Gptima para el problema de Dakota? Mas especificamente, ;pa-
ra qué valores de ox seguirfa siendo dptima BY = {x, 1y, x}7

Suponga que modificamos ¢ coeficiente de x: de la fimcion objetive de 30 8 30 + A
Entonces, A representa la cantidad que ¢ cambié con respecto a su valor acheal. ;Para
cudles valores de A el conjunto actual de variables hisicas (la base actual) sigue siendo
optimaT Lo primeno ¢s determinar como cambiard el whleau de BV al modificar o5 de 30
n 30 + A, Observe gue ' v b no cambian v, por tanto, de {6), el lado derecho del ta-
blesu de BY (8~ 'b} no varia, asi que BV todavia es factible. Como x; es una variable no
bisica, oy 00 ha cambiado, De (10) se puede ver que la dnica variable cuyo coeficients
del renglon U se modificars al cambiar ¢; es x;. Por lo tanto, BY continuan siendo op-
tima & & = 0, v BY serd subdptima si & < 0, En este caso, z podria mejorar al entrar
%z 0 la base,

EARiTHLE B  Angitsin de sansidiigay v duaSidad



Se neme

43
= 2
1.5

¥y oy = 30 + A Ademds, de la saccion 6.2 ya sabemos que ¢ B ' = [0 10 10).
Ahora con (10} 52 tiene que

6 ]
&=[0 10 10]}2 ]—{m+m=35—3u—:~.=5—ﬁ
1.5

Por lo tanto , & = 0 se cumple, y BV sigue siendo dptima, si 5 — A= oen & = 5.
De igual manera, & < 0 s¢ sotieng 51 A > §, pero entonces BY va no ex dptima, Esto
quiere decir que si el precio de las mesas se reduce o se merementa en 5 dolares o menos,
BY continia sicndo optima. Por lo tanto, para ¢; = M + 5 = 35, BY mim cs optima,

81 BV wun es dphma después de un cambio en el coeficiente de kn funcidn objetivo de
la vamable no basica, los valores de las vanables de decision v el valor optima de = se
mantienen sin modificacion, Esio se debe a que un cambio en el coeficiente de la funcidn
objetive de una vanable no hdsica deja ¢l lado derecho del renglon O v las restricciones
no cambian, Por ejemplo, 5 el precio de las mesas aumentara a 33 dolares (c; = 33), no
se modificaria la solucion dptima para ¢l problema de Dakota (Dakota wdavia fabricaria
2 escritorios v B sillas, v z = 280). Por otro lado, 81 c; = 35, BY va no serd Gptima por-
que & < 0, En este caso se determing la nueva solucidn optima al generar ¢l wbleau de
BY v luego usar ¢l algontmo simplex. Por egjemplo, s1 03 = 41, va sabemos que la tmica
parte del tableau de la BY que cambiari es el coeficienie de xs en €l rengldn . 51 03 = 40,
enionces

13
=00 10 10] |2 |-—40= -5
1.5

Ahora €l tablean “final” de BY e5 como el que se ilustra en la tabla 2. No es un ta-
bleau ophimo (es subdpiimo), v es posible Incrementar = 51 hacemos a x; una vanable ba-
sica en ¢l renglén 3. El tableau resultanie se presenta en la tabla 3. Este si es un tableau
dgptimo. Por lo tanto, i ¢ = 40, la solucidn Gptima para el problema de Dakota es aho-
raz=288 5, =270 xi= 112, x;= 16, x; = 0, 55 = 0, 53 = 0. En este caso, el in-
cremenio en el precio de las mesas las ha hecho mdés atractivas como para inducir a
Dakota a fabricarias. Obsérvese que después de combiar ¢l coeficiente de la funcidn ob-
jetivo de |la vanable no bésica, quizd se requinera, en general, mas de un pivoteo para en-
conirar la nueva soluciin dptima,

Hay un modo més agwdo de mosirar que, en el problema de Dakeda, la base actual si-
gue siendo dptima siempre que el precio de las mesas disminuya ¢ aumente en 5 ddlares
o menos. A partir del renglon O dptimoe en (13), vemos que 51 o3 = 3, entonces

2 =280 — Ill-.: — !“.'I'_] — :I'I]

Esto nos dice gue cada mesa que fabnca Dakota reducird el ingreso en 5 dolares (en otras
palabras, el costo reducido para las mesas es 5). 5i aumenta el precio de la mesas mis de
5 dolares, cada mesa incrementaria el mgreso de Dokots, Por gjemplo, si oz = 36, cada
mesa mcrementaria kos ingresos en 6 — 5 = 1 dolar, por lo gue Dakota debe tabncar me-
sas. Por lo tanto, como antes, vemos que para & = 3, la base actual va no es dptima, Es-
te anilisis favorece otra interpretacion del costo reducido de una vaniable no bisica: ef
eosto reducido parg wng variaghle ao hdsica (en un problema de maximizacidn) ex la can-
tidad mdxima que puede aumentar ¢l cogficiente de la variable de la funcion objetive
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ThBLA 2

Tabiian “Hoal” {sabsiptima) para Bakrta (40 dilares/mesa)

r - i + 105y + 1, = 180 r = 180
- Exs +3; 4 23 = KEmy= M o= 24 Mg
- ZEI'I'I:\ + h;_ 4:I:|.=E .\'1=3 N]mm

@ - 055, + 158, = 2 x =2 1.4*

4 dx + Bsy + 16y = 28% z = 28R
1.t + 5 + 1.25; — Subisy = 27.2 n =272
1.hx + X + Ih] - |.'ﬁ:!:| =112 Iy = 1.2
0.8x, + Ty = Odry + 125y = 1.6 o= 16

antes de gue la base actual se vieelva subdptima, v se vuelva dptimo para fa variable no
hdsica que entra a la base.

En resumen, si ¢l coeficiente de la funcion objetivo para una variable no basica x; cam-
bia, la base actual continda siendo dptima si & = 0. 51 &, < 0, entonces la base actual ya
no es dptima v x; serf una variable basica en la nueva solucion Gptima.

Modificacién del coeficiente de una variable
basica de la funcion objetivo

En el problema de Dakota, las variables de decisidn x; {escritorios) ¥ x; (sillas) son
variables bdsicas, Ahora se explicard como al ser modificado el cocficiente de una variable
hisica de la funceon objetivo se afecta la solucidn Optima de un PL. Primero s analiza
como afecta este cambio el tableau de la BV Puesto que no estamos modificando B (o, por
lo tanto, £') ni b, la ecuacidn (6) muestra que el lado derecho de cada restriccitn se
mantendrd sin cambio, ¥ BY seguird siendo factible. Como lo que se modifica es egay.
mmnm:mnhiﬁni:wﬂ_'.En{ID}ﬂm:r_n mmﬂﬁnmwlpﬂﬂamhh
mis de un coeficiente en el renghén 0, Para determinar si BV sigue siendo dptima s tiene
que usar {10) para recalcular el renghon 0 para ¢l tablean de BY. 5i todas las vanables en
el renglon O tenen todavia un coeficiente no negativo, entonces BY sigue siendo Gplima.
Si sucede lo contrario, BY deja de ser dptima. Para ilustrar las ideas anteriores analizamos
como 22 afects la solucion Gptima del problema de Dakota al modificarse el coeficiente de
1y (escrtorios) de la funcion objetive con respecto a su valor actual de o = &0,

Suponga que ¢ cambia a 80 + A cuando egy cambia a eg,y = [0 20 &0 + Al
Para calcular el nuevo rengldn 0, és necesario conocer 8. Se podria usar (como en la
seccion 6.2) el método de Gauss-Jordan para calcular 8", Recuerde que este método se
inicia escribiendo la matriz 3 3¢ 6 By

1 1 El 01l O 0
Bhy=10 1.5 4|0 1| 0O
005 200 0 1

Luepo se efectian OER para transformar las primeras tres columnas de B en [y, En este
momento, las iltimas tres columnas de la matriz resultante sera 8.

pirimocy B ladliss o senshiidad § dolita



Resulia que cuando resolvimos el problema de Dakota mediante al algoritmo simplex,
sin darmos cuenta, encontramos B, Para ver por qué es asi, observe que al ir desde el
tableau inicial de Dakota (12} al tableau dptimo {13} efectuamos una senie de OER con
las restriceiones, Estas OER transformaron las columnas cormespondientes de las resiric-
ciones en la base inicial (5, 53, 54)

51 Fr iy LT L5} i

I 00 | 2 =K
desde o 1 o hasta 0 2 —4

0 o 1 0 -5 1.5

Estas mismas OER transformaron las columnas correspondientes en BY = {1, 1y, %5}

5 Xy X 5 I3 Xj
I 1 3 1 0 0
desde =0 15 4 hasta D1 o
0 05 2 [ B 1]

Lo anterior quiere decir que al resolver el problema de Dakota mediante el algoritmo
simplex usamos OER para transformar 8 en [y, Estas mismas OFER transformaron [ en

1 2 —3
0 2 -4 | =g
0 -5 1.3

Se ha descubierto un hecho en extremo importante: parg cualguier fableau simpler,
B es la matriz m ¥ m gue consiste en las colummas del tableau actual gue correspon-
den al confunio de variahles hdsicas del ralleaw inicial fromadas en el prisme orden). Es-
to significa que si la base imiciadora de un PL consiste por completo en variables de
holgura, emtonces 8 ' para ¢l tableau dptimo es simplemente las columnas para las va-
nables de holgura en las restricciones del tableau dptimo. En general, si la vanable bisi-
ca imctadora de la i-ésima restriccion es la varniable artificial @, entonces la columna
i-ésima de &' serd la columna para g, en las restricciones del tableau dptimo. Por o tan-
10, 1o es necesario aplicar el método de Gauss-Jordan para determinar la ' del tableau
dptimo. Ya encontramos B~ ' al efectuar el algoritmo simiplex.

Ahora ya es posible caleular ey B ' sic; = 60 + A:

L 8
e =0 20 60+ A0 2 —4
0 —05 1.5

=[0 10-05A 10+ 1.54)

Observe que para & = 0, s obtiene la ey 8" original con (14). Entonces ya se puede
calcular el nuevo renglén 0 que corresponde a ¢ = 60 + A, Después de notar que

] it |
I|=‘|,I1=2 W3 = |.5,r.'|=m+.'_'|.,-::'1=ﬁﬁ,c‘3=2ﬂ'
2 1.5 0.5

se puede usar (100 para calcular el nuevo rengldm 0. Puesto que s, x; ¥ x, son variables
basicas su coeficiente en el renglon 0 tiene que ser (. El coeficiente de cada variable no bi-
sica en el nuevo renglin 0 es como sigue:

fi
=gl 'R —e;=[0 10-05A 104 1.54) (2 |= 30 =35+ |.254
1.5
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Coeficiente de 55 en el renglon 0 = segumdo elemento de ¢g 8 ' = 10 — 0,54
Coeficiente de 5y en el renglon 0 = tercer elemento de ey @' = 10 4+ 1.54
Por Lo tanto, el renghin O del tablean Sptimo ahora e3
2+ {5+ L25Ak + (10 — 0.54)w, + (10 + 1.5k, =7

A partir del nsevo rengldn O se ve que BY seguir siendo dptima s1 v 5010 5 se sostiene
ko gue sigue:

4 1258 =0 {cierto si y sélo si' & = —4)
10 =034 =0 ({ciertosiysilos & =20
10 + 1.5A = 0 (cierto si y sdlo si A = —{2003))

Esto significa que la base actual continga siendo Optima siempre que A = —4, A = 20
v A= —?-Enlaﬁgum35:nh5:nraqu:]ahu:x:malsigmnimdnﬁptimaglynﬁhgi
=4 = A = 2k 51 o chsminuye 4 dalanes o menes, o bien, aumenta hasta por 20 didlnres,
In base actual sigue siendo dphima. Por lo tanbo, stempre que 56 = 6 — 4 = o) = 60 +
20 = 80, la base actual sigue siendo Sptima. 5i ¢y < 36, o bien, ¢y > B, la base actual
VA n0 &5 Optima.

5i la base actual se conserva Optima, entonces log valores de las variables de decisidn
no cambizn porgue £ 'h se mantiens sin cambio. Pero si cambia el valor dptimo de £,
Para aclarar lo antenor, suponga que ¢; = T0, Como 56 = 70 = 30, va sabemos que la
base actual sigue siendo dptima. Por bo tanto, Dakota debe fabricar todavia 2 escritorios
ix; = 2}y 8 sllas {x; = #). Mo obstante, al cambiar ¢; 3 70 se modihcaza z = Ty, +
ey + 20xy, Con csio z es ahora igoal a TH2) + 20(8) = 200 dolares, Otro moodo de
darse cuenta de que z e3 ahora igeal a 300 dolares ez observar que ba sumentado el
ingreso a partir de cada eseritorio en 70 — 60 = 10 ddlares. Dakota esti fabricando 2
escritonios, asi gue el ingreso debe aumentar a 2{10% = 20 dolares, v ¢l mucvn ingreso
serd = 280 + X0 = 30 dilares,

Cuando la base actual ya no es dptima

Fecuerde que 5 ¢y < 56, o bien, o; > B0, entonces |3 base achual ya no es optima. Usted
ge da cuenta de manera inteitiva gque 81 el precio de los escritorios disminuye en forma
suficients [y todes los olros precios se mantienen constanies), ya no vale lo pena fabricar
cacritonos, Muestro analizis meestra que csto ocurre sioel precip de los escritorios
disminuye mas de 4 dolares. El lector debe comprobar (véase problema 2 al final de esia
seccitn) que sigp < 36, x; va no os una varable bdsica en la nueva solucion dptima, Por
bo contrario, sioop = 30, ks escritorios originen ganancias suficientes como para hacer
subdpiima Ia base actual; los escriforios son va fan atractivos que queremos hacer mds.
Para hacerlo, tenemos gue forzar a otra vanable a saliv de Ia base, Suponga que ¢, = 1),
Como 100 > B0, enfonces la base actual ya no és dptima. JComo se puede determinar la
nueva solucion dptima? Simplemente se crea el tableaa Gptimo para o = 100 v s procede
con ¢l simplex. 5i e = 100, entonces & = 100 — &0 = 40, vy el nuevo renglin (O fendra

& =10 £y = 5 + 1.254 = 55, By =1,
&y coeficients en el renglén O = 0
5y cocficients en el renglim 0 = 10 — 0.54 = —10
&y coeficiente en el renglén O = 10 + 134 = T0
44
Lado derecho del renglin 0 = eguB 'b = [0 =10 70] |20} = 360
L]

A partir de b ecuacion (8), &1 se modifics &) no cambia las restriccionss en el tableau de
BY. Esto significa que 5i oy = L, entonces l tablean BY s como ¢l que se tlustra en
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Determinacidin del
intervalo de valoms

relacinmadn con & para
&l cual la base actual

sigue sienda dptima

=4 5 A<M
'II - _E‘!
'1' & & 3
-4 —e- Az -4
1] 452
TABLA 4
Tabiean nal” (sabdping) i &, = 100
: + 5y = lls; + Ts; = 360 z = ol
- ll': + 5 ¥+ 3.!': = H-’IJ, = 24 I = 24 12
ey + 1y ' di; = § =8 4
4+ .25 — D555 + 155, = 2 =12 Mimguna
TABLA 5
Tablezn dylima pare Daketa & ¢, = 100
Variable bivica
r + 45k + Sry + Silxy = 400 r = 40
= It == *.'11=|El 5|=|ﬁ
x3 + 0.5z + 13 Zoy = 4 iy =4
1y + 0.73x03 + .25y + 0,555 = 4 Xy =}

la tabla 4, BV = [&, 15, %1} es ahora subbptima. Para hallar la nueva solucidn dptima de
Dakota, se introduce a 53 & la base en el renglén 2 (tabla 5), Este es un whleau i,
81 ¢ = 100, entonces la nueva solucidn Optima para el problema de Dakota es z = 400,
g = 16, 5 = 4, x; =4, x; = 0, x3 = 0, Observe que al aumentar 1a ulilidad de los es-
critorios Dakota ha dejado de hacer sillas. Los recursos que s¢ usaban antes para produ-
cir las sillag, se utilizan ahora para hacer 4 — 2 = 2 escritorios adicionales.

En resumen, si cambin el coeficiente de una variable bdsica x; de la funcion objetivo,
entonces la base actual sigue siendo Oplima si se mantiene no negative ¢l coeficiente de
todas las vanables del renglon O del tableau de BY, 51 alguna variable del renglon 0 tie-
ne cocficiente negative, entonces |3 base actual ya no €3 Gptima,

Interpretacion del bloque de los intervalos para el
coeficiente objetivo de los resultados de LINDO

Para obtener un informe sobre la sensibilidad en LINDO, elija Yes cuando se le pregun-
te (despucs de resolver la PL) s1 usted desea un Range analvsis (Andlizsis de intervalo).
Para obienerlo en LINGOD, vaya a Opfions v elija Bonge (después de resolver la PLY Si
esto no funciona, vaya a Oprions, elijp Genergd Solver, luego a Dual compunations v eli-
ja la opcitn Ranges and Falies,

En el Moque OB COEFFICIENT RANGES de los resultados que proporciona LIN-
DO (o LINGO) se ve la cantidad con que se modifica el coeficiente de cada variable de
la funcion objetrve antes de que la base actual se vuelva suboptima {suponiendo que to-
dos los ofros parémetros se conservan constantes), Examine los resultados de LINDO pa-
ra ¢l problema de Dakota (fizura 4). Para cada variable, la colomna CURRENT COEF
proporciona el valor actual del coeficiente de Ia funcidn objetivo de la variable. Por ejem-
plo, &l coeficiente de la funcion objetivo para DESKS es 60. En la columna ALLOWABLE
INCREASE se encuentra la cantidad méxima que puede aumentar ¢l coeficiente de una
variahle de [a funcidn objetivo mientras la base actual sigue siendo Optima (suponiendo

6.3 hnilsis do sensibilidad
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FIGURA &
Resultades de LINDD
para los meehles
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que todos los otros pardmetros de ln PL se conserven sin cambio). Por ejemplo, si ¢l coe-
ficiente para DESKS de la funcidn objetivo aumenta por arriba de 60 + 20 = 80, enion-
ces ln base actual va no es optima. De igual manera, la columna ALLOWABRLE DECREASE
proporciona la cantidad mdxima que puede disminuir el coeficiente de una variable de la
funcion objetivo mientras la base actual s¢ conserva optima (suponiendo que fodos los
oiros parametros se mantienen constantes). 5i el cocficiente para DESKS de la funcidn
objetive cae por abajo de 60 — 4 = 56, la base actual va no es dplima, En resumen, a
partir de los resultados que genera LINDOD vemos que si cambia ¢l coeficiente para
DESKS de la funcién objetivo, la base actual se conserva dplima si

56 = 60 — 4 = cocficiente objetivo para DESKS = 60 + 20 = ED
Desde luego, esto estd de acuerdo con los cilculos anteriores.

Modificacion del lado derecho de una restriccién

Efecto en la base actual

Esta seccion trata acerca de como la solucidn dptima para un PL cambia si se modifica el
lado derecho de una restriccidn, Como b no aparece en (10, al cambiar ¢l lado derecho
de una restriceion, e renglém O del tableaw dptimo de conserva sin cambio alguno; al mo-
dificar un lado derecho, no s posible hacer que la base actual se vuelva subdptima, Perp
a partir de (5) v (6), observamos que un cambio en el lado derecho de una restriceion afiec-
tarda el lado derecho de las restnicciones del tablean dptimo. Siemipre giee of lado derecho
de cada restriccion en el tableau dprimo se conserve no regativo, la base acmal se man-

garitore & Amdlisi de senshilidad y deslidad
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Deferminacida del
intervalo de valores

para by para el cual b
base actual es dplima

tiene factible v dptima. 5§ por lo menos un lado devecho en el tlableau dptimo se vieelve ne-
guh'l.-ﬂ, ertances fa base u:']'a.mr.l"n:.l ik &% ﬁu?!ih.l'r 3 p::u' Iy Terdifos, M e ri]:m'mf.r.

Suponga que se desea deferminar qué tanto afecta a la soluciém dptima ¢l cambio de 1a
cantidad de las horas de acabado | by) del problema de Dakoda, En la actualidad, bs = 20
51 cambiamos b; a 20 + A, entonces de (6), ef lado derecho de las restricciones en el ta-
bleau Optimo se transformard en

42 1 1 2 -zll 48

g'la+Al=[0 2 -4 [|20+A4A
R 0 —05 1.5) B
[24 + 2A
=| §+2A
| 2 - 0.54

Maturalmente, para & = 0, ¢l lado derecho se reduce al lado derecho del tableau dplimo
original. 5i esto no sucede, entonces hay un error.

Se puede demostrar que (véase problema 99 que si el lado derecho de la i<fsima
restriccion tiene un incremento de &, entonces el lado derecho del tableau dptimo estd
dado por (lado derecho original del tableau dptimo) + Af{columna i de 87 "). Puesto que
la segunda columna de 5 ' es

2 24
2 y &l lado derecho onginal es -
0.5 2
de nuevo se observa gue el lado derecho de las restricciones en el tableau opiimo es
24 4+ 24
3+ 24
. 2—034

Para que la base actual se conserve Optima se requiers que el lado derecho de cada res-
triccion en el tablean dptimo s mantenga no negativa, Esto quiere decir que la base ac-
tual seguird siendo Gplima 51 v s0lo 51 s¢ cumple lo que sigwe:

M4+35 =0 (51 v sblo si A = =13)
E4+2A =0 (=i y s6lo i A = —4)
2—=05A =0 (=1 y sobo s1 & = 4)

Siempre que A = —12, A = —4, v A = 4, la base actual es factible v, por lo tanto, dp-
tima. En la figura 5 se observa que para —4 = A = 4, la base actual es factible v, por lo
tamto, Gptima. Lo anterior significa que pars 200 — 4 = by, = W0 + 4, es decir, 16 = by
= 4, la base actual es dptima; s se¢ dispone de entre 16 v 24 horas de acabado, BY =
151, k3.1 es Optima, v Dakota debe fabricar todavia escritorios v sillas. 5i by > 24 o 5§
by <2 16, la base actual s¢ vuelve no factible v deja de ser Gptima,

~4s A4
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Efectc an las variables de decision y z

Aun coando la base actual e |.‘|||'I-l!'t'|‘|3 {lﬁ = h: = Eﬂ:l. e mr.nda}?rar:l Tie verliares ofF fax ve-
riahles de decizidn v z, Esto va se tlustrd en ] estudio grifico del andlisis de sensibilidad
en la seccidn 6.1, Para ver como cambian los valores de la funciin objetive v de las va-
riables de decisidn, recuende que los valores de las variables bisicas en la solucidn dpti-
ma estin dados por 8 'b v que el valor ptimo de 7 esti dado por o8 " Al modificar
b cambiardn los valores de las variables basicas v el valor dpiimo de 2. Con el fin de ilas-
trar lo anterior, suponga que estin dispombles 22 homs de acabado. Como 16 = 22 =
24, Ta hase actual sigoe sicndo dptima v, de {6), los nucvos valores de lag variabies hasi-
cas son como sigue (Ja mismo base sigoe siendo optim, asi guee las vunables no bisicas

siguen siendo igoales a Ok

5 1 2 -8 ][48] [28
nl=8w=[0 2 -4 !22=12
1 1] 0.5 1.5/ 8 I

&i estuvieran disponibles 22 hosas de acabado, entonces Dakota deberia fabricar 12 sillas
v solo | escritorio,

Para determinar qué tanto afecta al valor oplimo de 2 un cambio en un lado derecho
apliquemos la fbrnaula (11} Si hay 22 horas disponibles, entonces

48
Nuevo vabor 2 = ¢p8 '(nuevo by = [0 10 10] [ 22| = 300
L8

En la seccidn 5.8 se explica cdmo se pueds utilizar ¢l concepto importante del precio som-
bra para determinar cdmo los cambios en un lado derecho modifican ¢l valor dptimo de =z,

Cuando la base actual ya no es Gptima

5i la modificacion de un lado derecho es tal que la base actual ya no &5 Gpoiuk, [odmo
s¢ puede determinar la oweva base optima? Suponga que modificamios by a 30, Como
by = 24, entonces sabemos que la base actual va no es dptima, 51 construyeramos el ta-
bleau dptimio, verfamos, a pactic de las frmulas de la seccion 6.2, gue la Gnica parte del
tableay optime que cambia es ol lado derechio del renglan O v las restricciones, De (6], el
lado derecho de las restricciones en el tablean parm BV = {1, &y 1} 22

1 2 —& [48 44
B 'h= |0 2 -4 |13n| = | 28
0 —-05 15108 L-3
e acuerdo con (11), ¢l lado derecho del rengldn O es ahorma
4%
cavB ' = [0 10 10] [30] = 380
| &

El tableau para la base éptima, BY = {s;, 53, 2;}, e ahora como s indica en la tabla 6.
Como x = —3, BV va no es factible v opeional, Infortunadamente, este tableau no gene-
ra una sobucion factible bdsica evidente, 5i 2 Y usa como el tableau incial, no s posible
aplicar ¢l algorimo simplex para hallar la meeva solucién Gptima para ¢l problema de Dra-
kota. En la seccitn 6,11 se trata un método distinto par resolver los PLs, el alponitmo sim-
plex dual, ¢l cual se usa para resolver PLs cuando ¢l tableau mmicial tiene uno o més lados
derechos negativos v el cosficiente de cada variable del renghén O es B0 negatnig,
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TABLA 6
Tablnau finad (o Eachbie) pars Dot 81 B, = 30

Wacighl bics

z & 514 4 1lzs + 105y = 380 z = 4H0
- lli; T & T h;_ Hiy = 44 LTl = 44

- x5 + xy I ds; = 28 Iy =28

;. + 1,255 055 + 1.5 = =13 o ==3

En resumen, si el segundo miembro o lado derecho de una restriccion se modifica,
entonces la base actual es dptima =1 el lado derecho de cada restriccidn en el tableau
s¢ conserva no negative, 5i el lado derecho de cualquier restriccidn es negativo, en-
tonces la base actual es no factible, ¥ se tiene que buscar una nueva solucidn optima.

Interpretacion del blogue de Intervalos del
lado derecho de los resultados de LINDO

El blogue de los resultados de LINDO (o LINGO) con el encabezado RIGHTHAND SIDE
RANGES (véase figura 4) proporciona informacidn que se relaciona con lo que un lado de-
recho puede variar antes de que la base actual se vuelva no factible (mientras todos los
oirgs pardmetnos se mantienen constantes), La columna CURRENT RHS da el lado dere-
cho de cada restriccidn, Por lo tanto, para ¢l renghin 3 (la segunda restriceidn), el lado
derecho actual es 20. La columma ALLOWASLE INCREASE es la cantidad maxima que
puede aumentar el lado derecho de la restriccion sin que la base actual deje de ser dptima
(toddos bos odros parametros se conservan constantes). Por gyemplo, s1 las horas de acaba-
do disponibles (sefunda restoiccion) aumenta hasta en 4 horas, entonces la base actual si-
gue siendo dptima. De igual manera, 1a colummna ALLOWABLE DECREASE informa scerca
de la cantidad maxima que el lado derecho de una restriccidn puede disminuir sin que la
base actual deje de ser dptima (fodos los otros pardmetros son constantes), 5i el tempo de
acabado disponible disminuye en mas de 4 horas, enfonces |a hase actual ya no es optima.
En resumen, si las horas de acabado cambian [mientras todos los olros parimetros de la
PL sc mantienen constantes), la base actual sigue siendo optima si

16 = 200 = 4 = horas de scabado disponibles = 20 + 4 = 24

Maodificacién de la columna de una variable no bésica

Se requieren en la actualidad 6 pies tablon de madera, 2 horas de acabado vy 1.5 horas de
carpintenia, para producir una mesa que se vende en 30 dolares. Asimisma, x; (la vana-
ble para las mesas) s no bizica en la solucidén dptima. Esto significa que Dakoda no de-
b fabricar ahora ninguna mesa, Mo obstante, suponga que el precio de las mesas aumenia
a 43 dolares v, debido a los cambios en los métodos de produccion, una mesa requiere 5
pies whldn de maders, 2 horas de acabado v 2 horas de corpinteria. | Con esto cambiaria
la solucidn dptima para gl problema de Dakota? Aqui estamos combiando elementos de la
columna para x; en ¢l problema original (incluso la funcidn objetive). Al cambiar la co-
hsmna para una variable no bésica tal como las mesas no varian 8 (y ') v b. Por lo tan-
to, el lado derecho del tableau Gptimo se conserva sin cambios. Al examinar a (10) se
encucnira que la dnica parte del rengldn 0 que varin es &5; |a base actual seguird siendo
optima si ¥ 2010 5i se cumple £; = 0. Enseguida usamos (10) para calcular el nuevo coe-
ficiente de x; en ¢l rengldn 0. Este proceso se denomina vaborar xy, De (10,

i‘: i EFI'\"E- Il: =0




Observe que egy8 ' todavia es igual a [0 10 10], pero a; y ¢; cambiaron a
5
cy = 43 ¥ wy = |2

5
&=[0 10 m]H—qF—sqn

Como &3 = 0, la base actual ya no es &ptima, El hecho de que & = —3 significa que
cada mesa que Dakota fabrica abora incrementa los ngresos en 3 dolares, Una ventaja
evidente para Dakota es introducir x; a 1a base. Con el fin de determinar la nueva solu-
cion optima para ¢ problema de Dakota se genera el tableau para BV = [5), x5, 1] ¥
luego se aplica el algoritmo simplex. De (3], la columna para x; en la parte de las restric-
ciones del fableau de BY es entonces

1 2 -8 1[5 -7
Blaz=[0 2 -4 [[2|=]|-4
0 —0.5 1.5] L2 2

El tableau para BV = {5}, %3, x;} s ahora como el que se ilustra en la tabla 7. Para en-
conirar la nueva solucidn dptima se introduce x; en la base en ¢l rengldn 3, Esto genera
el fableau dptimo de la tabla 8, Por lo fanto, la nueva solucidn dplima para ¢l problema
deDakotaesz = 283, 35 =3, 5y = 12, x; = L,y = 0, 53 = 0, 53 = 0. Después de
que se modificd la columna para-la vadable no bisica x; (mesas), Dakota debe fabricar
12 sillas y 1 mesa. En resumen, si la columna de una variable no bdsica x; cambia, en-
tonces la base actual es Optima s & = 0. 5i ¢, =< 0, entonces la base actual ya no es Gp-
tima y x; serd una variable hisica en la nueva solucion Gptima.

5i la columna de una varable bisica s& modifica, entonces esto dificulta, por lo regu-
lar, la determinacidn de si la base actual atn es optima, Esto se debe a que ¢l cambio po-
dria afectar tanto a 8 (¥, por lo tanto, 8 B~') y €@y ¥, por consiguiente, todo el rengldn 0
v el lado derecho completo del tablean dptimo, Como siempre, |2 base actual es dplima

TABLA T
Tableau “final™ (mubdpime) pars Daiota con o suews métode de fabricar masss

T g &
_

= Ix + sy + 105y = 250 z = 280
_Iir.l':| + 5y + 1!51_ B}=H j|=“
"'i.I: +I:|_ * 11'2-' -l.:;-ﬂ. .'l'j-ﬂ

x +|§§; — D55 4 15 =2 ¥ o= 2"

TABLA B

r+ Lax + Q.253y + 12255, = 283 r =243
3.8x + 5 + 0285, — 2788 = 31 5 =131
23 + x3 + 3= oy = 12 = 12
0S5r + xa — 0255y + (L7585 = | x = |
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8i ¥ solo & el coeficiente de todas las variables es no negativo en el renglén 0 v el lado
derecho de todas las restriccionss &5 o REZative,

Suma de una nueva actividad

En muchas situaciones, las oporunidades surgen para emprender nuevas actividades. Por
ejemplo, en el problema de Dakota, la compafiia se podria encontrar con la oportunidad
de elaborar oiros tipos de muebles, como mburetes. Si surge una nueva actividad, &s po-
sible evaluarla aplicando ¢ método utlizedo para determinar 51 la base actual ain es op-
tirma después de cambiar la columna de una variable no basica. Mediante el gjemplo
sigusente, s¢ llustra el procedimiento.

Suponga que Dakota planea fabricar taburetes, Un waburete se vende en 15 dblares v
requicre | pie tabldn de madera, | hora de acabado v | hora de carpinteria. [ Deberia la
compania fabricar taburetes?

Para coniestar ¢sia pregunta, defina ry como el nimero de taburetes fabricados por Da-
kota, El tableau mnicial cambia entonces por b introduceion de la columna de x;. El nue-
vo tablean inicial es

z—ﬁllt,—iﬂr;—ll]x;—]ix.. o

HI| 3 F E'.T! + Xy + I+ 5 L I.1ﬂ
dr; + vy + 1.5z, i + &3 = N
.11'| + 15.[2 ¥ U.S‘IJ + Xy T Py = B

A la suma de la colemna de x4 al problema se le llama sama de una noeva actividad.
(0t tanto cambiard el tableau dptimo BY = {5, x5, x;} con la adicidn de la nueva acti-
vidad? Dxe (6) sc ve que ¢ lado derecho de todas las restricciones en ¢l iablean dptimo se
conserva =in cambio. De {10) se ve que el cocficienie de cada una de las vanables antiguas
en el renglin 0 permanece sin cambio, Se tene que calcular naturilmente £, €] coeficien-
ic de la nueva actividad en el renglan 0 del tableau dptimo, El lado derecho de cada restric-
cidn en el tableau dptimo no cambia v |a dnica vanable en el renglén 0 que pusde tener
coeficiente negativo es x,, asi que la base actual es adn Gptima si & = 0 0 se vuelve no
optima s1 & = 0.

Para determingr s una aciividad nueva ocasiona que la base actual defe de ser dpti-
mia, ¢ valora la meeva actividad. Como

ey = 15 ¥ a; = |1
I
s¢ podria aplicar (10} para valorar xy. El resultado es

1
cy=[0 10 H'I][I] 5= 3
I

Puesto que & = 0, s bose actual ain és dptima, De manera equivalente, el costo reduci-
do de los taburetes ¢s 5 dblares. Esto quiere decir que cada taburete producido reducini
el ingreso en 5 dolares. Por esta razém, la compadiia clige no fabricar taburete alguno,

En resumen, 51 una nueva columna (que corresponde o una variable x,) se afinde a un
PL; entonces, la base actual sigue siendo opuma 51 & = 0. 51 & < 0, entonces, la base
actual deja de ser Gptima y x; serd una variable bdsica en la nueva solucidn dptima. En la
tabla % s¢ presenta un resumen de los analisis de sensibilidad para un problema de maxi-
mizacion. Al aplicar las téenicas de esta seccidn a un problema de minimizacion, s6lo re-
cuwerde que un tableaw s optimo s1 ¥ s0lo 51 cada variable tiene cocficients no positivo cn
¢l renglén O v el lado derecho de cada restriccidn es no negativo,

| \H




TABLA B

Fasamen fef aniisis de sencibilidad (prablena fe manmizaciie)

Cambin en el
problena inoa

Efezin on o
iahileau dglime

Lo bass actul ws
aim dphima 5i:

Muodificacion del cochiciente ¢
o bedsicn de la fuscidn objetiva
Modificackin del cosficiente

iy bdsico de la funcion objetive

Modificacién del bado derecha
e una resdrsecian

Varia gl coeficsenie de x;
o 6 el reaglén O dptimo

Poudria cambiar iodo el
rengldn 0

Cambian ¢l lado derecho
de las restricciones

El coeficienie de x; en el

rengln O para la base

acheal es todavin no negative
Cada variahle tiene adn un
coeficiente no negativi

en el renglén 0

El lads derecho de cada
restriceitn todmvia ef no negative

y &l rengldn O
Modificacion de la columna de  Cambia el coeficiente de = El coeficients de x; en el
una varighle x; wo bdsica o en el renghin O ¥ la columna remglan 0 £5 atn no negativo
u.dil:iﬁnd:mmm'l.t‘i.lﬂt:_, d!h‘hﬂﬂr'lﬂtidﬂ:ll

en &l tableau Gptimo

PROBLEMAS

Grupo A

1 En ¢l problema de Dakota demuestre que la base achaal
e dptima si oy, o precio de las sillas, sstisfaee 15 =< ¢y =<
225, Encuentre la nueva solucsin oplima s oy = 21, Deler-
mine asimisme ka nueva sofuciom Gptima si ¢ = 25,

2 Sl = 55 en el problema de Dakota, demuesine que con
la nusva solucidin dptima ne 56 produce ningin escriboro,
3  Demuestre en el problema de Dakota que & la cantidad
de madera {pies tablén) dispomible (b)) cumple &, = 24, la
base actual sigue siendo Optema. Determine la nueva solus
caden dptima si by, = 30.

4 Demuestre que si las mesas se venden en 50 dadares ¥ se
usa un pie tabdén de madera, 3 horas de acabado v 1.5 horas
de carpimleria, la base actual para ol problema de Dakota va
ne ser aptima, Determing la pueva solocion optema,

8 Muehles Dakota planca producir mesas pars computado-
ms domésticas, Una mesa para la computsdors del hogar se
vende en 36 dblares v requicre & pies tabldn de madem, 2 ho-
rs de acabado v 2 horas di carpinterta. [La compafiia debe
fabricar mesas pam compuiadons doméshcas”

B Sugarco teme la capacidad de producir tres tipos de ba-
rras de carnmedo. Cada barra de caramelo esid e

compless de amicar ¥ chocolate. La composicion da cada ti-
o ¥ la utilidad ganada por cada barra de caramelo s¢ propor-
cioman en la tabla 10, Se dispone de 30 onzas de azdear v 100
oreas de chocolate, Después de definir x; como la cantidad
de barras de caramele tipo ¢ claboradas por Sugarco dsia

TABLA 10

Lariadad oa Canticnd de iHilidad
Eaima BN (o] chicalale [pazas] (TG TN
1 1 2 3
2 | 3 1
3 | 1 ]

debe resobver el PL siguiente;
mz=3.r|+Tx;.+§xJ
2 xi+ x+nE N
ey + 3y + x3 = 1
X, X, Iy =0

Lussgo de sumar kas varishles de holgura £, ¥ 55, €l ablean

aptimie &5 como el que se lustra en la bla 11, Conteste lns

pregumias sigubentes utilizando esie tableau dptimo:
a Pam qué valores de wilidad de la barra de carame-
ko tipo | la base actual alm cs dpiima? Si la wilidad pa-
ra o barra & caramelo tipo | fuera de 7 centavos, [oull
seria la nuevn solucion dptima del problema de Sugarco?
b Pam qué valores de wiilidad de la barra de cammely
tipo 2 |a base actual sigee siendo Gptima’™ Si ka utilidad pa-
ra una bharem de carsmelo tipo 2 foera de 13 ceniavos, Joudl
serin ln nueva soluciin dptima del problema de Sugarco?
€& Pamn qué cantidades de nxicar disponible 1n base ne-
rual se mantiens Gpdims?
#  5i hubigra 60 omzas de aeiear, Jewdl serla ks atilidad
die Sugarce? [Culintas barms de cada tipo se deben ela-
borar? | Se podria dar respuesta o estas preguntas si s6-
lo hubéera disponible 30 onzas de aricar?
® Suponga que una barma de caramelo tipo | usa sédo
0.5 oneas de awmhcar v 0.5 onzas de chocolate. | Debe e
tomces Sugarco producir barms de caramelo tipe 17

{Restriocion del azbcar)
{ Restriccion del chocolate)

TaBLA 11

Wanzhle
r ] B 5y L] 5 riky ]
| 3 0 0 4 | KL r = 300
o 1 o 1 ¥ - 25 x=28
o 4 1 0 =i 1 5 =25
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f  Suwgarco proyvects producis barras de caramelo lipa 4.
Com una barma de este tipo gana 17 centavos ¥ requien:
3 onzas de ambear y 4 onzas de chocalate. | Debe Sugar-
¢o elaborar barras de caramelo tipo 47

7 Las preguntas siguientes se refieren al problema de Gia-
petin (secewm 3010, El PL de Chopetio em
max = = _JA.'I:| i 11]-
&0 Ziy + ap = ) (Restriceion del acabado)
¥ + 5= 8 (Resrceida de b carpintera)
X = 40  (Demands limitady de sobdades)
(x; = soldados ¥ x; = menes), Despuds de sumar las varia-
bles de holgura 5, 55 ¥ 54, ¢l @hlesu Hptimo es como ] gue
se ilastrn en ka wbia 12, Utilice este tableau optimo para con-
testar las pregunilas siguientes:
B Dermuesing que siempre que la conmbucion de los
soldados (v,) & la wtilidad esté entre 2 ¥ 4 dblarcs, la ba-
se achual s conserva Gptima. 51 bos soddados coniribu-
yen com 1.5 dolares a lan utilidad, determine la mseva
solacidn dplima para ¢l problema de Giapetio,
b Demucsire que siempre que 1o contribuecion a b uti-
lidad por parte de bos trenes () estd entre 1,50 v 3 di-
lares |a base actual sigue siendo dptima.
€ [Demuestre goe st se dispone de entre 80 v 120 homs
di acabado, la base scnal es dptima. Determine la nise-
vin selcin Opiima pars Clapetio si se taviern disponi-
bles M0 horas de acabado,
d  [Demuestre gue siempre que ba demanda de soldados
sen de por lo menos 20 la base actual seguind siendo
O,
B Cimspetio planea manmafacturar barcos de juguete, La
producciin de un harco de juguete requiers 2 horas de car-
pinteria v | hom de acabado. Lo demancda de barcos de ju-
guicte: s ilimitada. 5i un barco contribaye con 3.5 dilares
a la wilidad, ;deberd Caapetio fabricar barcos de jugoete’

TaBLA 12

e LS FRre RS, v, - . ariabie

IR A A & A Mo hisica

I 0 0 1 I 0 180 r = 180
il | L] 1 -1 ] Fi | I = M
0 0 | 1 20 6 1= 6D
1] 0 L] -1 | 1 T 35 = M)

Grupo B

8 Consdere el problema de Dorvinn Auto (ejemplo 2 del
capitale 3):

min = = S, + 10,

sa T+ =2 (MAD
i+ =M {(WAl)
Xia Wy = L]

{1; = amuncios en los programas de comedia y x; = anun-
cios en el fisthod), El tablesu dptimo se da en In tabla 13, Re-
cucrde qus en el caso de un problema de minimizacin, un
tableau s optimo & ¥ silo = ¢l coeficiente de cada vanabls
e5 oo positivg en el renglon O v el lwdo derecho de cada res-
tricciin €8 no neEgative.
& Determine el intervalo de valores para el costo de
un anuncio en programas de comedia (en ba actualidad
50 000 dilares) para el cual ba base sctaal se conserva
o,
b Encuenire ¢l intervalo de vabores para |a cantidad de
exposiciones MAI necesanas (en [ nchealulad 28 millo-
mes) para la cual la base actus] sigue siendo Optima. 5
s¢ requirkeran 40 millomes de exposiciones MAL joudl
seria la nueva solucidn dpdisma’
£ Supomga que N anancae en un noticianio cuesta 10 000
divlares ¥ Hega 2 12 millones de MAT v 7 millones de VAL
iDeheria Dorian anunciarse en ¢l poticians?

§ Demuestre que sioel lado derecho de la j-fsima restric-
cifn aumenta A, endonces el lado derecho del tableay dptimo
esth dsdo por (lade dereclo original del ableau dptimo) +
ﬂll:ull.unrnfl:l:ﬂ"ﬁ.

TABLA 13

IR N N8

1 o 0 -5 =18 3-M T3-M 3N
¢ 1 0 - - & -L 3.6
e 01 & - -& & 14

6.4 Andlisis de sensibilidad cuando cambia mds de
un pardmetro: regla del 100%"

En esta seccion se lustra ¢l uso de LINDO para determinar si la base actual ain es dprima
cuando cambia mis de un coeficiente de la funcidn objetivo o ¢l lado derecho,

Regla del 100% para cambiar coeficientes de la funcién

objetivo

Hav dos casos por considerar que dependen de si cambia, en el fablean optimo, el
cocficienie de cualquier variable de la funcion objetivo con costo reducido cero.

"Esta socesdn comprende lemas que se pusden omiter sin pérdida de contimuidad.
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Eazo 1  Todas las variables cuyos coeficientes de la Funcion objetivo se modificaron tie-
nen costos reducidos no cero en el renglém 0 Sptimo.

Caso 2 Por lo menos ona varable cuvo coeficiente de 1a funcidn objetivo cambid tiens
un cosio reducido de cero.

En ¢l caso 1, la base actual ¢s Gptima si v sdlo 5 el coeficiente de cada variable de la
fimcitn objetivo se conserva dentro del intervalo permisible” dado en los resultados que
proporcions LINDO (véase problema 10 al fnal de esta seccidn), 5 la base actual es dp-
tma, enbonces tanto los valores de las vanables de decision como la funcidn objetivo se
mantiensn sin cambio. 54 el coeficiente para coakgquier variable de Iz funcidn objetivo es-
ti fuera del intervalo admisible, entonces la base actial ya noe o5 Gptima.

Los dos ejempios siguientes del caso | 3¢ refieren al problema de dieta de la seccion
3.4. Los resulisdos de LINDO para este problema se presentan en In figura 6.

Regla 100% para coeficientes de la funcion objelive 1

Suponga que ¢l precio de las barras de chocolate se incrementa a &0 centavos v una re-
banada de paste] de queso con pifia disminoye a 30 centavos, [ La base actoal sigue sien-
do optima” Cual seria ln noeva splucion dplima’?

Solucidn  Tanto las barras de chocolate como @ pastel de queso con pifia tienen costos reducidos
no ooro, por cso s el caso 1. A partir de la figora & v el andlisis del caso 1 s¢ ve que la
bage actual és dptima 51 v sblo 5

225 = 50 = 27.5 = costo de una barra de chocolate = 30 + = = «
30 = B0 = 50 = costo de una rebanada de pastel de queso con pifla = 80 4+ = = =
Puestio que los nneves precios satisfacen ambas condiciones, ka base actual sigue siendo

optima. El valor aptimo de = v el valor aptimo de ns variables de decision se conservan
tambign sin cambio,

Regla del 1009 para coeficienles de la Tunchon abjetivo 2

Si Jos precios caen s 40 centavos en el caso de la barra de chocolate v a 25 centavos en
¢l de la rebanada de pastel de queso con pifia, jla base actual sipue siendo Spiima?

Bolucidn Al examinar la figura & se ve que s aplica de ouevo ¢l caso 1. El costo de la barra de
chocolate se mantiene en su intervalo admisible, lo cual no sucede con el precio del pas-
il de queso con pifia. Por lo tanto, ka base actual va oo es Optima v s¢ tiene que volver
a resolver ¢l problema.

En el caso 2, &5 postble demostrar a menudo que la base actual es atm dptima al aplicar
la Regla del 100%:, Sca
¢; = ooeficiente original de la funcién objetivo para x,
Ac, = cambio en ¢
I, = meremenio permisible maxime en o; pars el cual la base actual sigue siendo
dptima (a partir de los resultados de LINDA)

0; = decremento permisible méiximo en ¢; para ¢l cual la base actual ain o5 Gptima
(a partir de los resultados de (LINDO)

"Bl intervalo admisible para o es el ingervale do valores para el cusl ia base actel sipue siendo dptima
{supomicndo que silo ¢ cambug)
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FIGURA B
Resultades da
LINDD para el

problema de la dieta

HTH S0 mR & 38 IC &« 30 COLA 4+ EO PC

SUBJECT TG
3} 00 BR + 200 IC + 150 COLK = 500 BC o»= 500
1h 3 BR # 3 IC == 1
4 2 HR # 3 IC & & OOLA & & BC »= 10
1] d BR #+ 4 IC + COLA + 5 PC ==
2]
LF OFTINDE POUIND AT BTEP El

ORTBCTIVE FUNCTTON WALLE

£l 90, 02000

VARIABLE WALIE FEDIKEDR O0ST
b 1 o, 00600 29 R00000
IT 3. 20000 0. R0
COlA 1. 000000 0, 00=h00
B 0. 00e0ns 50, 00050
A SLACE OB SORPLUS DOAL PRICESR
20 50009009 9, 06000
31 0. 00anga -2 . 500000
di i [ Bl [ ) 7. 500000
- 5§ . 000000 &, 300000

HO. ITERATIONE= 5

RABJES IN WHICH THE BASIE IS UNCHANGED

HRT COEFFICIENT RRRGES

VARTIABLE CIMKRENT ALLOWAELE ALLOMAELE
mnl g LI KA DECHERSE
BE 53. 000000 INF IHITY 27 . 500050
Ic 20, 00030 18.333334 5. 0GD0e0
OOLK I 000000 10 . 00000 0. 000000
[ 4] BG. D000 INFIRITY 50. 030000

BIOHTHAND EIDE RARIES

R CURRENT ALLOWABLE ALLOWABLE
RIS INCHEASE OECREASE
r- 500, 050000 250, Go0300 IRFIRITY
3 b . BU0G00 4 . 00000 2. 857141
i Lo, ¢DoGD0 [HFIRITY 4 . 00G00
5 i, 00300 5. F0OS00 THFIHITY

Para 1oda variable x, se define la razin rp2

: Ae
Si A= 0, rp - e
!,
-4
Si Ac,s0, r=—U
D

51 ¢; se mantiene s cambio, entonces r; = 0. Por lo tanto, r; mide ln razon del cambio
real en ¢; con respecio al cambio admisible méximo en ¢; gue podria mantener oplima la
base actual. 51 sdlo un coeficiente de la funcidn objetivo cambiars, entonces la base actual
seguiria siendo dptima si r; = | (en forma equivalente, si ry, expresada como porcentaje,
fuera menor o igual a 100%). La regla del 100%% para los cocficientes de la funcidn ob-
jetivo es una generalizacion de esta iden. Esta establece que si Tr, = |, entonces, se pue-
de estar seguro de que la hase actual continda siendo Gptima. i Zr; > 1, entonces la base
actunl podria ser dptima o podria no serlo; no podemaos estar seguros. 51 la base actual si-
gue sicndo Gptima, entonces los valores de |as vanables de decisidn se conservan sin cam-
bio, pero el valor optimo de = podria variar. 5i desea una demostracion de la regla del
1007 refierase a Bradley, Hax, v Magnanti {1977). La demostracion se esbozn en el pro-
blema 11 al final de esta seccidn.

Los dos ejemplos siguientes del caso se refieren al problema de los muebles Dakota,
v con ellos se ilustra el uso de la regla del DO0%.
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La base ya no s optima

Suponga que el precio del escritorio aumenta a 70 dolares v que el de las sillas dismimaye
a 14 dolares, ;La base actual sigue siendo optma’™ ;Cudl es el nuevo valor Opamo de 27

Puesto que los costos reducidos de escritorios v sillas son cero (son variables bisicas), se
tiene quie splicar la regha ded 100% para determinar si la base actual ain es Gptima. Se poe-
den escribir las scuaciones signientss tomando en cuenta que x| = SCALOOOS, x> = MEsas
v ¥y = sillas:
Agy = T0 — 6 = 10, Iy =20, ENiHICES =
Agy = 18 — 20 = -2, 0y = 5 entonces L

Aoy =0, entonces rq = 1}

= .5
=04

L.I.'EE

Como py + /p + /= 009 = |, |a base acteal ain es optima, Otra manera de analizarlo
es la siguiente: ¢; cambid 50%% de la cantidad que estaba “permitido™ cambiar v ¢y cam-
bidr 40% de la cantided que estaba “permitido” cambiar. Como 5076 + 40% = 9fs =
100, la base actual sigue siendo dptima,

La base actual se mantiene dplima, por es0 los valores de las variables de decision no
varian, Obsérvese gue ¢l ingreso de cada eseritorio se incrementd 10 dolares v el ingre-
&0 de cada silla se redujo 2 dolares. Dakota todavin fabrica 2 escritoros v § sillas, asi que
el ingreso sumenta en 2{10) — B(2} = 4 ddlares v es cotonoes 280 + 4 = 284 dilares,

Regla del 100% y base optima 1

Demuestre que 51 el precio de las mesas aementa @ 33 dblares v el de los escritorios
disminuwe a 58 didlwres, 1o regla del 10056 no indica 51 s bise wciual continda siendo
Optima.

En este caso,
Ac, =S5—60=-2, D=4  cotonces ry =5 =05
A, = 33 — 3 = 3, Iy = 5, entonces 3= % = {16
Ay = 0, entonces ry =1

Comory +rs+ =035+ 0640=117>1,largla del 100% no da informacion
acerca de si la base actual es oplima.

La regla del 100% cuando se modifican los lados derechos

Hay dos casos por comsiderar, que dependen de s1 alguna de las resincciones cuyo lado
derecho se modifica es activa:

Caen 1 Todas las restmcciones cuyo lade dereche se modifica son restricciones nactivas,

Caso 2 For lo menos una de las restricciones cuyo lado derecho cambia es una resiriccion
activa {es decit, tiene holgura cerc o cerc excedente]).

En ¢l caso 1, la base sctual sigue siendo dptima si v sdlo & cada lado derecho se mantie-
ne dentro de su intervalo admisible.” Entonces los valores de las variables de decision v
la funcifin objetivo dplima se conservan sin cambins. 5i el lado derecho de alguna res-
triceion queda afuera dé su intervalo admisible, entonces la base actual va no es dphima
{wiase problema 12 af final de esta seceyon). Los ejemplos sigoientes referentes al proble-
rt e Ly dieta iluestran la aplicacion del caso 1.

"El ineerv ey admishle pare un lade derectn b, es el intervnlo de walores pars el ozl la hase somund es dprms
{51 80 HEgdnE Qe 0D cambain [ oings partimelros del PLY
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Mueva solucion aplima

Suponga que las calorias necesanas dismanuven a 300 calorias v que la grasa necesania

aurnenta a 10 onzas. [ Sigue siendo dptima [a base actual? ;Cual 5 la nueva solucion dptima?
Sodcidn  Tanto la restriccidn de las calorias como la restriceion de la grasa son inactivas, por eso

se aphica el caso 1. En la figura 6 se ve que los mtervalos admasibles para las restriccio-

nes de las calorias v la grasa son

“o o= 500 - = = calorias necesarias = 500 + 250 = 750
—® = § — & = grasa necesaria = B + 5= 13

Las nevas contidades necesanas de calorias v de grasa se copservan dentro de sus inter-

valos admisibles, asi gue la base actual es atn Gptima. El valor dptime de 2 v los valores

de las variables de decisidn no cambian.

La base ya no o5 aptima

Suponga gue ks cantidad de calorias necesania disminuye 8 400 calorias v que la grasa ne-
cesara anmenta a 15 onsas. [ Todavia es dptima la base actual?

Solwcion La cantwiad de grasa necesania va no estd dentro de su intervalo admasible, por eso la ba-
se actual ya no es dptima.
I T O T

En el caso 2 se puede demostrar que la base actual sigue siends optima por medio de
otra version de la regla del 10:0%. Sea

by = lado derecho actual de la j-ésima restriccion (del renghin 7 < 1 en bos resultados
gue proporciona LINIDH)
Aby = cambio cn By
l; = incremento permisible maximo en b, para el cual |y base pctual sigee siendo
opiima {a partir de los resuitados de LIMDICH)
[ = decremento admigible méixino on b; para ¢l cual 1a base actaal atn ¢z Gplima
{a partir de los resultados de (LINDO)

Para cada restriccion, caleule la razon g

Si Ab =0, »=

~|g

I
|4

Si Ab =0, r=

-

51 s6lo se modificara el lado derecho j-ésimo, entonces la base actual seguiria siendo &p-
tima 5 r; = 1. Obsérvese asimismo que ¥ 3 la fraceion del cambio admisible mdximo
{en el sentido de que la base actual se conserva optima) que ha ocurrido en b, La regla
del 100 establece que & Xr, = 1, entonces la base actual es optima. 8i Xr, > 1, enfon.
cizd la base actual pu.'ui:‘:'u O i Ser -:".l]'.|l'irr|.;.|; iy B85 '|1|.1xi.1'.||= el segund | veéase una demosira-
cidn preliminar de este resubadoe en el problema 13 al final de esta seceibn), Los gjemplos
sigurentes thustmn ] uso de la régla del 100F% para bos lados derechos.

La base se consarva optima

Suponga que estin dispontbles 22 hormas de acabado ¥ 9 de carpinteria en el problema de
Drakota, JAGn es Optima la base actual?

Soluclin Las restricciones de acabado v carpinieria son activas, por eso cstamos on el caso 2 v
necesitamios usar la regle del 100%s,
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Ab, = 0,
Abh, =22 =MW =2
Aby =9 —%=1,

entoncss

L'l =l
Iy = 4, enlonces Fy = ; =
=2, Cntonces r3=;=

Puesto gue 7y + 73 + F3 = 1, 1 base actual sigue siendo optima.

Regla del 100% y base aplima 2

Para €] problema de ky dieta, suponga quoe la cantidad neccsaria de chocolate aumenta a 8
onzas, v la de aztcar disminuye a 7 onzas, JAGn ¢ Ophima la base achual?

by =8 =b6=2,
Aby=7—10= =3,

Las restnicciones de chocolate y amiCcar son activas, asi que estamos en cl caso 2 y nece-
sitamos usar la regla del 100846,

¥

=5

L= 4, ;
L =078

ﬂj=4.

entonces Fy =
enlonces Fy =

Afy = 4Aby = 0, entonces £ = g =0

Puesta que ry 4 r; 4+ ry + rg = 125 > 1, la regla del 100% no proporciona informacion
alguna acerca de si la base actual sigue siendo dptima,
. -l SR

PROBLEMAS

Grupo A
Las preguntas siguienbes se refieren al problema de la dicea:

1 51 el coste de una barra de chocolaie es 70 contavos, ¥
una rehangda de pastel de queso cuesta b0 centavos, [la ba-
se actnal sygue sicnda Gptims?

2 5i ¢l costo de una barra de chocolate es 20 cenfavos y
ura rebanadas de pastel de quess &2 de | dolar, [la base -
1l sigues siendo Gptima’™

3 50 la cantidad necesaria de grasa disminye 4 3 onene v

la cantided de colorins aumenta a 800 calorms, jla base @o-
taal se mantbene dptima’

4 5i la cantidad nicesana de grasa s 42 & onens vy Ia
cantidad de calorias os e &,  ka base aciual se mantic-
ne aptima’?

§ Demuesire que ba base sclual sigue siendo apiima s el
precin de una botelka de bebida de cola es 15 centavos v 2l de
ima rebanada de pastel de guese es de 60 cenlavos, (Ol
szri | mueva solucion optima del problema d2 la dieta?

B Demassine que la hase actunl sgue siemdo Gplima 51 8¢
requicren § onzas ds choenlate v &0 calorias

Las pregunias siguienics se refieren al problemn de Dakoda,

T Supongs que el precio de un ssertarig 25 de 65 dolares,
ef de uma miesa es de 23 didlares v el de una silla es de 18
dilares, Demmsestre que la hase scrual spue siende dplima,
JCnil &5 el nuevo valor Gptsmo de 27

B Su'pnng_n e e digpone de 6 paes ablon de maders y
23 horas de acabndo, Demucstze que 1 base actual sigue

stendo Gpluma,

9 Suponga que s dispane de 40 pics tabdén de madera, 21
homas de acabado v 5.5 homs de carpmteria, Demmuesbre que
la base actual siguwe siendo Spiima.

Grupo B

10 Demuestre 2l resuitado del caso 1 para los cocficientes
di la fascidn objetivo,

1M Con gl fin de ilustrar ka validez de la regla del 100%
para los cosficientes de b funcion objetiva, considers un PL
coi cislno variables de decision (3, 55, 0y ) v doa res-
treocionss en los ouabes ©; v x; son vomables basacas en la
hase dptims. Suponga que (5 s0ko cambiara wn solo coefi-
ciente de la funcidn objettve) se sabe que la base achss| s
dptima para Ly = e = U w Ly = 0y = LY, Supongs que
cambiamos &) & ¢ = ¢y + A0y Vop o = oy + Aeg, don-
de Ay = 0 v Aey = 0, Sea
Ay Ay
; =y ¥ - =n
Uy — e rp — b

Dremresstre que &1 py 4+ ry == 1, la base sctual s¢ manticne
optiena. Sugerencia: cualguier vanable x; es valuada en
euyvE'm, = ¢, Para demostrar que para los nuevos valones
de &) ¥ ¢, todas las varables sun valusdas no nepatives aphi-
can ¢l becho de que

[1-';- o) = "I.[r-"ll- 'l:':] + rafey Lol + {1 — ry — Py 2]
12 Demuesire ¢l resultado del caso | para bes Lados dere-
chos. Aplique el hecho de que 51 una resimiccion es inactiva
en 13 solecidn Optima, emoncss su varable de belguma o de
excedente esth en la base aciual oplima, ¥ L& colummna oo

rrespondiente de B! tendrd un salo | v los demis elemen-
toa. serdn ipuabes a 0.

13  En este problems se proporciona una demostracion sin
detalles de la regls del 100% para bos lados derechoa. Con-
silere uma PL con dos resinicchones v bados derechos &y v
iz, Bupongs que =i sdle uno de 1os lados derechos cambia-
o, L base sigue sicndo dpthng para Ly = by = 0 y L, =

chrivoLn & Midsis de sensibildad y dualidad



by = Uy Suponga que el lado devecho cambiaa by = b +
Ab, y B, = by + Ab,, donde Ab, > 0 y Ab, < 0. Sea

A, b,
i r.'-| . I'J'| i ‘ﬁ:. T I._z

Demuestre que st vy + ey = 1) |2 base actual sigue siendo
aptima. (Sugerencin: usied debe demostrar que

-

=[]

i =

by i

Apligue el hecho de gue

51, b2l = nlU By + welby. Lg] + {1 — 7y = rilBy, ]
para demostrario.)

6.5 [Determinacion del dual de un PL

Asociado a un PL hay otro PL llamado dual. Es esencial conocer la relacion entre un PL
v su dual para entender los femas avanzados de programacion lineal v no lineal, Esta re-
lacitin es importante, porgue nos brinda reflexiones ccondmicas interesantes. El conoci-
miento de la dualidad también proporcions mayor capacidad de penetracidn en ¢l andlisis
de sensibilidad.

En esta seccidn se explica como determinar el dual de cualquier PL; en la seccidm 6.6
s¢ trata la interpretacion econdmica del dual, ¥ la relacion que existe entre un PL ¥ su
dual se trata en las secciones 6.7 a 6,10,

Cuando se toma el dual de un PL dado, nos refernimos a él como ¢l primal. 51 ¢l pn-
mal es un problema de maximizacion, entonces ¢ dual serd un problema de minimiza-
cidn, ¥ viceversa. Por cuestiones de conveniencia, las variables para un problema de
maximizaciom se definen como =, Xy, X1, . . ., X, ¥ las vanables pam el problema de mini-
IEZBCION, COMD W, Vi, ¥, ..., Ve Primero se explica cimo determinar ¢l dual de un pro-
blema de maximizacion en el cual se requiere que todas las varables sean no negativas v
todas las resfricciones sean restricciones = (llamado problema de maximizacién nor-
mal). Un problema de este tipo se puede escnbir de la manera siguiente:

mMax @ = g3y + caky + o F o,
88 @k F gyt oot 3= by
anxy + @k + o+ G0, S b (16}
Ol T dymaL e A [ = brn
el (j=12,....n)
El dual de un problema de maximizacidn normal como (16} se define como
min w = by + bayy + o + b
58 gy + dgFs F o F Gaie =6
@l T anks T T dale = 02
: . e {7

@bt T s T F el =
w2l (i=12..

Un problema de minimizacidn tal como (17) que tiene todas sus restricciones 2= ¥ fo-
das las variables no negativas, se denomina problema de minimizacién normal. 5i el

primal es un problema de minimizacidn normal tal como (17), entonces definimos gue
el dual de (17} es (16).

Determinacién del dual de un problema de maximizacién o
de minimizacion normal

Un método tabular facilita encontrar el dual de un PL. Si el primal es un problema de ma-
ximizacion normal, entonces se puede beer de Lado a lado {tabla 14 ¢l dual s¢ encuentra

6.5 Determinaciie del doaf de wm PL




TABLA 14
Determinaciin del dual de ua problema di mizimiziciin o fe milinimsm nama

ma
min w e = (% = W = (g, = W
Ty Iz T
= 0) W iy iy dyq =b
=] ¥a & Tz G1q =hy
(Ve = 0) L' [+ (- (- Sihy
=c, =0 =c,

al keer hacia abajo. D igual manera, =i ¢l primal s un problema de minimizacion mor-
mal, 52 ke encuentra al leer hacia abajo; el dual se determina al leer de lado a lado de la
tahla. El uso de la tabla se ilustra mediante la determinacion del dual del problema de Da-
kota v el dual del problema de la dieta. El problema de Dakota es
mz=ﬁﬂt|+3ﬂrz+1"ﬂ13
5.4 By 4+ By 4+ xpy =48 (Restnccion de la madera)
drgy 4+ ey 4 LAxy = 20 (Restriceibn del acabado)
2y, + Lix; + 0.5x; = 8 [ Restriceion de la carpinteria)
Xy, X, Xy =0

xy = cantidad de escritorios fabricados
xy = cantidad de mesas fabricadas
xy = cantidad de sillas fabricadas
5i aplicamos el formato de la tabla 14, leemos el problema de Dakota en la tabla 15,
Entonces, si leemos hacia abajo encontramos que el dual de Dakota es
min w = 48y + 20y, + By
s B+ 44+ D =60
Gy + 2y + 15y = 30
¥ o+ L3y * 05w = M0
Yiu¥uya =D
El método tabular para la determinacidn del dual hace evidente que la restriccidn dual
i-&sima corresponde a la variable primal i~tsima x;. Por gjemplo, la primera restriccion
dual corresponde a x; (escritorios), porque cada ndmero proviene de la columna de x; (es-

TaBLAa 15
Dearminaciin del dusl del prablemz g8 Dbty
e F

i w =8 k=8 in=0

T Ay L
h =0 ¥ 8 3 1 =48
{¥2 = ) ¥y 4 2, 1.5 =X
(3 = 0) ¥ 2 1.5 0.5 =8

=6 =30 =20
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critoriog) del primal, De igual manera, la segunda restriceion dual corresponde a x; (me-
sas), ¥ |a tercera restriceion dual corresponde a x; (sillas). De la misma manera, la waria-
ble dual v se asocia con la i~ésima restriceion pnmal. Por ejemplo, y, se¢ asocia con la
primera resiriccidn primal {restricciin de la madera) porque cada coeficiente de v, en ¢l
dual proviene de la restriccidn de la madera o de la disponibilidad de madera. La impor-
tancia de estas correspondencias entre ¢l primal ¥ el dual se aclara en la seccion 6.6.
Enseguida se encuentra ¢l dual del problema de la dieta. Puesto que este problema es

un problema de mimmizaciim, se sigue la comvencion de usar w para denotar la funcion
Objetive ¥ ¥y, V2, ¥a ¥ ¥4 para las variables, Enfonces ¢l problema de la dieta se podria es-
cribir como sigue

min w = 50y, + 20w + 3y + By,

50 40y, + 200y, + 150w, + 5300y, = 300  (Restnecion de las calorias)

I+ D = f (Restriceidn del chocolate)
2+ D+ A+ A= 10 {Restriceitn del azicar)
2+t dnt+t wmt+ =1 (Restriccion de la grasa)

YiuFny, a =0
donde
¥ = barrag de chocolate ingeridas diaramente
¥: = bolas de helado de crema de chocolate mgendas por dia
botellas de bebida consumidas al dia

rebanadas de pastel de queso y pifia consumidas al dia

Fa

F¥a

El primal e5 un probdema de minimizacion normal. Por eso lo podemos leer hacia abajo,
v 50 dual se bee de lado a lado, en la tabla 16. Encontramos que el dual del problema de
la dieta es

max = = 5x; + Gxpy + 10k + Bxy

58 400z, + 3y + Ixy + 22y, = 50

200x; + Zxs + Loy 4 dxy = 20

| $0x, + 4+ =3

S + 4x; + Sxy = B0

Iy X3 Xy, 0y =0
Como cn el problema de Dakota, s¢ observa que la resiriccibn (-&sima dual cormespon-
de a la variable i-ésima primal. Por ejemplo, se podria pensar que la fercera restncckon
dual es la restricoitn de la bebida. Asimismo, la vanable i-&sima dual cormesponde a la

restriceion j-dsima primal. Por ejemplo, 2 podria pensar que xs (la tercern variable dual)
= la vanable del amcar dual.

TABLA 18
Determinachin del dual del problema 6 la distn
mE
min W fn =0 g = 0] fry = 0] (e = 0}
X X3 Xy LS

(y = 0) ¥ 400 i 2 2 =3
(32 =0} 12 204} 2 2 4 =20
(el k] 150 0 4 | =30
(W= ¥ 510H) i 4 5 =80

2= 501 =6 = =48
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Determinacién del dual de un PL no normal

Infortunadamente, muchos PLs son problemas de maximizacion o de minimizacsin no
normales. Por ejemplo,

mix 1 = Ly + xy

.4 I+ =]
111—.1'1213 {1‘-.1
.|'1_.T:E|

xy =1, x; nIR

o 25 un problema de maximizacion normal porque hoy una restriccion =, una restric-
ciin de igualdad y tiene una vanable sin restrniccion de signo. Considere ¢l siguiente co-
mo ofra ejemipbo de PL no normeal
min w = 2y + 4y + Gy
5.4 Mttt
Ly — k=
Btmh=

z

1

i e
v + » =3

]

Eziz PL 28 un problema de minimizaciin no normal, porque contiene una restriccion de
igualdad, una restriecién = v una variable que no tene restmiceidn de signo.

Por fortuna, se puede transformar el PL en una forma normal ((16) o (17)). Para pa-
gar un problema de maximizacidn en la forma nommal se procede como gigoe;

Pasa 1 Multiplique cada restriccidn = por — ] para comvertirla en una restriccion = FPor
ciemplo, en (18], Zx, — x; = 3 s¢ transformaria en — 2y + 3; = — 3

Paso 2 Heemplace cada restriceion de igualdad por dos restricciones de desigualdsd (una
restriccidn = y una restniceion 2. Loego comvigria la resinecion 2 en una restrccidn =
Por ¢jemplo, en (18), reemplazariamos x; + x; = 2 por las dos desiguabdades x, + x; = 2
¥ ¥ + x3 = 1, Enfonces convertifiames £y + 13 = 2 en —3; = 13 = —1 El resultado
neto o5 que xy + xp = 2 es reemplazado por las dos desigualdades x) + = 2y =5y —
I 5 -2,

Pase 3 Como en la secodn 4.14, reemplace cada variable nrs x; por x, = @' — x; don-
de r = 0y af = 0. En (18) reemplazariamos r, por x2 — 15,

Después de terminar estas transformaciones, las ecuaciones (18} s¢ convirtieron en ¢l PL
{egurvalente) siFuente:

max £ = g + x; — 135
5.8 tn-—s5=2
=g =x3 Fa5= =2
-2 fap— xS 3
=xyfaz=|
i, 5,5 =0

(%)

Puesto que (187} s un problema de maximizacion normal, se podrian usar (16) ¥ {17) pa-
ra encontrar ¢l dual de (187,

51 el primal no es un problema de minimazscion normal, entonces es posible transfor-
marls en un problema de minimizociin normal come se indica a continuacidn:

geritoLn & hndiiss de sensiilbiad § dwalidad



Paso 1 Convierta cada restriceion = en una restriccidn = mediante la multiplicacion
por — . Por ejemplo, en (19), 2y, + 3 = 3 se transforma en —2y, — y, = -3,

Paso 2 Reemplace cada restriccion de igualdad por una restriccion = ¥ una restriccion
#=. Luego transforme la restriccién = en una restriccion 2. Por gjemplo, en (19), la res-
tricciém ¥ + ¥ = 1 s equivalente a y; + 1 = 1 ¥y + = 1. Al transformar »; +
¥i=len =y — vy = =1, 3¢ observa que es posible reemplazar la restriccion yy +
¥a = | por las dos restricciones 1 + =1y —w — = -1

i

Paso 3 Reemplace cualquier varable nrs v por = v, — 3, donde w) =20y v =2 0. 51
se aplican estos pasos a (19), ¢ obtiene ¢l problema de minimizacidn estindar siguiente:

min w = ¢ — 3 + 4wy + by

L i Vitdng+ =2
- M - n=l
wt+ =l (%)

- nm—bn=-l
i +Y- 2
YaYur¥a =0
Comen (197 g5 un problema de minimizacién nommal en la forma estindar se podria usar
(161 v {1 T) para encontrar su dual,

Es posible hallar el dual de un FL no normal sin efectuar todas lns tnsformaciones
gue s¢ han descrito usando las reglas siguientes.”

Daterminacién del dual de un problema de maximizacién no normal

Paso 1 Llone la tabla 14 de tal manera que ¢l primal se pueda leer de Lado a lado.

Paso 2 Luego de efectuar los cambios siguientes, el dual se puede leer hacia abajo de la
mancra usual: (a) 51 la restniccion -ésima del pnmal es una restnccion =, entonces lo va-
riable ¥, correspondiente tiene que cumplic v, = 0, (b) 51 la i-ésima restriccion pomal o5
una restriccion de gualdad, entonces la vanable dual v, ahora no tene restriccion de sig-
nio. {c) Si la vanahle -ézima primal no tene restriccion de signo, entonces la restriccion
f-tzima dual serd una restriccidn de igualdad.

Cuando este metndo se aplica a (18), el formato de la tabla 14 genera la tabla 17, Se han
marcado mediante un asterisco (*) los lugares donde se tienen que usar las reglas para
determinar parte del dual, Por ejemplo, x; ors ocasiona que la segunda restriccion del dual
seh una restriccion de igualdad. Asimismo, la primera restriccion del primal, por scr una
restriccion de igualdad, hace a y; nrs, v la sepunda restriccion del primal, por ser una res-
triccion =, hace a ¥; = 0. Al agregar la informacion faltante al otro lado de los luganes
con asterisco se obtiene la tabla 18, Al leer el dual hacia abapo se hene

min w = 2iy + Iy + oy
5.4 R s Rl s ]
V= == |
s n=0ynz=0
En la seccidm 6.8 s¢ ofroce una explicacién infuitrva de por gué una restriccion de igual-
dad genera una vanable dual sn restriccion de signo, ¥ por qué una restriccion = da una
variable dual negativa,

Se pueden utilizar las reglas siguientes para encontrar el dual de un problema de mi-
nimizaceon o normal.

"En los problemas 5 v 6, al fimal de esta seocian, se denwestna que ostas roglas son consisbenbes con tomar ¢l
dual del FL tansformado por medio de (L&) v (1T).

6.5 Oeterminacida del dual de o PL iyl




TamiLa 17

Determinaciin del dual ded PL (1E)
LT
min =0 mw
Iy Iy
# 1 1 =
¥ 2 =1 =i
(s = 0} P | -1 =]
=2 =]
TaBLA 18
Daterminaciin del dual del PL (19 (confinuaciin)
— WEE
mis s =0 % )
Xi Lz
{ ¥y nrs} i | 1 =
(1= 0) I 2 =1 z3
(w20 W | —1 =]
=k =]

Determinacién del dual de un problema de minimizacién no normal
Pase 1 Escriba ¢l primal de manera que sc pueda leer hacia abajo en la abla 14,

Pasa 2 Excepto por los cambios siguientes, €l dual se puede leer de un lado al otmo de
la tabla: (a) si la i-ésima restriccion del primal es una restriccion =, entonces. 1a variable
x, dual correspondiente debe satisfacer x;, = 0. (b) 5i la i-€sima restriceion del primal ex
una restriccidn de igualdad, entonces la varable r, dual correspondiente no debe tener res-
tricciones de signo. (c) Si la i-ésima variable primal y, no tiene restriccion de signo, en-
tonces la i-ésima restriceidn del dual es una restriccion de igualdad.

Cuando este método se aplica a (19), s¢ obtiene la fabla 19, Los asteriscos (*) indican
donde se deben usar 1as nuevas reglas para determinar partes del dual. Como y; no tie-
ne restriccion de signo, la primera resiriccion del dual es una igualdad. La tercera res-
tricciom del primal es una igualdad, por eso la vanable x; es nrs. Por altimo, como la
cuarta restriccidn primal es una restriccidn ==, la cuarta variable x; del dual debe satis-
facer xy = 0. Ahora ya 32 puede completar la tabla (véase tabla 200. Al leer &l dual de un
lado al otro se tiene

TABLA 18
Beswrminacite fal fual el PL (18)
e

nia w fn =0 [ = 0

Ky X3 I iy
Wy mrs)* Vi 1 1 0 2 2
vz = 1) ¥a 2 0 1 1 =4
(W= M I =] | 0 =h

=22 ] - =3
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TaBLA 20
Deferminaciée g dual 45l PL (19) (condnuacide)

117 1 4
mn " (v =0 g = 0} [ = am) s =1
I| .I! .l'_:, .'|:,,|
{v rs) ¥i 1 | 0o 2 i
(py =0 W 2 ] i 1 =
a=0) " I =1 ! 0 =5
=2 =1 = =3

max z = 2x; + ¥ + 53 + diy

X T X; F I".'q =2}
1z, Fry+ o xy=4d
X — X3 g X3 = fh

Xy, X =0, 3y onrg, xy =00

El lector podria comprobar que con estas reglas, el dual del dual es siempre el primal.
S ve ficilmente en el formato de la iabla 14 porque cuando usted obtiene el dual esta
cambiando de nuevo el PL a su posicion original,

PROBLEMAS
Grupo A
Encuentre ¢l disal de los PLs sipuientes:

1 maxz =L + 15
5.8 n+ s

B0 x t+ 1y = 5
2+ 3 =1
1!:-_-+_I-|-={|n

X + x5 = 4

Xy = ), X5, %y AFY

4 minw =4y + Iy —n
5.4 o+ e =6
Y= F + J.'_h =g

¥ia ¥3 = Ak, ¥y Ors

Grupo B

§ Esie problema demuesira por qué ks vanable del dual para
una restricciin de igualdad no debe terer mesinicciom de sagmo,
& Aplique las reglas dadas en el texto para hallar el
cheal de
mix z = x5 + Iry
L | ll| + X3 = b
.11.'| + X3 = 5
K. X3 =1
b Abom ransforme ¢l PL del imciso (1) eni la forma nor-
mal. Obsenga ] dual del PL transformado medisnte {16)
¥ {17} UL1|II:IE_'|-'JI- y_ﬂ'-::.lmu ks vanables del dual parn lns
dos restineciones del pnimal denvadas de 2o + 13 = 5,
€ Sustitaya y; = b3 — 7 en la respoesta del meiso (bl
Ahora demsestre que los dos duales ohienidos en los in-
cisos (0) ¥ (b) son equivalentes.
B Esie problema demuoesira por gqué una vanable v, del
dual que corresponde a una restriceidn 2= en us problems de
maximizacion debe satisfacer 5, = b
a8 Medianie las reglas dadas en el texwe encuenre el
dual de
mix 2 = 1x, + x;
5.3 I + Xy = 1
-5 tar =2
Xy, Xp = [
b Transforme el PL del incio (a} en un problema de
maximizacion nommal. Lusgo ase (16) v (17) para bhallar
el dual del PL tramsformado. Sea 7 la vardable del dusal
correspondienie a la segunda restniccitn del primal.
€& Demuesire que, al definir §; = —y4, €l dual en ¢l in-
ciso (a) es equivalente al dual del imciso (B
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6.6 Interpretacion economica del problema dual

Interpretaciéon del dual de un problema de maximizacion

El dual del problema de Dakota es
min w = 48 + 2y + 8y
X By + o+ vy =60
Gy, + 2y + L5y =30
¥+ LAy + 05y = 20

{Restriceidn de los escritorios)
{Resiriccion de las mesas)
i Restriccion de las sillas)

(21)

Yurn¥a =0
La primera restricciin del dual se relaciona con los escritorios, la segunda con las mesas
i la tercera con las sillas, Asimismo, vy se relaciona con la madera, v; con las horas de
acabado v ys con las horas de carpinteria. La informacion pertinente acerca del problema
de Dakota se proporciona en la tabla 21,

Ahora va estamos lisios para interpretar el dual (20) de Dakota, Suponga que un em-
presanio desea comprar todos los recursos de Dakota. Luego el empresanio debe determi-
nar ¢l precio que estd dispuesto a pagar por una unidad de cada recurso de Dakota. Con
esto en mente, definimos

¥y = precio pagado por 1 pie tablon de madera

¥; = precio pagado por 1 h de acabado

¥y = precio pagado por | h de carpinteria
Los pracios vy, ¥ ¥ vy de los recursos se deben determinar ahora resolviendo el dual (200
de Dakota. El precio total que se tiens que pagar por £stos recursos es 48y + 20w + By,
Como ¢l costo de comprar los recursos se debe minimizar,

min w = 48y + 20y + By

e5 la funcidn objetivo del dual de Dakota.

Al fijar los precios de los recursos, [qué restricciones enfrenta ¢l empresario? Los pre-
cios de bos recursos deben ser lo suficientemente alios para inducir a Dakota a venderlos,
Por gjemplo, el empresario debe ofrecer a Dakota por lo menos 60 ddlares por una com-
binacion de recursos que comprenda & pies tablon de madera, 4 horas de acabado v 2 ho-
ras de carpinteria, porque Dakoda podria, 51 1o desea, usar los recursos para productr un
escritonio que s¢ puede vender a 60 dolares. El empresario ofrece By, + 4y, + 2y; por
los recursos utilizados para elaborar un escritorio, por es0 Hene que esCOger ¥, ¥x ¥ W
para satisfacer.

By + 4y + 2y, = 60

Pero ésta es justamente la primera restriccion (o de los escritonios) del dual de Dako-

ta, Un razonamiento similar muestra que por o menos s¢ deben pagar 30 dolares por los

recursos utilizados para fabricar una mesa (6 pies lablon de madera, 2 horas de acabado
¥ 1.5 horas de carpinteria). Esto quiere decir que w,, ¥; ¥ ¥ tienen que satisfacer

by + 2wy + 13w = 30

TamLA 21
Iefirmacidn pertinenie fel prodlama de Dakila
Cantidad

Recwrsal Praducio 5 Remiarsni
Recursy Escriiorn Wlema Edla disporities
Miadern (pie tablim) E fi 1 48
Axcabado (horas) 4 2 1.5 . |
Carpinteria (horas) 2 1.5 05 B
Precio de venia (dilares) 60 30 2
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Esta es la segunda restriccitn (de las sillas) del dual de Dakota.
e manera similar, la tercera restriccion (de las sillas) del dual,

¥y + 1.5y + 05y = 20

establece que por bo menos 200 dolares (el precio de una silla) se tiene que pagar por los
recursos necesarios para fabricar una silla {1 pee tablon de madera, 1.5 b de acabado v
0.5 h de carpinteria). También se deben mantener las restricciones de signo vy 2= 0, y; =
0, v 3 = 0. Al reunir todo se observa que la solucidn del dual del problema de Dakota
si da los precios de la madera, horas de acabado y horas de carpinteria. El analisis ante-
rior sefiala también que la variable i-&sima del dual de hecho corresponde de mancra na-
tural a la restriccidn /-ésima del primal.

En resumen, cuando el primal es un problema de maximizaciém normal, las vanables
del dual se relacionan con ¢l valor de los recursos gue tiene disponibles el tomador de
decisiones, Por esta razdn, las variables del dual a menudo reciben el nombre de preclos
sombra de los recursos, Un andlisis mids completo se presenta en la seccidn 6.8,

Interpretacién del dual de un problema de minimizacién

Para interpretar ¢l dual de un problema de minimizacion, se considera el del problema de
la dicta de la seccion 3.4, En la seccion 6.5 encontramos que el dual del problema de la
dieta era

max z = 50x, + by + 10y + 8y

.8 dMix; + Ixy + 2oy + 25y = 50 {Restriccion de la barra de chocolate)

Miocy + 2xy + Zry 4+ dy = 20 (Restriceion del helado) (21)
1500 + iy + x4 = 30 (Restriccron de la bebada)
S0 + dxy + 5%y = B0 (Restriccidon del paste] de gueso)

X, X3, By, Xy =100
La informacién para el problema de la dieta se presenta en la tabla 22, Para inderpretar
{21} suponga que Candice ¢s una vendedora de “nutrienies”, que vende calorias, choco-
late, amicar v grasa. Ella desea asegurar que la persona a dieta, ¢l consumidor, satisfard
todas las cantidades necesarias diarias mediante la compra de calorias, aricar, grasa ¥
chocolate, Entonces Candice debe determinar

Iy = precio por caloria que s¢ carga al consummidor
Xz = precio por onza de chocolate que 22 carga al consumidor
X3 = precio por onza de azicar que se carga al consumidor
Xy = Precio por onza de grasa que seocarga al consumidor
Candice desea maximizar su ingreso vendiendo al consumidor las raciones de nutrientes

que s requieren al dia. Como ella recibira 300x; + 6y + 10y + Bry centavos en in-
gresos provenientes del consumidor, su objetivo es

max z = 500x; + 6xy + [z + Bx,

TABLA 22
Informaciin pertingale jara of proakema 4o B dieta




Fsta es la funcifin objetivo para ¢l dual del problema de la dieta. Pero al fijar os precios
de los nuimentes, Candice debe estabiecer precios suficieniemente bajos como para gue
l interts econdmico del consumidor sca comprar todos los nuitrientes con ella. Por cjem-
plo, al comprar una barra de chocolate en 30 centavos, el consurmidor puede obtener 400
calorias, 3 oneas de chocolate, I onzas de azikcar v 2 onzas de grasa. Asi que Candice no
pusde cargar mis de 50 centavos por esta combinacidn de nutrientes. Esto leva a la si-
puiente restriccion (de la barra de chocolate):

400y, + 3z + Dry + 2y = 80

la primera restriecidn en ¢l dual del problema de la dieta, Un razonantiento similar genc-
ri la segunda restriccidn del dual (helado). la tercer (resiriceidn de 1z bebida) v 1a cuar-
ta {reatriceidn del paste]l de gueso). Se deben cumplir una vez més s restricciones de
sigmo x =0 =l n=0 v, =0

Este anilisis muestra que ¢l valor optimo de x, se podria inferpretar como un precio
por una unidad del nuiriente aseciado con la i-ésima restriccion del dual. Por consiguien-
te, x; seria ef precio de una caloria, x; seria el precio de una onza de chocolate, v asi su-
cesivamenie. Musvaments s observa que ¢s razonable relacionar la vanable /-ésima del
dual {x;) con la -ésima restniceion del primal.

En resumen, hemos demostrado que cuando el prmal &5 un problema de maximiza-
cidn normal o un problema de minimizackon normal, el problema dual tiene una imicrpne-
tackin ecomdmica infuitiva. En la seccion 6.8 se exphica mids acerca de la imerpretacion
adecoads de las varisbles del dual.

PROBLEMA

Grupo A

1 Determine el dual del gjemple 3 del capitfulo 3 {una 2 Enmcuentre ¢l dual del ejemplo 2 del capituks 3 { Dorian
cormpadiia de autes), v O0d una inserpretacidn econdaica del Awio] v dé una nberpretacidn econdmica del problema dual,

problema cheal.

6.7

Teorema del dual y sus consecuencias

En esta seccion se frofa uno de los resultodos mas imporfantes en la programacion lineal;
el teorema del dusl. En esencia, el teorema del dual establece gue el primal v el dual
tignen valores iguales de la funcidn objetivo dptima {si los problemas tienen soluciones
optimas). Este resultads ya es de por si interesante, pero s¢ verd que al demostrar el
teorema del dual se consipue reflexionar mocho sobre la programacion Lincal.

Para simplificar la exposicidn, se supone gue ¢l primal es un problerma de maximizacion
normal con m restiiccones v a variables. Entonees, ¢ problema dual serd un problema
de minimizacidn normal con m variables v a restricciones, En este caso, el primal v el
dual se escriben como se indica 3 continuacion:

Man & = o * o3 + 0+ g0,
54 ay Xy o dgiy oo dg X S by
ax Xy + @y 4 oo by, x, = by
Probema primal i i ; i ()
@ xy +agxy oo o @, = b
Xy + @ty + o0 F g, = by
=0 (j=12,...,n0)
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min w = by, + Bayy + o F Bk
5.4 oy vy [ Exg¥z 7T T B Ve = ]

iyt + dzzfy & " + [ A = s

Problema dual . . [23)
gk s ot e =6

gy + )z + 0 F duglm = Oy
=0 (f=1,2,...,m)

Dualidad débil

Si elegimos cualquier solucidn factible para el primal v cualquier solucidn factible para
el dual, el valor w para la soluciim factible del dual serd por ko menos tan grands como ¢l
valor 2 para la solucidn factible del primal, Este resultado se establece formalmente en
el lema 1,

LEMA 1

( Euialndacl debal ), Sea

‘-
X
N
:I
cuslguier solucion tactible parn ¢l pnmal v vy = [w, 13 *** Vgl cunlguier

soducidn factible para el dual. Enfonces, (vabor z para 8) = (valor w para v)

Demosiraciin  Como », = 0, al multiplicar la restriceion -&sima del pnmal en (22)
por &, se obtendrl la desigualdad valida siguente

Pl L S R Vilote = by i e I L [24)

Al sumar lns m desicualdades en (24 ), se tiene
T Vel == X B (28]

. ; "
Comao x, = 0, al multiplicar la f-ésima resinecidn del dual en (23) por x, se obiigne

la desigualdad wvaludin siguiente

LAl Kadafiy + 0 T Dl Ve = €4 | p Ll ml Fd]]
Al sumar las i desigunldades en (26) se tiene
imm g foiy

¥ Wty = ¥ L 127)

S s comnbinan (25 v (27 e llega a

oL R

[F. =i T S L. e Al T
Py - ¥
[ | | I 1

que g5 el resuliado deseado
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FiIGura T
lmstracidn de
dualsdad dehil

FIGURA 8
liwstracidn de
duzlidad débil

51 s llega con facihdad a una solucion factible para el dual o el pnmal, b duabidad
débil se puede aplicar para encontrar un limite en ¢f valor de la funcidn objetive dptima
para el otre problema. Por ejemplo, al examinar ¢ problema de Dukota, es ficil ver que
Xy = ¥ = Xy = | factubic pata el pnmal. Esta soluckon tene un valor = de 60 + 30 +
20 = 110, La dualidad débil ahora significa que coalguier solucidn factible del dual (yy,
¥, ¥y} debe satisfacer

48y, + 20y + Hpy = 110
Como ¢l dual es un problema de minimizackn, ¥ cualquier solucidn factible del dual debe
tener w2 110, esto quiens decir que el valor w optime para el Jual = 110 {véase figura T
Esto demuestra que la dualidad débil posibilita usar coalguier solucidn factible del primal
para limitar ¢l valor dptimen de la funciin objetivo del dual,

Es posible uzar, de modo andlogo, cuabquier solucidn Bactible del dual para generar un
limite en el valor dptimo de fa funcidn objetivo del primal. Por ejemplo, al examinar el
dual del problema de Dakota es facil venificar que v, = 10, vy = 10, v3 = 0 ¢s factible pa-
ra el dual. Esta solucidn del dual tiene un vador de la funcidn objetivo del dual de 48(10) +
200100 + B0 = 680, A partir de [a dualidad débil se ve que cualquier solucidn factible
del primal

EH
7
Xy
debe satisfacer
Olhey 4 3z, + MHixy = bR

Puesio que ¢l primal es un problema de maximizacion ¥ cada solucidn factible del primal
tiene & = 680, se podris concluir que el valor de la funcidn objetive dptinma del primal =
680 (véase figura 8]

51 definimos

b=l i)y e=ln & - oal

enionces para un pumko

el valor de la funcidén objetrvo del primal s& podria esernibir como €x y par un punto ¥ =
[#1 ¥ = ¥l el valor de la funciin objetivo s¢ podria escribir como yh. Ahora se
aplica la dualidad debal para demostrar el siguiente resultado importante,

r= 1H)

W 110 debe camipline por sl
lins pusing Factshles del dual

Moy sk Eatible
ol el fmr w100

w o= Sl

o5 b drhy cumpliree pae sk Faingdn puins: fEctibhe
ks purecs {actibles del primal del primad tese ¢ 640
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iy |- T
B
i
una solocion factible para f pamal v sea ¥ = [F 9 = 0] une solucidn fac-
nible del dual, 5i cX = ¥h, entonces § es Optima para ¢l primal v § es optima para
el dual

Demostracion e bo dunhdad débal sabemos gue pam cealguicr punto x factible del
primal,
cx = ¥h

Por 1o tando, ..".|3|..|IJ|L".' T factible del ||r'|:||.t| TG QU generEr un vilor z (jlig nn
sobrepuse ¥, Puesio gue ¥ es factible pam el pnmal v tiene un valor de la funcion
objpetivo del primal de ¢f = vh, entonces § debe ser Optimo para el primal. De jgual
mmimera, como § e8 lachble para ¢l pomal, o dualidad débil mmplico que para cual-
guier pumio v fachble del dual,

X = vh
Por consigutenite. cualguer punto fachhle del dual genern un valor de le funcion ob-

jetivo que excede o Puesto que 5b = ¢f, o fuctible pera el dual v tiene un valor
de In funcion objetivo del dunl ¥ debe ser una solucidon optima para el dual

El uso del lema 2 se ilustra mediante el |'|r'-::-|:||-r_'r'r'|:'|. de Dakota. El lector p{%u G-
probar que

B

es factible para el primal v que ¥ = [0 100 10] es factible del dual. Como e = ¥ = 280,
del lema 2 se infiere que X ex optimo para el pnmal de Dakota, ¥ ¥ es optimo para el
dual de Dakota, El lema 2 cumple una funcion importante en la demostracion del teone-
mi del dual,

Teorema del dual

Antes de proceder con la demostrucion del teorema del dual, observemos que la dualidad
bl se punde usar para verificar los resultados siguienies,

LEMA 3

Sl primad s no acotmdn, enfonces: gl problemao dual g5 no foctible

Demostraciin  Véase problemu 7 ol final de st seccion

51 el dual es oo acotade, entonces ¢ primal s no factible

Dempstracien  véase problema 8 al final de esta seccaim,
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Los lemas 3 v 4 describen la relacidn entre el primal y ¢l dual en dos casos relativa-
mente poco importantes.”

Estos casos tienen interés limitado. El imerés principal es la relacion entre el primal y
el dual cuando el primal tiene una solucidn dptima. En lo que sigue, = valor optimo de
la funcidn objetivo del primal v & = valor dptimo de la funcion objetivo del dual, 56 el
primal tiene una solucion dptima, entonces el siguiente resultado importante (el teorema
del dual) describe la relacion entre ¢l primal v el dusal,

Teorema del dual

Suponga que BV es una base dptima para el primal. Entonces e f ' ¢s una solu-
cidimn Optima del dual. Asimismo, £ = @
Demostracidn El raronamiento usado para demostrar el teorema del dual compren-
de los pasos siguientes:
1 Apligue el hecho de que BY ¢s una basc Gptima para ¢l primal para mostrar que
cavB " es factible para el dual.
2 Muestre que el valor de la funcién objetivo del primal dptimo = la funcion ob-
jetive del dual para e B
3 Hemos encontrado una solucidn factible del primal {a partir de BV} v una so-
Iuckén factible del dual (e 8 ") que tienen valores de la funcion objetivo iguales.
D¢l lema 2, se puede concluir ahora que ¢y B es dptima para ¢l dual ¥ 3 = &

Ensepuida se comprucba el paso 1 para el caso en que ¢l primal es un problema
de maximizacién normal con # variables v m restriceiones.t Después de sumar las
variahles de holgure ., 55, ..., 5, al primal, se escriben los problemas primal v
dual como sigus

max r = &%y + oy + 0 F 0N

&AL @ X + ke oo oa, oy =b,
@31 x; + apXy + o+ dals + 85z = by

Problema Primal {28}
g Ty T+ gadiz + 25+ BT, + 5, = b,

sEd f=L2....0p £=0 (=132...,m)
min w = by o+ by F o+ by
=4 dyy T gy oo e = O

o + @ e g = [
Problema Dual (i uF: TV -4 20)

Aoy + Gy F 0 Gl = €y

.}r.l'zn {[= IIEIF"IMII
Sea BY una base dptima para ¢l primal, y definamos euvB " = (¥ ¥ -« - L Fail-
Por lo tanio, para la base dptima BV, v, ¢s el i-ésimo elemento de cpv 8", BY es

"Pucde suceder que o o primal come ol dual sean no factibles, como en o ejemplo sigienie:

MK I = Xy min w = —p + ¥y

EE T = —] EE ] b =0
Primal =n &l Dmal =y x|
I, =0 Fuye =0

"La demostracion se paede modificar con facilidad para mangjar la sicsacion donde el primal no gs an

paritiie & Andisis de seasibilidad v doalidal



M3 psara el il III'IiLI_ JHIF &80 el coeficiente de cads warialle en el |r'.'|'_|-.'\-|'| 1 Bl
blean del pnmal + de BY benc gue ser no negative. De | 10}, ¢l cosficienic de x
en el rl.:l'.l:!lln 0 del tablenu de BY (70 estd dodo por

LT 'a [
[yl
(MG
y Vi) i
L
ot yary, o L
Pero sabemns gue 1), para | 2 i,
Vi T Pallny T o 1 Nl L 1

Por o tamlo, ey satisface todas las o restreciones del dual

Poesto que BY o5 una base opiima para ¢l primal, mmbién sabemos que cada va-
n#ble de halgurn fene un coeliciente no negativg en el ableau de la BY del primnd
& partir de {107 ) enconiramaos que 2l cocficiente de 5 en ¢l renglim 0 de BY &y, €l
| —gsmd chemento de oyl . Por lo tanto, par | 1. mi 1 == L Ya demios-
tramos que e 8 satisfuce lns g restricciones en (29) v que indos los elementos de
vl S0 B0 negatives, Por To i, g8 e de becho fisctible para ¢l diil

El pazo 2 de la demastraceon del teoremia diel dieal requiere gue se demuestre qoc

Vilor de fn funcion obpetivo del dunl pam eg 8
= walor de la funcion ebpetrvo del promal pam BY  [30)

For{11) sabemmos gue el vilor de Lo Tunciim obyetivo del prooml i HBY escgyi b

Pero ¢l valor de In Funcion objetivo del dual para In soluckin factible del dual

e
r b=
|'|.|.: 1 e R .".l... i i + W = Eyi B 'h
b

Par loy lanto, {500 e vilsidi
Y se demostrd gue son vilidos los pasos 1y 2 de o demostracidn del teoremn
del duad, Con el TsIS0 i oze |.'||III|'|-:|_'|.1 L demosiracion del teoremia el dhusal

DBSERVACIONES 1 Enelpaso | de la demostracion del teorema del diml se demostrd gque unmn base BY quoe es foc-
tible para cf primal es &ptima 5i ¥ s6lo 51 ey 8" es facoble para el dual. En la secckdn 6.9 se uti-
liea este resultado para reflexionar sobre ¢l analss de sensibilicad.
¢ Cuando encontrames [n sofuckin dptima para el pnmal mediande la aplicacsin del algortm
simplex, también encontramos ks soluckds Sptima del dual,

suponga que el pnmal s un problema de maxmmzacon normal con mrestmccones
para aclarar por qué ka ohservaciém 2 ¢s cierta. Para poder wsar el simplex para resolver
esie problema sc debe sumar una vanable de holgura 5, a la i-ésima resticoson del pri-
mal. Suponga que BY es una base optinea para el primal, Entonces, ¢l teorema del dual
establece que e = [y ¥+ v es la solucion dptima para el dual. Pero re-
cucrde que, de acuerdo con (10°), v es el coeficiente de 5, en el renglin O del tablean del
|:'|-:|'i1:L3| (BY) dptimo. Por bo tando, se demostrd que s0 el primal ex un I|'lr'.U|'l.|'i'ﬂ||.-J' e miri-
mizacion normal, entonces e valor optimo de la variable i-éxima del dual ex el coeficien-
fe de g; en ol pergidn O del fableau del primal dptin,
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TABLA 23

Sakeridn ipima gara el proalema de Dakits
Yaratle
baagica
T * 5.!'! -+ 1'11'1 + l'['.'l'l, = i I = IR0
- ll'] + 8y + hz_ 3-1'_1=1‘ F|=24
- 1!']"'.1:} + h’:_ #1=B- .51=3
I + 1.25x = lisy + .54y = 2 I = 2

Mediante ¢l problema de Dakota se ilustra la observacion 2. El tablean dptimo para el
problema de Dakota se presenta en la tabla 23, La solucion del primal Gptima es - = 280,
=M r=8xx=23x =05 =105 =04 parir del anilisis anterior, la soluciin
del dual dptima es 3y = 0, 3y = 10, 33 = 10, w = 48(07 + 20(10) + B{10) = 280. Obser-
ve que los valores de la funcidn objetivo del primal v del dual dptinos son igeales, sepin
lo requerido por el teorema del dual.

Maturalmente, podriamos caloular siempee la solucidn dptima del dual en forma direc-

ta al resolver

| 2 =8
cavB'=[0 20 60J(0 2 -4 ]=[n 10 10]
0 =05 1.5

Los dos métodos para obiener la solucidn del dual son, por supuesto, compatibles,

Si el primal tiene restricciones = o de igualdad, enfonces adn s¢ puede encontrar la
solucidn del dual dptima a partir del ableaw del primal dptimo. Para ver chmo se hace,
recuerde que ¢l teorema del dual establece que ¢l valor optimo de la vanable i-ésima del
dual () es el i-tsimo elemento de ey B . De acuerdo con (107) se ve que i la i<sima
restriccion del primal es una restriccion = enfonces

Valor dptimo de la i-ésima varable dual = 3, = —(coeficiente de &
en el renglin 0 dptimo)

El coeficiente de ¢, en el renglém cero optimo tiene que ser no negativo, asi gue esto
demuestra que si la i-Esima restriceion en el primal ez una restriceidn =, entonces ¥, =
0. Lo anterior concuerda con la convencitn previa (véase seccidn 6.5) en que una restric-
ciom 2= debe tener una vanable no positiva del dual, En (107) 22 puede ver que si la i<$tsi-
ma restriccidn del primal es una restriccion de igualdad, entonces,

¥ = {coeficiente de a, en el renglon O Gptima) = M
Aungue el coeficiente de a; en el renglén 0 Gptimo tiene gue ser no negativo, el hecho de
que M es un nimero grande positivo significa que es posible que v, = 0, o bien, y, =0
Esto concuerda con la convencidn anterior, la cual establece que la vanable del dual pa-
ra una restriccian de igualdad no tiene restriccidn de signo,

Como leer la solucion optima del dual a partir del renglon 0 del
tableau 6ptimo si el primal es un problema de maximizacion

Valor optimo de la variable v, del dual
si ln restriceidn § es una restriccion =
Valor doptimo de la variable dual : r .
si la r;il'il:d:!ilfm i es una rnsmgaryui ; —(coeficiente de &, en ¢l renglon 0 Gptimo) (31')
Valor optimo de la vanable dual v,
ai la pestriccidn { &8 una restriceion
de igualdad

Mediante el cjemplo siguiente s¢ ilustra como determinar la solucion dptima del dual de
un problema con resfricciones ==, = ¢ igualdad.

= cocficiente de 5, en ¢l renglon O dptimo (3]

= [cocficiente de a; en el renglon O optimo) — M (317

caritons & Anilisic de seasibilitad y dualidad



EJEMPLO 10

Determinacion de la solucion del dual en un problema de maximizacién
no normal

Para poder resolver el PL siguiente

max z = 3r; + 2 + 5xy

5.4 b ey o+ 2xy = 15
1.':\- — &3 =5 [ﬁl
iy 4+ x:— Sxy =10

ALy L3, K3 = 'I'.I

s¢ suma una variable de holgura s;, se resta una varable de excedente 5 v se suman dos

variables artificiales g3 v &, . El tableau r'ui_llimn para (32} se da en la tabla 24, A partir de
este tablean la soluciin dplima es 2 = ":_;,xz_ = ::' Xy = ;‘;.:q = I..-':}.ﬂ =gy =y =

a; = 0. Utilice esta informacion para determinar la solucion dptima del dual de (12).

Al seguir los pasos de ln seccidn 6.5 se encuentra el dual de (32) a partir del tableau en
Ia tabia 25:

min w = 15y, + Sz + 10w

5.3 ¥ + 2y 2= 3
Ittt el (33
v — B =5

g =, v = 0, vy tiEs

A partir de (31) v el tableau del primal dptime es posible encontrar la solucidn dptima de
(33) como sigue:

Como la primera restriccion del primal es una resiriccion = segiin (31}, v = cocficienis
de 5, en el renglon 0 dptimo = 3. La segunda restriccion del primal es una restriccidn =,
por eso vemos de (31') que v; = —(coeficiente de ¢; en el renglon 0 dptimo) = — 3
C'omo la tercera restriccion es una restriccidn de igualdad, de (317), »2 = (coeficiente de

ay en el renghon 0 dptimo) — M = 5.

TABLA 24
Tabikean dpiime para PL (32)
Waristile
r 5 & ) [3 & ' & [} fduoa
| 0 0 [ £ = M= & M+ 2 2 y =4
o 0 0 I A # —4 ~# R n=§
1] 0 | 0 & -+ & & e £y = &
0 I 0 L & ) -4 h N r = i
TaAmLA 26
Determinaciin del dual del LF(32)
man

min & [ = 0] L == 0] ;= 0]

Xy K3 X5
iy =0 " 1 1 2 =15
(v = ) ¥s 0 2 I =5
{ % nrs) ¥ 2 | =4 =10

=3 =3 =5
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Fu-r:ll:mrmad:l:hul . el valor w de la funcidn objetivo dptima del dual debe ser igual
a5 13 En resumen, la solucion dual dptima s

§ad il R1] -:.
WEmh=mhn""gn=

_'l‘ SLEET

El lector debe comprobar gue esta solucidn ¢s en realidad factible (todas las restric-
ciones del dual se cumplen con igualdad) v que

=155 + 55 + 105 = 5§

Incluso si el primal ez un problema de minimizacion seria pmihle leer a solucidn ap=
tima del dual a partir del tableau optimao del primal.

Como leer la solucion dptima del dual a partir del renglon 0 del
tableau dptimo si el primal es un problema de minimizacién

Valor dptimo de la variable x, del dual
si la restriceion § €5 una restriccion =
Valor optimo de la variable x; del dual
gi la restriccidn { es una restriccion =
Valor dptimo de la vanable x;

del dual si la restriccion § es una
restriccion de igualdad

Con el fin de ilustrar como se puede leer la solucidn dptima del dual en un problema de
minimizacion a partir del iableau dptimo del pamal considere

min w = 3y + Jpy + ¥y

= poeficciente de s; en el renglon 0 Optimo
= —{coeficciente de &; en el renglon 0 dptima)

= (coeficciente de a; en el renglén O Sptimo) + W

Ea ritwm+ p=d
Y- w=l
nthtdh=0
Yuyny =l
El tableau dptimo para este problema s¢ presenta en la fabla 26, Por lo tanto, la solucion
optima del primal es w = &, y; = v3 = 2, ¥y = 0, El dual del PL anterior es
max r = 4x; 4 Ly + by
5.4 x + 13 =13
ntn+ sl
on=n+dy=l1
=10, x: =0, xy nrs

Segriin el tableau dptimo del primal, la solucion dptima del dual es z = 6, 1, = 3, 3, = 0,

Xy = =1,

TaBLA 26
m#tlmﬂlﬂﬂﬂﬂ!ﬂllmtm

AR RN & u
1 =] LI} 1] =3 [} Ii=M =] = M 5]
0 | 1 0 —2 0 2 -1 .
] ol | L] 0 3 | -3 2 2
] i} L1} 1 1 ] = 1 2
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Las preguntas siguientes se refieren al problema de Gila-
petio (viéase problema 7 de ka seccidn 6.3).

8 Determine el dual del problema de Ginpeton

b Utilice el tableau dptime del probdema de Chapeito
para determinas la sobucidn Gptima del dual

¢ Verifique que el teorema del dual s cumple ¢n este
cjemplo
2 Considere el PL siguiente;
mEn 2 = =2 —
¥ B T o o e

I3 T X

¥ 4+ x5 = 2
T + x3= |
T Xy = b
B Halle el chaal de este FIL

b Despuds de sumar una variable de holgura s;, nestar

una varizhle de excedente ey v sumar variables artificia-
bes @z v @y, el renghon O del tbleaw dplimo del PL es

2+ dey Fay b (M= gy + (M+ay=0
Digtermine ka solucidn dpima del dual de este PL.
4  Para el PL sigusente,

max r = —x; + Jx,
A X + i, = (.5
—K + 3.::- = 0.5
Xy, X3 =0

Jel renglon F del tableay optimo es z + Ody; + |ds: =T
Determineg ef valor optimo de z para ¢l PL dado.
4 Las preguntss siguientes se refieren al problema Beveo
de la seccidn 4.10
8 Encoemtre el dual del problema de Beveo,
b Uitilice al tabbeau Gptimo para ¢l problema de Beveo
gue % presenta en la seocidn 4,10 par caleular la solu-

cidn dptima del dual. Comproebe que se cample el teo-
rerna del dual en este epamplo.

8 Considere el problema sagubenie de programacion lineal:

max z = 415, % 1y
8.4 dey + = 6
oy 4+ dxy = 10
XXz =10

Suponga que al rosolver este problema, encuenira gque el
rengldn 0 del tablenw dptimo es 2 + vy + 55 = <, Mediante
el teorema del dual demoestre que los cilaubos deben ser -

CirmeCins.

B Demestre gue (parm us problema de maximizcain) si la
restmiceicon <&sima del primal &5 una restriceidn 2=, entonces
¢l valor Gptimo de la variable Sima del dual se podria escn-
bar como (eochiciente de g, en ¢l renglén O dptime) — M.

Grupo B

T En este problemn se aplica la dualidsd débil para dermos-
trar el lemma 3
8 Demuesire que el lema 3 equivalz a ko sigaiente: si
2l dual es factible, emonces ¢l primal es acotado. {Suge-
rencia: | Recuerde qué es el contmposiive en ln geome-
tria ploma?)
b Utilice la dualidad débal para demostrar ks valides de
la Formn del lema 1 dada en el inciso {a). (Sigeredcia
gi el chual e factible, entonces debe haber un punto fac-
tible del disal que tbene un vabor w de, par ejemplo, w,
Ahorn aplique 1n dualidnd débil para mostrar que el pri-
mal es acotsdo. )

B Siga In linea del problema 7 v use la dualidad débil pa-
ra demostrar el lema 4.

8 Determime el dual del problema de Doran Auto ¥ su so-
lscion dptima oon ayuda de la informacion goe se propor-
ciona en ¢l problema 8 de la seccidn 6.3,

6.8 Precios sombra

Regresamos al concepto de precio sombra que se tratd en la seccidn f.1. A continuacidn
se presenta una definicidn més formal.

DEFINICION =

El precie sembra de la i-<¢sima restriccion 5 Jo cantidad que mejora gl valor

optima de 2 (un incrermento en un problema de maxinnieacion o un decremento en
un problemn de minimizacion) si & aumenta una unidad (pass de b s b, + 1))

Mediante el teorema del dual se puede determinar con toda facilidad el precio sombra
de la i-ésima restriccion, Con el fin de tlusirarlo se determinara el precio sombea de la

'S suponie que después que se modifich ¢l Bdo desecho de la resmiecion | & b + 1, la base achl sigee siendo

iprtimng
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segunda restriccidn (horas de acabado) del problema de Dakota. Sea epei™' = [ W
Wl =10 10 1) la solucion optima del dieal del problema de maximizaciin, Segin ¢l
teorema del dual, sabermos que
Valor 2 dptimo cuando los lados derechos de la restricciones son
“:'1 = 43- Illz = IU, Ilh = H:I - 45_1-'| + E'L'l_'r; -+ Hl_l."g 'B.]

P0ué sucede con el valor Sptimo de z para el problema de Dakola 51 by (por ahora 20
horas de acabado) aumenta une unidad (a 21 horas)? Sabemos que al cambiar wn Iado
derecho la baze actual podria dejar de ser dptima (véase seccidn 6.3} Por ¢l momento,
supongamos que la base actual sigue siendo Optima cuando aumenta b; una omidad.
Entonces, egy v &' e mantienen sin cambios, por eso la soluciin dpiima para <l dual
del problema de Dakota no se modifica.

Luego eocontramos ko siguients:

Valor = dptimo cuzndo el lado derecho de la restriceion de acabado es
EI - "1'3_1'| 4= 2'_1-': + El_\'1 “i.
5i se resta (34) de (35) se obtienz

Cambio én el valor optimo de z & las horas de acabado aumentan una hora

= Precio sombra de la restriceidn (2) de acabado [38)

=y = 10
Mediante este ejemplo se ihastra que ef precio sowb de la i-csima restricoidn de un pro-
femia de mavimizacion ey ef valor dpdima ae fa variable i-ésima del dual. Los precios som-
bra son las variables del dual, por eso sabemos que ¢l precio sombre parn una restrecion
= sen no negativ; en el caso de una resticcion =, senl No pOSItvG, ¥ para i restric-
ciim e igualdad, no tendra restnccion de sigen, Los cjemplos que se eliectian mas adelan-
ie en esta seccion ofrecen justificaciones infullivas par estas comvenciones de signo,

Se¢ puede hacer un razonamiento similar para demostrar gue si (en un problema de ma-
ximizacidn} ¢l lado derecho de la i-ésima restriccion sumenta una cantidad Ab, entonces
{suponiendo que la base actual sigee siendo dptima) el nuevo valor dptimo de = 52 podria
determinar a partir de
Bueve valor dptimo de = = antiguo valor dptimo de = + Ak,

{precio sombra de la resiriccidn ) (37)

Por lo que se refiere a un problema de minimizacion, e precio sombra de la d-ésima
restniccion ¢s la cantidad que aumenta, o bien disminuye, e valor dpiimo de = cuando el
l2do derecho se incrementa una unidad (siempre que la base actual se mantenga Gptimal.
Se pusde demaostrur que el precio sombra de La i-esima restriccion de un problema de mi-
nimizacion = —{valor optimo de la variable i-ésima del dual), Si el lado derecho aumen-
ia una cantidod Ak, enfonces (suponiendo que In base actual es dptima) & nuevo valor
daptimo de 2 se podria determinar a partir de

Mueva valor optimw de = = antiguo valor dptimo de z = Ab,
{precio sombra de la restriceion {3 {377

Con los siguicntes tres cjemplos se debe aclarar el concepio de precio sombr.

Precios sombra para un problema de macimizacidn normal

na

En el problema de Dakota:
1 Determing ¢ inferprete bos precios sombia,

2 5i hubicra disponibles 18 h de acabado, jouil seria el ingreso de Dakowa? (Se puede
demostrar medimte los meétodos de b seccion 6.3 que & 16 = homs de acabade = 24,
la hase acmal es dptima, §

3 5ise contara con 9 h de carpimeria, joudl seria el ingreso de Dakota? (Para ? = hioras
de carpinteria = 10, la base actual sigue siendo dpdima.}
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4 5i hubiera disponibles 30 pies tablin de madera, joudl seria el ingreso de Dakoia?
(Para 24 = madera = =, |a base actual se conserva optima. )

5 Si se tuvieran 30 horas de carpinteria, jpor qué no s podria usar el precio sombra
para la restriceion de la carpinteria, con ¢l fin de determinar el nuevo valor 27

Soluciin 1 En la seccion 6.7 se legd o que L solucidn dptima del dual de Dakoda es vy = 0, v, =
10, s = 10. Por lo tanto, el precio sombra para la restriccion de la madern es 0; ¢l de la
restriceion de acabado es 10 y el de la restriccidn de la carpinteria es 10, E] hecho de que
¢l precio sombra de la restriccion de la madera s de O significa que al aumentar la canti-
dad de madera disponible en un pie tablén (o cualgwier otra cantidad) no s incrementara
gl ingreso. Lo anterior es razonable porque estamos usando ahora salo 24 de los 48 pies -
blon de madern dispomible, asi que afadir algo mds no le hard 2 Dakota ningdn bien, E in-
greao de Dakota aumentaria 10 dolares si se pudiera disponer de una horn mis de acabado,
De tgual manera, el ingreso de Dakota se incrementaria 10 dolares 3i hubiera disponible
una hora més de carpinteria. En este problema se podria pensar que el precio sombra de la
i~ésima restriccion es la cantidad maxima que la compafia pagaria por una unidad adicio-
nal del recurso asociado con la i-ésima restriccion. Por ¢jemplo, una hora de carpinteria adi-
cional produciria mgresos por vy = 10 dolares (véase gjemple 12 para un problema de
miaximizacion en el cual esta interpretacidn es imvilida). Por lo tanto, Dakota podria pagar
hasta 10 dilares por una hora adicional de carpinteria v continuar en condiciones prospe-
ras. En forma similar, la compafiia estaria dispuesta a pagar nada (0 dblares) por un pie ta-
bin adicional de madera v hasta 10 dolares por una hora adicional de acabado. Para
contestar las preguntas 2 a 4, se aplica (37) v el hecho de que el antiguo valor z = 2810,

2 ypa= 10, Ak = |8 = 20 = —1, La hase actual sigue siendo dptima porque 16 = 18
= 24. Enfonces (37) genera (nuevo ingreso) = 280 + 1—2) = 260 dilares.

3 m=I10,A0=9—-8= 1. Como -!_1" = 9 = 10, la base actual sigue siendo Gptima.
Entonces (37) genera (nuevo ingreso) = 280 4 11) = 290 dblares.

4 y, =0, Ab; = 30 — 48 = —18, La base actual sigue siendo optima porque 24 = 30
= =, Entonces (37) genera (nuevo ingreso) = 280 + Of—18) = 280 ddlares.

§ Siby = 30, labase actual deja de ser dptima porque 30 = 10. Esto significa que BV
cambia (y, por lo tanto, g8 ') v ya no se puede usar el conjunto actual de precios
sombra para determinar el nuevo nivel de ingresos,

Explicacién intuitiva del signo de los precios sombra

Enseguida 22 da una explicacién intuitiva de por qué (en un problema de maximizacion)
el precio sombra una restriccion = siempre serd no negativo, Considere la situacién si-
guiente: tenemos dos problemas de maximizacion (PL | y PL 1) cuyas funciones obje-
tvo son iguales. Suponga que todos los punios que son factibles para el PL | también lo
aon para el PL 2, Esto quiere decir que la regidn factible del PL 2 contiene todos los pun-
tos de la regidn factible del PL 1 ¥ posiblemente algunos otros punios, Entonces el valor
dptimo de = para ¢l PL 2 debe ser, por lo menos, tan El‘m'l.r.i: como ¢l valor dptimo de =
para ¢l PL 1. Con ¢l fin de aclarar, suponga que ¢l punto x* {cuyo valor z es 2") e Opti-
mo para el PL 1. Como x* también es factible para ¢ PL 2 (cuya funcidn objetivo ¢s la
misma que para ¢l PL 1), el PL 2 puede alcanzar un valor z de 27 (usando el punto facti-
ble x'). También s posible que por usar uno de los puntos factibles sobo para ] PL 2 (v
no para el PL 17, PL 2 pudiera ser mejor que ', En pocas palabras, sumar pumfos o fa
regidn factible de wn prohlema de maximizacion ro puede reducir el valor aptimo de z.
Podemos usar esta observacidn para demostrar por qué una restriccidn = debe tener
un precio sombra no negative. Por lo que se refiere al problema de Dakota, si el lado
derecho de la restriccidn de la carpinieria aumenta una unidad (de B pasa a 9}, se observa
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que Eodos los punfos que originalmente eran factibles siguen siendo factibles, v que
wlgumos puntos nuevos (los cuales requicren = & v = 9 horas de carpinteria) podrian ser
factiblez, Por consiguiente, ¢l valor dptirno de 2 no peede disminuin, v ¢l precio sonbra
para la restriccion de carpinteria debe ser no negativo,

El objetivo del gemplo siguiente ¢& mostrar que (comrano a lo gue dicen muchos
hbros) &l precio sombra de una restricosn = 0o ¢s siempre ¢ precio maximo que usted
estaria dispuesto a pogar por una unidad adicional de recurso,

Precio sambra como un sobréeprecio

316

Leatherco fabrica cinturones ¥ zapatos. Un cinturon requiere 2 yardas cuadradas de coe-
ro v una hora de mano de obma calificnda. Un par de zapatos requieren 3 yvandas cusdra-
das de piel v 2 homs de mano de obra calificada. Se pueden comprar no mewos de 25
vardas cusdradas de piel v 15 horas de mano de obra calificada a un precio de 5 dolares
la yarda cusdrada de piel ¥ 10 dolares por cada hora de mane de obra calificada. Un cin-
turdn s¢ vende en 23 dolares v un par de zapatos en 40 dilares. Leatherco desea maxi-
muizar la uiilidad (ingresos — eostos). Plantee un PL mediante él cual Leathéreo maximice
la uilidad. Luego determine ¢ interprete los procios sombra para ¢l PL.

Diefinamos
%, = cantidad de cinturoncs fsbricados
i; = pares de rapatos producidos
Después de observar que
Costo'cinturon = 2(5) + 1(10) = 20 dblares
Costo/par de zapatos = 3(5) + 2{100 = 35 dolares
encontrumes que la funcidn objetive de Leatherco es
max r = {23 — 20, + (40 = 35, = 3y + Sxy
Leatherco se enfrenta a las dos restricciones siguientes,
Restricchin 1 Leatherco puede vsar 4 lo mas 25 yvordas cuadradas de piel.
Restrieelin 2  Leatherco pucde usar cuando mucho 15 horas de mano de obra calificada.
La restriccion 1 s& expresa medianie
2uy + Jxyy £ 25 {Restriccidn de la pael}
cn imnto que la restriccron 2S¢ expnesi con
B+ e =15 (Restriceion de la mano de obra calificada)
Después de agregar las restncciones de signo oy 2= 0y 1 == 0, se llega al sipuieniz PL:
max r = 3 + Si;
50 2, 4 3y, = 25 (Restriccidn de la piel)

xp + 25; = 15 (Restmccion de la mano de obra calificada)
Ky oy =0

Drespués de agregar las variables de helgura 5, v 5; a las restncciones de la piel v de la
madio de obra calificada, respectivamente, s¢ obtiene ¢l ablean optima mostrado en la
tahla 27. Por lo tanto, la solucion Optima para el problema de Leatherco es 2 = 40, xy =
5, xp = 5. Los precios sombra son

¥y = precio sombra de la piel = coeficiente de =, en ¢l renglon 0 aptimo = |

vy = precio sombr de la mano de obra cabficada = coeficiente de 5 en el

renghon O aptima = |
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TABLA 2T

Tebiae Epimn para Laatheres
Yarlably by
z o+ =40 I =
K # 2yp — Jgg = 3§ X -5
£;— s+ ;=15 £y = 4

El significado del precio sombra de la piel es que si estuvieran disponibles una o més var-
das cuadradas de piel, entonces la funcidn objetivo de Leatherco (utilidad) se incrementaria
| délar. Veamos ahora lo que sucede si estil disponible una yarda adicional de piel. Camao #,
e= no bédsica, se comprord b yarda cuadrada adscional de piel. Ademds, como 5; es no bisi-
ca, todavia usaremos toda la mano de obra disponible, Esto quiere decir que el aumento de
1 dédar en la whilidad comprende ¢l costo de comprar una varda cuadrada de picl. 5i la dis-
ponibilidad de una varda cuadrada de piel adicional sumenta o utilidad | ddlar, entonces,
debe aumentar el ingreso en | + 5 = 6 dblares. Por lo tanto, la cantidad méxima que
Leatherco debe pagar por una varda cuadrada de el adicsonal €5 6 didares (no 1 didar),

(Mra manera de considerar lo antenor 3 como sigue; 51 se comprt otra yarda cuadra-
da de piel al precio actual de 5 délares, la vtilidad aumenta én v, = | dblar. 5 se com-
pra otra yarda cuadrada de piel a un precio de & dblares = 5 dblares + | délar, entonces
la wiilidad se incrementa en | dolar — 1 dblar = 0 ddlares. Por lo tanto, lo mis gue
Leatherco estaria dispuesta a pagar por varda cuadrada de piel adicional es & dolares,

Dl mismo modo, 1o mis que Leatherco estaria dispuesto a pagar por una hora adicio-
nil de mano de obra es yy + (costo de una hora adicional de mano de obra calificada)

1 + 10 =1]. En este problema se observa que el precio sombra de un recurso represen-
ta ¢l sobreprecio ademis del costo del recurso que Leatherco deberda estar dispuestio a pa-
gar por una unidad adicional de este recurso.

Mediante los dos ejemplos aneriores se destaca que debemos ser cuidadosos al inter-
pretar el precio sombra de una restrceion =, Recuende que el precio sombra de una res-
triceidn en un proflema de maximizacion es la cantidad que aumenta la funcion objetivo
si el lado derecho se incrementa una unidad.

Con el gjemplo siguwiente s¢ ilustra la interpretacion de los precios sombra de las res-
tricciones = v de igualdad.

EJEMFLO 13 Precio sombra para las restricciones - y de igualdad

A Steelco be hicieron un pedido de 100 toneladas de acero. El pedido debe contener por
lo menes 3.5 toneladas de niquel, cuando mucho 3 oneladas de carbono v exactamente 4
toneladas de manganeso, Steelco recibe 20 dolares’ionelada por el pedido. Para surtir el
pedido, Stcelco puede combinar cuatro aleaciones, cuya composicion quimica s¢ propor-
ciona en la tabla 28, Sieekco desea maximizar la utilidad (ingresos — costos) obtenida por
surtir ¢l pedido. Formule el PL apropiado. Encuenire ¢ interprete también los precios som-
bra de cadas restriceidn.
Solugiin  Diespuds de definir a @, = 1oneladas de 1a aleacion / para surtir el pedido, el PL de
Steeleo o5
max = (20 2, + (20 00y + (20 ey + (20 = 6y
5.8 006x; + 0.03x; + 002y, + 0.00lx, = 3.5  (Restriccion del niguel)
002x; + 0.02xy + 0,05y + 006x; = 3 (Restnecion del carbono)
8y, + 0033 + 0020 + L0x, = 4 (Restriceion del manganeso)
Ky X3 + Iy + xg = 100  (Tamafio del pedido = 100 tons.)
Xps X3 Ny, g 2= 0
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TABLA 2B

Infrmacitn sofe teslen

Aleaciin (%]

Lements i

Miguel

Carbomo

Manganeso
Costo/tonelada (dols.) 1

R
=
A

= e b s
8 | B A PR
O = O =

Después de sumar una variable de holgura 5,5, restar una variable de excedente ¢, ¥ sumar
variables artificiales @), @, ¥ 4y, s¢ obiicne 1a solucion Opiima siguicnte: = = 1| 0, 5, =
025, x; = 25, x; = 625, 5y = 125, ¢y = 0, 53 = 0, El renglén § dptimo es

z + d00e, + (M — 400)a, + (M + 200k, + (M + 16}y = 1000
Si se aplican (31), (31') y (317) se obtiene

Precio sombra de la restriccion del nigquel = —{cocficiente de 2 en el renglin 0 Gptimedo)
= =40
Precio sombra de la restriceidn del carbono = {coeficients de 55 en el renglon O Gptimo)
=
Precio sombra de la restriccion del manganeso = {coeficiente de @y en el renglon O
dptimo) — M
= 2
Precio sombra de la restriceidn del famafio del pedido = (coeficiente de ay en el renglin
0 dptime) — M
= lb

Medante los procedimientos del andlisis de sensibilidad de le seccidn 6.3, se puede de-
moatrar que la base actual sigue siendo optima si 346 = &y = 3.6. Siempre que la can-
tided necesana de niguel esté dentro de este intervalo, al haber un iIncremento 4b; sobre
dicha cantidad de niquel, aumentard la utilidad de Steeleo —400 Ak, Por cjemplo, al in-
crementar el niquel m 3.55 toneladas (AF, = 0.05), la utilidad “pumentaria™ (en realidad
disminuiria) en —40N0.05) = 20 dblares. La restriccion del niguel tiene precio sombra
negativo porgue al sumentar ¢l lado derecho de la restriccion del niguel se vuelve mas di-
ficil satisfacer la restriccion del niquel. De hecho, un aumento en la cantidad necesaria de
nigquel obliga a Steelco a utilizar mayor cantidad de la aleacion cara tipo 1. Esto aumen-
i3 los costos v baja la utilidad. Como ya lo vimos, el precio sombra de una restriccion =
{en un problema de maximizacion) siempre serd oo positive porque al aumentar ¢l lado
derecho de una restriccidn 2 se climinan puntos de la region factible, Por lo tanto, ¢l va-
lor dptimo de z tiene que disminuwir o conservarse sin cambio,

Por medio de los procedimienios del amilisis de sensibilidad de la seccion 6.3 se sabe
que la base actual sigue siendo optima para 2.75 = by = =, Como va s¢ establecid antes,
¢l precio sombea de la restriccion del carbono es cero. Esto quiere decir gque 51 aumentamos
las cantidades necesarias de carbono, la utilidad de Steelco no cambia. Intuitivamente sabe-
mios quie esto se debe o que la solucidn actual dptima contiene sblo 2.75 < 3 toneladas de
carbono. Por ko tanto, relajar las cantidades necesanas de carbono no posibilitaria a Steelep
a reducir los costos, por eso la utilidad de la empresa se mantiense sin cambios,

Los procedimientos del andlisis de sensibilidad sefialan que la hase actual se mantie-
ne optima s1 3.83 = by = 407, El precio sombra de la tercera restriccion {manganeso)
es 200, asi que siempre que la cantidad necesaria de manganeso se conserve dentro del
intervale dado, al incrementarla un valor Ab; aumenta la utilidad 200 &b, Por ¢jemplo,
&i la cantidad necesaria de manganeso fuera 4.05 toneladas (&by = 0.0F), entonces la uti-
lidad se incrementaria (0.05) 200 = 10 dolares.
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D acuerde con los procedimientos del andlisis de sensibilidad, 1a base aciual se man-
tiene dptima s1 91.67 = by = 103,12, Puesto que el precio sombra de la cuarta restric-
cidn (tamafio del pedido) es 16, al incrementar dicho tamafio en &by toneladas (con
niquel, carbono ¥ manganeso sin cambios) se incrementaria la wtilidad en 16 Aby. Por
glemplo, la uiilidad generada por un pedido de 103 toncladas que requinicra = 3.5 tone-
Indas de niguel, = 3 wneladas de carbono v exactamente 4 toneladas de manganeso se-
ria | (e + 3 16) = | 48 ddlares.

En este problema, kos precios sombra de ambas restricciones de igualdad fueron posi-
tivos, En general, sabemos que es posible que una varabde del dual de la restriccion de
igualdad (v precio sombra) sea negaliva. 50 asi fuera, entonces la restriccidn de igualdad
tendrd un precio sombra negativo, Con ¢l fin de ilustrar esta posibilidad, suponga gue el
cliente de Steelco necesitaba exactamente 4.5 toneladas de manganeso en su pedido. Como
4.5 = 4.07, la base actual ya no es Optima. 51 resolvemnos de nuevo el PL de Sieelco, se
puede demostrar que el precio sombra de la restriccidn del manganeso cambia a —54,53,
Esto quiere decir que un incremento en la cantidad necesara de manganeso, reducird la
utilidad de Steelco.

e ——————————————————————————

Interpretaciéon de la columna de los precios
dual de los resultados de LINDO

En ¢l caso de un problema de maximizacion, LINDO proporciona los valores de los pre-
vios sombra en la columna de DUAL FRICES. El precio dwal para al renglén ¢ + 1 en bos
resultados que proporciona LINDO ez el precio sombra para la i-&sima restriccion ¥ el
valor optimo para la variable dual f-ésima. Por lo tanto, en la figura 4 se observa que pa-
ra ¢l problema de Dakota,

¥ = precio sombra para la restriceidn de la madera = precio dual para el renghin 2 = 0
¥; = precio sombra para la restriceion del acabado = precio dual para ¢l renglon 3 = 10
¥y = precio sombra pars la restriccion Je la carpinteria = precio dual par ¢ renghin 4 = 10

En cuanto a un problema de maximizsacidn, el vector epvB ! (mecesario para valorar
las nuevas actividades) es igual que el vector de los precios dual dado en los resultados
de LINDHD, Para el problema de Dakota, las nuevas actividades se valorarian mediante
egyB" = [0 10 10).

Por bo que s refiere a un problema de minimizacidn, la entrada en la columna DLMAL
PRICE para cualquier restriccidn s ¢l precio sombra. Por 1o tanta, segin los resultados de
LINDOr e la figura 6, se tiene que los precios sombra para las restricciones en el proble-
ma de la dieta son como sigue: calorias = 0; chocolate = = 2.5 centavos; azicar = 7.5
centavos, ¥ grasa = 0, De donde s infiere que

1 Al aumentar una unidad la cantidad necesana de calorias =¢ conserva sin cambio el
costo de la dieta Gplima,

2 Al aumentar una onza la cantidad requerida de chocolate, disminuird el coste de la die-
ta dptima —2.5 centavos (es decir, se incrementa ¢l costo de la dieta optima 2.5 centavos).
3 Sise incrementa | onza la cantidad de axtear, disminuird el costo de la dieta Gptima
= 7.5 centavos (ex decir, aumenta ¢l cosio de la dieta optima 7.5 centavos).

4 Cuando aumenta 1 onza la cantidad necesana de grasa, el costo de la dieta optima se
conserya sin cambios.

La entradsa en la columna DUAL PRICE para cualquier restriccion es el negativo de la
variable de la restriccion del dual. Por lo tanto, en cuanto al problema de la dieta, se ob-
serva en la figura 6 que la solucidn Oplima para el problema de la dieta esth dado por
el ' =0 2.5 7.5 0] Cuando se valora una nueva actividad con respecto a un
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problema de minimizacidn, se usa el negativo de cada precio dual como ¢l elemento
correspondiente de ey, 8"

Recuerds que para cualquier PL, los precios dual contindan siendo vilidos siempre que
la base actal siga siendo Gptima. Coma s establecio en la seccitn 6.3, ¢l intervalo pa-
ri los valores del lado derecho para el cual la base achual sigue siendo optima, se podria
abtener del hlogue RIGHTHAND SIDE RANGES de los resuliados de LINDCL

Andlisis de degeneracion y sensibilidad

Cuando la solucion dptima de un PL es degenerada, se deben womar ciertas precauciones
al imterpretar ¢l resultado de LINDO. Recoerde que en la seccion 4,11 se menciond que
una sfb es degenerada si por bo menos una variahle bdsica en la solucidn Gptima es igual
a cere, Enun PL con m resincciones, s ¢l resultado de LINDO scfiala que menos de m
variables son positivies, emtonces la solucion optima ex una &fb degenerada. Con el fin de
tlustrar o antenior considere el PL siguiente:

max z = 6, + 4% 4+ 1Y, + 1Y,
54 X 4 3N+ Xy 4+ AN = 400
Xy 4 Xy 41+ X, =150
I, + X+ X, 5K, = 200
X + Xy 4 Xy = 150
X, X X Xy =0

Los resultados que LINDO proporcions para este PL se muestran en la Ggurs 9. El PL
tene cuatro restricciones v 50lo dos variables positivas en la sobuckon dptima, por cso la
5ib s degenerada. A propdsite, los reaulndos de usar el comando TABLEAL ( Tableau)
indican que la base optima es BY = (X5, X5, &, X, ).

Ahora s fratan tres “particulanidades™ que se podrian presenfar cuando o degenerada
la solocion dptima que encontrd LINDO.

Particularidad 1  Para una restriccidn, por lo menos un RANGE [N WHICH THE BASIS
15 LUNCHANGED I:i:l'l'l.:l:"r.!h ¢en ol cal la base se conserva sim cambags] teng on &AL
WABLE INCREASE, o bren, un ALLOWABLE DECEEASE {incremento permusible 0 o un
decremento permisible D). Esto significa que, por lo menos para una restriccion, ¢l DUAL
PRICE nos sefiala algo acerca del nuevo valor z para un incremento o un decremento en
el lado derecho de la restriccion, pero no para ambos.

Para entender 1a particulandad 1, conssdere la primera restiiccion. Su A7 es 0. Por bo
tarito, su DAL PRICE de 50 no se puede usar para determinar wn muesvo valar = resul-
tante de algin incremento en el lado derecho de la primera restriccian.

Particularidad 2 Para que una wanable bisica se veehva positiva, ¢l cocficiente de la fun-
cidn objetivo tendrls gue ser mejorado por mis que sa REDDCED OOST (costo reducido).

Para entender ba particulandad 2, considere b warnable no basica X, su REDUCED
COST es 1.5, 5i incrementamos en 2 ¢l cocficienie de Yy de ka funcidn objetivo, encontry-
remms que iodavia la nueve solucion optima tiene A, = 0 pongue ¢l cambio afecta el con-
junito de variables basicas, pero no la soluckin optima del FL. 5 aumentamos en 4.5 o en
mas el coeficiente de X, de la funcidn objetivo, énionces obeervamos que X, o= positiva
Particularidad 3 50 wsted incrementa un coeficiente de la vardable de b funcidn objetive
por una cantidad mayor que su AL o lo disminuye en mas de su AD, entonces la solucion
optima para el PL podria seguir siendo la misma.

La particularidad 3 es similar a la particulanidad 2. Para entender la particukaridad 3,
considiress la vanable no basica Ay su Al es 1.5, 51 mcrementamos en 2 el cocficiente
de X, de la funcion objetivo, observarernos gue todrvia la oueva soluckon Optima no cam-
tia, Esta particulansdad se presenia porgue ¢l cambic afecta ¢l conjunto de variables b-
sicas, pero no la solucron opiima de la PL.
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Aplique el teorema del dual para desmostrar (37),
2 Las preguntas siguientes se refieren al problema de
Sugarco (problema 6 de la seccion 6.3

a [Deicrmine los precics scanb del problema de Sugarco.

b 5 hubdera disponibles 60 onzas de asicar, Jcudl

seTia

Ia utilidod de Sugarco?

& .Y ai foeran 40 onzas de azbcar?
d .Y s fueran M oncas de aedcar?

6.8 Pcos wmbe

ax




TABLA Z8

Prducte
Recarsas 1 Fi
Mamo de obra calificada (h) 3 £
Mano de obra no calificada (hy 2 3
Materia prma {unadades) 1 2

3 Supomga que esti trabajado con un problema de mmimi=
zacidn, e incrementa ¢l lade derecho de una restriccion ==
S0 pasa con el valor dptimo de =7
4 Suponga que estamios resofviendo un problems de mini-
mizacion & incrementamos €l kado derecho de una restnic-
cidn = ;(hsd pasa con el valor dptimo de =7
5§ Unn empresa elabora dos productos (1 v 2), Cada uni-
dad del prodwcto 1 se vende a 15 dilares v cadas unidad del
proclscte 2, en 25 ddlares. Todos bos productos mequberen
materia prima vy dos tipos de manos de obra {calificada y no
calificsda) (viase tabla 29). La compafia dispons por shora
de 100 horas de mano de obra calificads, T0 horas de ma-
no e obra po calificada v 30 unidades de materia prima.
Debido o consideraciones del mercado, se tienen que fabn-
car por lo menos 3 unidades del producto 2,

8 Exphgue por que ln metn de la empresa es maxima-

zar el ingreso,

b El PL perimente e
max z = |5x;, + 2ix,
s 3 & dip = 100 (Resiriecidn de ks mano de obea

calificada)
ll', + ixy, = T { Restricesin de k& mamo de ohia
no calificada)
x4+ 2ry = 30 (Restriecidn de la maleria priemal)
%¥; =3  (Restriceion del products 2)
Kye T:E{'
El tableau Spiimo para esbe problema tens @l renglén 0
siguiente:;
R |511_+5-E1+[H_5:h|‘,"'"35

La soluciin optima par el PL esz = 435, x; = 24, 33 = 3,
Encuentre ¢ interprete el precio sombra de cada restriceidn,
LCwinbo estasia dispuesta a pagar la compaiifa por una ani-
dad adicional de cada tipo de mano de obra? [ Cudiio estaria
diigpuests & pagar por una unidad sdicional de materia prima?

€ S0 la base actual continksra siemdo dptima (gue & Lo

esh, jouil serin el ingreso de la compaitia 5 taviem a su

disposscion 35 unidades de masersa prima?

d 5 la base sctual es Gptima, Joutl seria el ingreso de

In compadiin 51 hubiern disponibles B0 boms de mano de

obra calificada™

8 5§ la base sctual cs dptima. Jcwhl serfs ¢l nuevo in-

gresa de la emprsa 8 por o menos 5 umidades del pro-

ducte 2 se uvieran que fabrmcar? JY 50 se tuvieran que

elaborar por by menos 2 unidades del prodocio 27
B Supongn que ka compasiin del problema § no posee mano
e ohra ni materia prima, pero puede compraras o los precios
sigubentes: o mencs de 100 horas de mano de obra califica-
da a 3 dilares/hora, 70 horas de mano de obm no calificada a
1 dilareahora v 30 unidades de materia prima a 1 ddlar por
unidad de mslera prima S la compafiia ene por obgetivo
maximizar ln wilidad, demuestre goz ] PL apropinde es

mas z = x; + Jxg
EF Ixy + dry = 100
oy 4l =0
I + 2oy = )
1}33
.T|.J:_;§|:|
El rengldn O dptimo del PL e
z+ 1.Sx, + 256 + Moy =75
v |a solucida Gptima es z = 75, %, = 0, x; = 15, Suponga
que ln base actual sigoe siendo Gptima para dar respuesta a
los imcisos (a) v (b).
8 Cuinto debe pagar la compafiia por una unidad adi-
cional de materia prima’

b ;Cuinto debe pagar la compadia por una hora adi-
cional de mano de obra calificada? ;Y por mano de obra
no calificada ({Sea miay cubdadoia agui!)

T Comteste las preguntas siguienies para el problema de
Dortan (viéase el problema B de la seceidn 6.3)
@  Cwil seria el costo de Dorian si 40 millones de ex-
posiciones MAL se requirieran’
b Cuwil seria el costo 51 8¢ requirieran salo 20 mille-
e e exposiciones VALY
B Sies diflcil creer que el precie sombra de uma restriccion
de igualdad debe ser no restringsdo en signo, vea este pro-
blema. Considere los dos PLs siguientes:

mix z = Iz

(LF 1y sa X +r=12
X, 2 =0
max = = Xz
(LF 2} sa =I =33 m =1
Xy, X3 = 0

LEn g PL la resirscchdn tendrd un precio sombira positiva?
JCud] tendra un precio sombra negativo?

Grupo B

¥ Suponga, en el problema de Dakota, que 22 horas de
acabado y 9 horas de carpinteria estin a la disposicitn,
ACud] seria el auevo valor dpime de =7 [Sugerencia: ulilice
la regla del 100% parn demostrar que la base actual sigoe
siendo dptima v aplique (34 8 (36).]

10 Para el problema de la dieta, suponga que 2 requienen
por lo menos B omzas de chooolate ¥ % onzas de azicar (los
oitros ingredientes se mantienen igual). (Ol e el nsevo vas
lor dptime de 2T

11 Conzidere ol PL:

max = 9, + Bxy + Sxy + duy
¥ Xy + x4 = HH)
Xy + X3 = |50
.I|+.'I:z"".".'3 = 150

1-'1:] + T: + X +.¥4555'}
X, Xy, Iy, 3g = 0

8 Resuclva esie PL con LINDO y utilice bos resuliados
para demosirar que la soluscibn dplima es degenerada.
B Unlice lox resultados de LINDO para determanar un
cjemplo de las particularidades 1 a 3.
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6.9 [ualidad y andlisis de sensibilidad

En una demostracion del teorema dual se llegd al resultado siguiente; si se supowe gue wn
conjunio de variables basicar BV ex factibe, entorces BV es dpwim fes deciv cada va-
rialle del renglin 0 Hene cogficiente ro negativa) 5y solo =i la solucidn del dual aso-
clada { egyeB™') a3 factiMe parg of dual,

Este resultado se puede usar para efectuar de otro modo los siguientes tipos de andli-
sis de sensibilidad (véase lista de cambios al principio de la seccidn 6.3,

Camble 1 Modificaciin del coeficiente de la funcidn objetivo de una variable no bisica.
Camhble 4 PModificacidn de la columna de una vanable no hisica
Cambie 5§ Agregando una nueva actividad

En todos los casos, la modificacion deja a BY factible, BY seguird siendo dptima si ¢l
rengldn 0 de Ia BY se conserva no negative. La optimalidad del primal v la factibilidad
del dual son eguivalentes, por eso vemos que fos cambior mercionados anies Conserin-
ridn dptima a la base actual s v séle si la solucidn actual del dual cgyB™" permanece
Jactite parg el duwal. Si la solucion actual del dual ya no s factible para el dual, enton-
ces BY serd suboptima, ¥ s& Hene gue encontrar una nueva solucidn optima.

Se ilustra el enfogue kasado en la dualidad para el andlizsis de sensibilidad, resolvien-
do de nueva cuenta algunos de los ejemplos de la seccion 6.3, Recuerde que estos gjem-
plos se relacionan con el problema de Dakota:

max z = bllr; + Ix; + 2,
53 B+ fip 4+ ox; =48 {Restriccion de la madera)
de) ¥ 2z + 1Ay =2 {Restriccion del acabadn)
2oy + L5z + 05x; = 8 {Restriccidn de la carpinteria)
Lis X1, Xy = 0
Lasoluckim optimacraz = B0, 5 =M. =8, n =L n=0np=0n=10.La
unica vartable de decision no bisica en ln solucidm dptima e x; (mesas). El dual del pro-
blema de Dakota es
min w = 48y, + Iy + By
5.4 By, + dyy 4 by = 60 (Restriceidn de los escritorios)
Gy + 2y + 150 = 30 { Restriceion de los mesas)
¥i 4 L 4 05y = 20 (Restriccidn de las sillas)
Vi ¥ ¥ =0
Recuerde que la solucion dptima del dual, ¥ por lo tanto, los precios sombra de las res-

tricciones, son v = 0, ¥ = 10, ¥y = 10, Ahora ya sabemos como la dualidad se puede
aplicar al analisis de sensibibidad.

EJIEMPLO 14 Modificacion del coeliciente de una variable no basica
de la funcidén no objetivo

Desenmaos cambiar el coeficiente de una variable no bdsica de la funcidn objetivo. Sea o5 el

cocficiente de x; (mesas) en la funcidn objetivo de Dakota. En otras palabras, c; s ¢l pre-

cio al que se vende una mesa. [ Para qué valores de ¢; la base actual se conserva Gptima?
Bolugibn Si v, = 0, = 10, 4y = 10 mantiene factible al dual, entonces no cambia la base -

tual, ni los valores de fodas las vanables. Observe que 51 cambia el coeficiente para x; de

la funcidn objetivo, entonces la primera ¥ la fercera restricciones del dual se conservan

sin cambios, pero la segunda restriceidon del dual (mesas) cambia a

G+ By + LB =0
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Sty =0,y = 10, vy = 10 cumple con esta desigualdad, entonces se conserva la factibi-
lidad del dual (v, por ko tanto, la optimalidad del primal). Por consiguiente, la base actual
s mantiene dptima si oy satisface 6(0) + 20100 + L3510} = ¢y, 0 bien, ¢z = 35, Esto mues-
tra que para ¢; = 35, la base actual sigue siendo dptima. Al contranio, 51 ¢ = 35, 2 base
actual deja de ser Gptima. Esto va de acuerdo con el resultado obtenido én la seccion 6.3,

Se podria proporcionar otra interpretacion de este resultado usando los precios sombra,
Estos se pueden utilizar para calcular el valor implicado de los recursos necesarios para fa-
bricar una mesa (véase tabla 30). Una mesa wsa un valor de recursos de 35 dolares, por
es0 la dnica manera en que producir mesas puede aumentar los ingresos de Dakota es
vender una mesa por més de 35 dblares, Por lo tanto, la base actual deja de ser dptima si
ce = 35, v la base actual s¢ conserva dptima si o3 = 35,

TABLA 30

Por o um2 meEs? &5 ol @ - 35 dilansimass

Bacurse

& Ena Precio somara del Carsdad e Vel del

mesE recursn [dilanes) fcars usie  recerss usede [délares

hMadera i} 6 pies tablén &y = S0

Acabado 1o 2 horas 12y = 520

Carpinteria 10 |.5 horas 1.5 = &15
Total: = %35

Modificacion de una variable no bagica

324

CQueremos cambiar la columna por una actividad no basica. Soponga gue una mesa se

vende a 43 ddlares v requiere 5 pies blén de madera, 2 horas de acabado v 2 horas de
carpinteria. [La base actual sigue siendo optimaT

Al modificar la columna por la variable “mesas™ no bisica, deja sin cambios a la prime-
ra ¥ i la tercera restriceiones del dual, pero si cambia ln segunda a

Sy + A+ 2 =43

Comao vy = 0, »; = 10, w3 = 10 no sansfacen la nueva segunda restriccion del dual, la
factibilidad del dual no se conserva v la base actual va no es dptima, En términos de los
precios sombra, este resuliado e razonable (véase tabla 31). Cada mesa usa recursos con
valor dede 40 dolares y se vende en 43 dolares, por eso Dakota puede aumentar su ingre-
s0 en 43 — 40 = 3 ddlares por cada mesa que se fabrica, Por o tanto, la base actual de-

ja de ser optima, ¥ x; (mesas) estard en la nueva solucion Gpiima,

TamLA 31

Intexpretaciia del precis sambra e |3 Geceiin man prodecir mesis (40 delaresimesa)
Fecursp

=8 Ena Precin samben Canticed ded Valar del recarsa
e gl ecersa (odlares] regersy (dilans) usad |ddlares)
hMadera {i 5 pies tabldn 05y = S
Acabado |1 2 horas T2y = 520
Carpinteria 10 2 homs I3y = 520

Total: = 540
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Adicion de una actividad nueva

ueremos agregar nna nueva actividad. Suponga que Dakota planea fabricar taburetes
(x4} Un taburete s vende en 15 dolares v requiere 1 pie tablon de madera, 1 hora de aca-
bade v | hora de carpinterfa. ;La base actual 52 conserva optima’

Las tres restricciones del dual se mantienen sin cambio al miroducir una noueva actividad
{taburetes}), pero la nueva vanable x; suma una nueva restriceion del dual (que correspon-
de a los whuretes). La nneva regtriccion del dual serd

htpt+twmEls

La hase actual se conserva Optima s1 v, = O, ws = 10, w5 = 10 satisface la nueva restric-
cidn del dual. Como 0 + 10 + 10 = 15, la base actual sigue siendo dplima, En térmi-
nos de los precios sombra, un taburete usa 1(0) = 0 doleres de madera, 1{10) = 10
dilares del valor de horas de acabado v 1109 = 10 dilares del valor del tiempo de car-
panteria. Un taburete usa 0 4+ 10 + 10 = ) dolares del valor de los recursos v se ven-
de por sdlo 15 ddlares, por eso Dakota no debe fabricar taburgies, v la base aciual se

CONSETVA Oplina.

PROBLEMAS

Grupo A

1 En el problema de Dakota, supongn que lns mesas para
compuindora sz venden en 35 ddlares y wiilizan 6 pies ta-
Bl de madera, 2 horas de tempo de acabada v | hor del
tiemipe de carpinieria. [ Adn &5 dptima la hase actual? Inter-
prefe este resultado en vbrminos de los precios sombim,

2 Las preguamias siposentes s refieren &l problema de Su-
o (proshlema & de la seccion &3k
a jPara gué valores de utilidad sobee ars harra de ca-
ramebo bipo | la base acaal se manlens Oploma’
b 5iuna bara de carameln tipo | requiriera 0.8 onzas
de ambear v 0,75 onzas de chocolate, [seguirla siendo
dptirna la base actual?
€ Ll harra de caramelo Gpo 4 estd en planes. Una ba-
rro die caramelo tipo 4 genera una wtilided de |0 centa-
wos ¥ pequiene 2 onzas & anicas v una ones di chocolate.
iSigue siendo optima la bese actual”

3 Encl problema de Dakota, suponga que un escritona se
vende en 60 dalares, pero shora reguiere B pies tablin de
maders, 4 horas de acabado v 15 homs de carpinteria, De-
termine 53 In hase actual sigee siendo dptima. JCQué esth mal
en el siguiemie razonamienia’

El camhbio en bz cohamna de los escritonos mo modifica ba
segunida ni ks tercera restriecion, pera s cambia la premera a
By + dyy + 15w 2= 6
Cama vy = 0, 1 = [0, yo = 10 safisface la fusva mestne.

ciom del dual, | base actual sigue ssendo Gplima.

6.10 Halgura complementaria

El teorema de la holgurs complementana es un resultado imporiante gue relaciona ¢l pri-
mal dptimeo ¥ las soluciones del doal, Para planfear cste teorema, suponemos que e primal
&% un problema de maximizacion normal con varables 1y, &, ... X, ¥ 01 DEStOCCIOnSs =,
Sean 5y, 83, . . . , 3 185 vanables de holgurs del pnmal. Entonces el dual es un problema
de minimizacion normal con variables vy, ¥, .. Ve ¥ 8 mesiricciones =, Bean g,
€30« - o 8 las variables de excedente para ¢l dual. A confinuacion sigue un enunciado
del feorema de la bolgura complementaria.
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TEOREMA 2

S
*]

&3
X =

K

una solucion factible del primal y ¥y = [, » -~ ¥a] una solucidn factible del

dual. Entonces x es ophima para €l primal ¥ ¥ &5 optima para ¢l doal 51 v solo si
sy =10 (fi=12,..., ) (3a)
ex; =10 (=12 ..., mj (L]

En ¢l problema 4, al final de esta seccidn, se delinea la demostracion del teorema de
holgura complementaria, pero primero se analiza el significado infuitive de este feorema.

5¢ infiere de (38) que las soluciones dptimas del primal v del dual deben satisfacer

i-estma holgura del primal > (0 implica que la i-ésima vanable del dual = 0 [4m

i-tsima variable del dual > 0 implica que la i-ésima holgura del primal = 0 (£1])]
De acuerdo con (39), se infiere que las soluciones dptimas del primal ¥ del dual tienen
que cumplir

J-ésimo excedente del dual > O implica que la j-ézima variable del primal = 0 (&)

J-esima variable del primal > 0 implica que el j<¢simo excedente del dual = 0 (@)

D {(40) v (42) se ve que s wna restriccidn on o primal o el dual es inactiva {5, > 0,
g; = 0, entonces la variable corvespondiente en &l oiro problema (o complementario) de-
b ser fpual a 0 De agqui el nombre de holgurs complementaria.

Con el fin de ilustrar la interpretacién del teorema de la holgura complementaria, re-
gresemos al problema de Dakoda, Recuerde que el primal es

max z = 6, + 30x; + 20y
8.4 Bry + By + 1y = 48 (Restriccidn de la madera)
doy +  Ixp + L5xy = 20 (Restriccion del acabado)
2rp + L3z + 0.5 =B (Restriceidon de la carpinteria)
Xy, X2, X3 2= 100

y el dual es
min w = 48y, + Hhy + By
5.3 g+ A+ 2y =60 (Restriccion de los escritorios)
Gy + s+ LA = 30 (Restriceion de las mesas)
¥+ L5y + 0.5y 2= 20 (Restriceibn de las gillas)
Yy =D
La solucidn Gptima del primal es
r = 280, I =2 6 =0 =41
5p= 48 — (B(2) + 6(0) + 1{B)) = 24
g2 = 200 — (4(2) + 2(0) + 1.5(8)) = O
5y =8 — (22} + 1.5(0) + 058 =0
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La solucidn dptima del dual es

W = Eﬂﬂ. W= 0, h= 10, Wy = 1
e = (B0} + (100 + 2(10)) — &0 = 0
= (6{0) + 20100 + LS10)) — 30 = §
ey = (10} + L5(10) + 0.5(100) — 20 =D
Por lo que s¢ refiere al problema de Dakota, (38) se reduce a
BV = Sgpa = sy = 0
a la que de verdad satisfacen las soluciones dptimas del primal v del dual. Asimismao, (39)
se reduce a
X T e = ax =10
2 la que iambién satisfacen ks soluciones Optimas del primal v del dual.

Enseguida se ilustra la interpretacion de (40) a (43). Obsérvese gue (40) sciiala que
como la solucidn Gptima del primal tene 5 > 0, la solucidn Gptima del dual debe tener
¥1 = 0. En ¢l contexto del problema de Daketa, esto quiere decir que 1a holgura positiva
en la restriceidn de la madera implica que ¢l precio sombra de la madera debe ser 0. La
holgura en la restriceion de la madera significa que no se debe usar la madera adicional,
por es0 un pic tablon adicional de madera debe ser en realidad msernble,

La ecuacikon (41) sefiala que puesto que v; = 0 en la solucion optima del dual, 53 = 0
debe conservarse en la solucion dptima del primal, Esto es razonable, porgue vs > 0 sig-
nifica que una hora adicional de scabado tiene cierio valor, Esto sdlo puede ocurrir si
por ahora estamos wtlizando tedas las horas disponibles de acabado (o, de manera equi-
valente, si 53 = ()

Observe que (42) nos manifiesta gque como ; > 0 en la solucidn dptima del dual,
xy = [ debe conservarse en la solucidn dptima del primal, Esto es razonable porque
ey = by + Zyy + L5y — 30 Como ), v: ¥ ¥3 s0n precios sombra de los recursos,
¢ 5¢ podria escribir como

¢z = [valor del recurso usado para una mesa) — [ precio de venta de una mesa)
Por ko tanto, 51 e; = 0, las mesas s¢ venden a un precio gue ¢s menor al valor de los re-
cursos usados para elaborar una unidad de x» (mesas), Esto quiere decir que no se deben
producir mesas (o ben, que x; = 0). Esio demuestra que 2 = 0 en la solucion dptima
del dual implica que ©; = 0 debe conservarse en la solucidn optima del primal,

Obzerve que para el problema de Dakota, (43) nos sefiala que x; = 0 para la solucion
dptima del primal implica que ¢, = 0, Este resultado simplemente refleja el siguiente he-
cho importante. Pare cualguier variable x; en la base dptima del primal, ¢l ingreso mar-
ginal obtenido por la produccion de wuna wnidad de x, debe ser igual al costo marginal de
los recursos que se wiilizan para productlr ung wnidad de x;. Esio es una consecuencia del
hecho de que toda vanable basica debe tener coeficiente cero en el rengldn 0 del tableau
dptimo del primal. En resumen, (43) es simplemente la version de PL de la méaxima eco-
ndmica tan conocida: una estrategia de produccidn optima debe tener ingreso marginal
igual al costo margimal.

Para ser mis especifico, observe que xy = 0 significa que los escritorios estin en la
base aptima. Entonces,

Ingreso marginal obtenido al fabricar un escatorio = 6 dolares
Para calcular el costo marginal de fabricar un escritorio (en términos de precios sombra),
obsérvese que
Costo de la madera en el escritorio = 8(0) = 0 ddlares.
Costo de |as horas de acabado usadas para hacer un escritorio = 410) = 40 dbolares,
Costo de las horas de carpinderia usadas pars producir un escritorio = 2(10) = 20 dolares,
Costo marginal por producir un escritonio = 0 + 40 + 20 = 60 dolares,

Por lo tanto, en cuanio a los escritorios, ¢ ingreso manginal es igual al costo marginal.
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Resolucién de PL mediante holgura complementaria

S se conoce ln solucion dptima del primal o del dual, entonces la holgura complementana
s puede usar algunas veces pam determinar la solucion optima del problema complemen-
iario, Por gjemplo, suponga que 52 nos dijo que la solecion dptima del problema de Dako-
tamerar =200 ¥, =2 5 =0, 15 =8 5 = 24, 5 = [, 53 = (L ;Podemos usar e teorema
2 para que nos syude a encontrar la soluciin Optima para el dual de Dakota? Como 5, > A,
{40) sefiala que la solucion optima del dual debe tener y; = 0. Puesto que x; = 0y x5 >
0, de (43) se infiere que la solucidn dpdima del dual debe tener ¢ = 0y ¢y = 0, Eslo quie-
re decir que para ka soluciim dptima del dual, la primera v [a tercera restricciones deben ser
activas. Sabemos ya que ¥y, = 0, por eso también sabemos que los valores dptimos de y; v
¥y =2 podrian determinar resolviendo las restricciones primera v lercera del dual como igual-
dades {con ¥, = 0). Por ko tanto, los valores dptimos de 3, v vy deben cumplic

dyy + 2y = G0 ¥ 15w + 05wy = 20

La resoluciin de estas ecuaciones en forma simultines muestra que la solucion Gplima
del dual debe tener y; = 10y vy = 10. Por lo tanto, la holgura complementaria myud a
encontrar la solucion dptima del dual de vy = 0, v = 1, ¥y = 10, (Por el teorema del

dual zabemos, naturalmente, que la solucidn optima del dual debe tener & = 280.)

PROBLEMAS
Grupo A

1 Gilassco fabrica recipientes de vidrio: para vino, cervezm,
champata v whisky. Cads tipo die reciplente requisre tempo
en el mller de moldeado, tempoe en el aller de empague ¥
cienin candidad de vidrio. Los recursos que se requicnen pam
elaborar cada (po de recipiente ¢ proporcionan en la tabla
32, En la actuakidad, estin a la disposicion G600 minutos de
tiemps de moldesdo, 400 minutos de tiempo de empacado v
500 onzas de vidrio, Si se supone que Glassco dessa maximi-
#ar los mgresos, s tene que resolver la PL siguiente:
max z = fr; + My + 9y &+ 2y

8.8 "1'.|'|_ + '.h';- + T.:f\ + I[h'.q = i) {Hm“
del moldeado)

Xy + s+ 31'_1 + 4'11'1_ = ) I:H:ﬂril;l:l'llfﬂ'l
del empacado)

.1'I.'| T 4.1:1 + II]_ + X4 = SEH] {P.-Lm-i.::-:iﬂrrl

Xy, X3, X, Ky =10

Se pueds demostrar que la solucitn Gptima pam este PL s
H e ey nedn =0y =04=0

& Encuentre el dual parn el problema de Glassco
b Dtermine la solucidn dplima para ¢ dissl del pro-
blema de Glassco mediante la solucion Gptima del pri-
mal dada ¥ &l teorema de la holgura complementaria.
& e un ejemplo de cada uma de las condiciones de
hodgum complementaria, (40) a (43}, Como en el wexin,
interprete cadn ejemplo en términos de precios sombra.
2 Apligque el teorema de la holgura complementaria para
mstrar que, en los resultados de LINDO, las entradas
SLACK o SURPLUS v DUAL PRICE para cualgquier ren-
ghin no pueden ser ambas positivas,
3 Considere ¢l PL siguiente;
max z = Sx; + Iwa + xy
58 1!. + X3 + xy =&
I+ 2+ =7
Xy X3 X3 =10
Resuelva en forma griafica el dual de este FL. Luego use la
holgura complementaria para resolver ¢l problema de ma-

XImEzacion

Recipientes

1 x5 & L

¥ing e Champaia Whizky
Tiempa de moldeadn 4 mainuios 9 minutos T mamitos 1l rdrutos
Tiemps de smpacsde | minwio 1 minuto 3 minuios Hp minutos
Yidria oz 4 o 2oz | oz
Precn te vesta 6 ddlares 10 devlares 4 dislanes 2 dislares
aza gapitein & Mncilisis do sansibifidad y dusidsd



Grupo B € Calcule: respuesia del inciso (a) menos respucsta del

s (b,

4 Seax = 3 ] factible del i e
BE Ly Ay AL ] GO B d LUtilice la respuesta del inciso (c) ¥ el teorema del

primal parn ¢l problema de Dakola vy ¥y =[w ¥ w8

] un puinto factible del dus).

a Multiplique la /-ésima restriceion (en la forma estin-
dar) del prmal por y, ¥ sume las restmcciones reswlian-
bEs.

b !".-'Il.llllp]iqlx Ia j=ecsima restmocion del dual [en In fors

dual pam demostrar gue 5 % es optima del prmal ¥ ¥ es
doptima del dual, entonces (38) v (39) se sostienen

&  LUilice la respoesin del inciso (¢} para demostrar que
s (38) y (39 s sosthenen, enlonoes X ed dptima del pri-
mal v ¥ o5 Optima del dual. (Seperencia: ven el lema 2.0

i estdndar) por x; v simelas.

6.11 Método simplex para el dual

Cuando usamos el método simplex para resolver un problema de maximizacion (nos refe-
rirems al problema de maximizacitn como un primal), empezamos con una solucion fac-
tible del primal {porque cada restriccion en el tableau inicial tiene un lado derecho no ne-
gativo), Por lo menos una variable en el renglén O del iableau inicial tiene coeficiente
negativo, por eso ko solucion inicial del primal no es factible para ¢l dual. Medianie una
sucesitn de pivoteos simplex se mantiene fa factibilidad del primal v se obtiene una s0-
lucion dptima cuando se logra la factibilidad del dual (un renglon 0 no negative). En mu-
chas situaciones, cs mis ficil resolver un PL empezando por un tableau en ¢l cual cada
varibde en el renglon O tiene un coeficiente no negativo (por eso ¢l tablean no es fact-
ble para el dual) vy por lo menos una restriccidn tiene un lado derecho negativo (por eso
el tablesus no es factible para el pramal), El método simplex del dual conserva un renghon
() m megativie, v, con el Gempo, se obticne un tableau en el cual cada lado derecho es no
negativo (Factibilidad del primal). En esfe punio va se obtuvo un ableau dplimo. Como
esta téenica conserva la factibilidad del dual se denomina método simplex para el dual.

Método simplex para el dual en el caso de un problema
de maximizacion

Pasa 1 ,FEl lado derecho de cada restriccion es no negativo? 5i es asi, va se encontrd una
solucidn dptima; si no, por lo menos una restnccion tene un lado derecho negativo, v
continwamos con el paso 2.

Paso 2 Elija la vanable hisica mis negativa como la variable que saldri de la base. El
renglin en el cual la variable es bisica, serd el rengldn pivote, Para elegir la variable que
entra & la base, calcule el cociente que sigue para cada variable 1, que tiene coeficiente
segative en el renglin pivote.

Coeficiente de x; en el rengldm 0

Coeficiente de x, en el renglén pivote

Escoja la variable con ¢l cociente mas pequefio (valor absoluio) como la varable entran-
te. Esta forma de la prucha del cociente conserva un tableau factible del dual (el coefi-
ciente de wdas las variables en el renglén 0 es no negativo). Enseguida aplique OER para
transformar a la variable entrante en una variable bdsica en ¢l rengldn pivote,

Pase 3  5i hay alguna restriccidn en la cual el lado derecho s negative vy cada variable
tiene un cochiciente no negative, entonces €l PL no tiene solucidn factible, 5i no se en-
cuenira restriccion alguna que indique infactibilidad, regrese al paso |,

Para ilusirar el caso de un PL no factible, suponga que el método simplex para el dual
genera una resticcion fal como 3y + o b oy = =5 Comoxy =0, 2oy =0y x = 0,
X + i + xp = 0,y la mestnecion x; + 2x; + a3 = —5 no puede ser sahisfecha. En es-
tz caso, el PL orginal debe ser no factible.
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A continuacion 2 proporcionan tres usos del dual simplex:
1  Encontrar nugva solucidn oplima despuds que s suma una restriceion a un PL.
2 Encontrar nueva solucidm optima despuds de cambiar un tado derecho de un PL.
3 Solucidn de un problema de mimmizacion normal.,

Nueva solucion éptima después de que
se suma una restriccion a un PL

El método simplex para el dual s¢ aplica & menudo para determinar la nueva solucion op-
tima de un PL despuds que se agrega una restriceitn. Ceando se afiade una restriccion se
presenta und de los tres casos siguientes:

Caga 1 La solucidn dptima acteal satisface la nueva restriccidn,

Casa 2 La solucion dptima actual no cumple la noeva restriccion, pero gl PL todavia
tiene una solucidn fsctible,

Casa 3  La restriccidn adicional ocasiona que ¢l PL ne tengn solucidn factible,

Si se presenta el caso 1, entonces la solucidn dptima actual satisface la oueva restric-
cion, v ka solucidn actual sipue siendo optima. Para ver por qué esto &5 cierto, suponga que
hemos agregado la restriocsin oy + xs + 53 = 11 al problema de Dakot. La solucidn dp=
tima actual (z = 280, x; = 2, x; = 0, 1; = 8) satisface esta restriccion. Para entender por
qui esta solucion sigue siendo optima después que s sumd ln restnocm 1, + 5y + 1, =
11 recuerde que sumar una restriccsin a un PL o bien deja ba repidm factible sin cambio al-
guno o elimina puntos desde la regidn factible, En este caso, el andlisis de la secowm 6.8
nos indica que agregar ond restriceion (2 un problema de maximizacion) reduce el valor op-
time de 2 0 1o deja sin cambios. Esto queere decir que i sumansos |a restriceion o + ¥ +
x3 = 11 al problema de Dakota, & nuevo valor dptimo de z puede ser cuando mucho 280,
La solucidmn actual indavia es factible v tiene z = 280, por eso todavia debe ser dpdima,

51 se presenta ef caso 2, la solucion actual ya no es factible, por ¢s0 va no es dplima.
Se puede usar of método simplex para ¢l dual con ¢l objeto de determinar lo nueva solu-
cidn Hptima, En el problema de Dakota, suponga que las consideraciones del mercado
dictan que por lo menos se debe fabrcar una mesa. Esto afiade la restriceion x; = 1. Co-
mik i la solucidn dptima actual xp = 0, va no es factible ¥ no puede ser Optima. Para en-
cortrar la nueva solucidn se resta una variable de excedente ey de la restriccion 1y = 1L
Asi s¢ obticne la restnccion x; — £y = 1. 51 esta restriccion se multplica por —1, se ob-
nmene —xy b ey = =1, ¥ s puede usar ¢y como una vanable bsica en el caso de esm
resiniccion. Al anexar esta restmiccidn al tableau optimo de Dakota se obifiene 1z tabla 33,

Como s estd usandy el reaglén 0 de un tableau dptimo, ¢l coeficiente de cada varia-
ble 23 no negative en el renglon 0 v s2 podria proceder con ¢l méodo simplex para el
dual, La variable ¢; = — 1 g5 la variable basica mis negativa, por ¢80 ¢4 saldrd de la ba-
=2, ¥ el rengldn 4 serd el rengldn pivole. Como x; 5 la dides variable con coeficiente ne-
gativo cn ¢l rengldn 4, x; debe entrar a la base (véase tabla 34},

Este es un tableau dptimo. Por lo tanto, si la restriceidn x; = 1 se anexa al problema
de Dakota, b solucion dptima se comvierte en z = 275, 5 = 26,3 = 1,3, = {02 = |,
que reduce Ta funcidn objetive de Dakota (ingresos) en § dblares (costo reducido para las
ITHESES .

5i hubséramos querido, simplemente podriamos haber afadido Lla restriccidn x = | al
tabdean origmal inicial de Dakota, ¥ aphicado el método samplex regular para resolver el
problema. Esto habria causado la suma de una vamable artificial a la restnccidn x: = 1 y
quizd habria requerido muchos pivobeos. Cuando se usa el método simplex para el dual
con ef obpeto de resolver de nuevo un problema despasis de haber sumado una restRccatn,
se esti aprovechando la ventaja del hecho de que va obfuvimos un renglén 0 no negativo
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TABLA 33
Tubleza “utigm” dp¥ma pa Bakota =i 5¢ requiene 1, = |

Wariahin hisies
s # S F 108y + lls - 280 z = 280
- 2x; +ay+ Iy — By =214 5 =M
— 2Ty Xy + 2i; — 45 = § I =8
T + ey - in+ i =3 x=1
= @ + gy = —| g =—1

TABLA 34
Tablesu "moew” viptimd para Dakots 5 52 requiens & = 1

I + I + M5y + Sey = 273 r =273
o ¥ M= Br—=2dp=28 51 =26
X 4 e — depy - ley =10 ¥, = 10

X3 = = | Xy = 1

v los coeficientes de la mayoria de los lados derechos son no negativos, Esta es la razdn
de gue el simplex para el dual requiere por lo regular relativamente pocos pivoteos para
Hegar a una nueva solucidn dplima cuando se suma una restriccion a un PL.

5i s presenta el caso 3, el paso 3 del método simplex para el dual permite demostrar
que el PL es ahora no factible. Con el objeto de ilustrar la idea, suponga que s¢ suma la
restricciom x; + x; #= 12 al problema de Dakota. Después de restar una variable de exce-
dente ¢, de esta restriceion, se obtiene

K Fx— =12 o hien, —Xi — X3+ &g = =12

Al sumar ¢sia restriccidn al tableau dptimo de Dakota se obtiene la tabla 35.

Puesto que x; aparece en la nueva restriccion, parsce que ¥; va no pucde ser usada co-
mo variable bisica en ¢l renglén 3, Para remediar este problema, se elimina x; (v, en ge-
neral, todas las vanables basicas) de la nueva restriccion mediante ¢l reemplazo del
rengldn 4 por el rengldn 3 + renglin 4 {véase tabla 36). Puesto que ¢y = =10 &5 la va-
riable hisica més negativa, e, dejard la base v el renglon 4 serd el renglén pivote. La varia-
Ble x5 es la dnica con coeficiente negativo en ¢l renglon 4, por €0 55 entra 4 la base v s¢
transforma en una variable bisica en el renglén 4 (véase tabla 37). Ahora, x4y debe sali
de la base, v el renghin 2 serd el renghin pivate, Como x; ¢ la dnica variable en ¢l ren-
gltm 2 con coeficiente negativo, x; entra a la base (véase tabla 38). Puesto que x; = 0,
xy = 0, 25y = 0y 3ey = 0, el primer miembro del renghén 3 debe ser no negative v no
puede ser igual a —20. De aqui que el problema de Dakota con las restricciones adicio-
nales x; + 17 = 12 no ticne solucion factible.

TABLA 35
Tablean “antipuo” dgtime pary Dabats 56 58 requiere 5y + 5 = 12
IR arishh hizia
I +  ix; + 10s; + 10s, = 280 z = IR0
- ll'_; + £ r l'l'_; 5 E.'F] = - 24
o 5": + Xy + 1“': =1 451. = § n=3=
I - ].Ei-j'; L I:I.ﬂ-:.: + [.5'3'3 = X n=
- Iy = Xy f gy = =]2 gy = —]2
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TABLA 38

£y 23 dhora mg warishle beisica ea @l raaglin 4
2+ fix; + iz, + lis, = M r = 280
L l‘l.'_; '+ .'|'| & 11'1 = H..I]_ - 21 IJ - .El'
- I+ + i — A4 = § =4
.I:ll + l:'j.'.'z - ‘ﬂfl'.'!} + I.f'.'l'_q = I J.'| - 2

0,25, N e = —10

TAaBLA 3T
& bira & la bt wn il reaphin 4
e . I-Hﬁ'-"'; .1;_ © Yariabie basica
-4 "lﬂ.‘l:;- +41]:;|+I-I]¢-4'~El} z = @b
- Iz + &y — 2+ dey= —16 5= —16
- @".ﬁ + I+ 4= -32 X = -1
I v X - = |2 =12
_‘]'S.:'z + 85— Ji:_ .|=1':| Fz=3|:|
TaBLA 38
Tabieau nue indica & infactibilidad del ejemplo de Dkt oy e reqiere 1, + 5 = 12
.-'.15 ) ; s ) 2
F o+
- Xy T & - 45] = | n = 1
X3~ Xy = h’!,_ 4!'.',|=3I .li'1=32
L1} 4 Xy + Iay ¥ Jeg= —Z0 X = —g0
= 0.3xy + 5y = dgy = digy = 36 £y = M

Determinacién de la nueva solucién 6ptima
después de modificar un lado derecho

5i s¢ modifica el lado derecho de la restriccidn v la base actual s¢ vuelve no factible, en-
tonces s¢ aplica el simplex para €l dual con el fin de determinar la nweva soluckon Gpti-
ma. Para gjemplificarlo, suponga que las 30 horas de acabado estin alora a la disposicidn.
En la seccidn 6.3 s demuestra que lo anterior cambid el tableau actual dptimo al mos-
trado en la tabla 39,

Puesto que todas las variables en el renglin 0 tienen coeficients no negativo, se podria
aplicar el método simplex para el dual para poder determinar la nueva solucion Gplima.
La wariable x, e la mds negativa, de modo que esta variable debe salir de la base, v el
renglén 3 serd el renglin pivote. Como 5, tiene el (nico cocficiente negativo del renglin
3, 52 entra a la base (abla 40)

Este es un tableau dptimo. En el supuesto de que se dispusiera de 30 horas de acaba-
do, la nueva solucion Gptima para ¢l problema de Dakota es fabricar 16 sillas, 0 mesas
¥ 0 eseritorios. Maturalmente, al cambiar el lado derecho de una restriceion es posible
que &l PL sea no factible. El paso 3 del alporitmo simplex dual indica si ése es el caso.
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TABLA 39
tatizau ogema “smigua” de Batta can 30 hons dispondies de azabad

Variably bdsica

: + A + 105 + 10s; = 380 r =380
- 274 + 5 + 25— 8y =44 7 = 44
Ixs + 13 = 2y dz; = 28 iy = X

i+ bk -@- 1.83; = =3 n=-3

TaABLA &0

Tableas dgtima “meewe” ée Dakota con 30 horss dispouidles de acabady

Mariabie bisica

4+ 2x; + Hixy + dllyy = 320 z = AN}
45 = .’\.l: T X 4 :1| = 32 n =32
dr; + Ay v ;g Ly = b Xy = 1o
= l'q = :.:'-'.'._" T = ]'l'| = £ = f

Resolucion de un problema de minimizacion normal

Con el objeto de mosirar la manera en gue €l simplex para el dual se puede aplicar para
resolver un problema de minimizacion normal resolveremos el PL siguiente

min z = x; + 213

L

R N — it =4

ey + Xy —xy 2=

X X3, X9 =0

Parn empezar, s multiplica z por — | para convertir @l FL en un problema de maximizaciin
con funcidn objetivo 2° = —xy — 2y, Después de restar las vanables de excedente & v 25
de las dos restricciones s¢ obtiens el tableau inicial de la tabla 41, Todas las variables tie-
nen coeficiente no negativo en el rengldn 0, de modo que se puede aplicar el método simplex
dual. Antes de prosepguir, se requicre encontrar las varables bdsicas para las restricciones.
5i se multiplica cada restriceidn por — 1, és posible wsar ¢ v 23 como vanables bisicas, To-
div esto da Tugar al tabbeaw de la tabla 42. Como por lo menos una restniceion tiene un lado
derecho negativo, entonces no es un tableau Gplimo, ¥ s¢ prosigue con el paso 2,

Se elige la variable basica mas negativa (¢;) para gue depe la base. Como e; 5 hasica
en el rengldn 2, &ste serd el renglin pivote, Se determinan las razones siguientes con ¢l
objeto de determinar la vanable entrante:

' ! |
cociente xy = |/=2 = =3
cociente x3 = 2/—1 = -2

El cociente mis pequefio (en valor absoluto) ¢s ¢l cociente 1), asi que s tieng que usar
OER para introducir x, a la base en el renglém 2 {véase tabla 43)."

Como no hay restriccion que indique infactibilidad (paso 3), entonces regresamos al
paso 1. El lado derecho de la primera restriccion s negativo, por o que ¢l tablesu no es
dptimo, ¥ continuamos con ¢ paso 2, Como @, = — | es la vanable basica mis negativa,

"1 bector mieresade podria vesificer que si se hubsers cometido un ermor al efectuar la prueba del cociente ¥

al elegir x3 para qoc enirara & ka base, entonces habeia, resultade un coclicienis negatrvo ém el renglon D v s
babria elimmado la facivbilsdad del dual.
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TABLA 41

'+ ;4 Iny =
= iy + X3 — & = 4
ll:L+ Xy = Iy "'f_z-ﬁ
TABLA 43
Tebiizan imicial o0 la lorma candsica
I‘I‘l' ||:|+11'| -ﬂ -:'=E|
_I|+1I!J_I:|,+-E‘| = —4 E|=_4

—@— X2+ Xy + gz = =6 2= —h

TABLA 43
HH“H*H-

z "IJ'_!‘I"Z.'I'_] +§EJ---3 ' ==}
%Iz—@ 'E'|_%\'B:|=_|. IF|=—|.
I|"|'z.l'1 J‘I_q "';‘E}‘i I|-.3

saldri de la base, ¥ el renglon 1 serd el renglon pivote. Las variables entrantes posibles
500 X3 ¥ &5 Los cocientes pertinentes son
1
i
cociente xy = —3 = —1
1
cociente gy = —_?- -1
Elmcimh:mhmﬂn[mwlurtbmlm}:srl,purm.:;mn':ﬁlhhu:mulm-
glon 1. Después de pivotear en 1y ¢l nuevo tableau se muestra en la tabla 44.% Todos los
lados derechos son no negativos, por eso &ste e un tableau dpdimo. El problema original
mmpmﬂmdenﬂmmudﬁnpuluthmhmmmdﬂpmummgmlde
rmm:mz:mdmmz—-r:, = 1,1_1,— yxz =1
Observe que el valor z° deuﬁlﬂﬂﬂuumplﬂmnl(umpmﬂubluummludm]
dptimo) sobrepasa el valor ' dptimo. Por esta razin, se dice que los tableaus dual simplex
son superdptimos. A medida que se aplica el simplex dual, cada piviteo nos acerca mas a
la solucion factible del primal. Cada pivoteo (exceptuando la degeneracion) reduce ', con
I que nos alejames de la “superoplimalidad™, Una vez que se logra la factibilidad del pri-
mal, la solucidn es dptima.

TABLA &4
“ﬂhﬂ“ﬁﬂﬂidﬂ

*%i brabiframos devidido introdcir a la base cuslquier varisble con coeficienie positivo en ef renglon de
plvnien, enonces habriamos terminado con algenas eniredes negutivas en ol renghin 0, Esis es la medn
de gac cualquier varisble que entra a la base debe lener cocficients negatno en el renglén de pivoles,
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Resuelva ¢l FL siguiente por mexdio del métode simplex
[eira &l dual:

mEn F = =3 = ¥y
L] o+ xy - I]'-ES
Xy =iy + 4 = 8
Ly L, Ty =1
2 Luwego de resolver o PL sigubenic se obtiene ¢l tableaw
optimia micstrade en la tabds 45,
s = = E.l:| - Xy
LR r #1325
.l'ﬁ ™ X = b
Xy, X3 =)
a [ Cudl es la soluciin optima para este PL gl s suma
la restriocion dxy + o = 107

TaABLA 45

Variable hisica
r + :"_l'; + JJ; = |8 In = 1%
ﬂ‘ﬁrz‘-.h—ﬂ-ﬁ-rg‘-l -‘|_2
xy 4 S + 55 = 3 =3

€ Digacwil e la solecidn dphima si suma la resticeiin
ﬁ.‘l.'. =5 = 13
2  Encuentre la ngevn soluciin dptima pars @l problems de
Dakota si 50k se dispone de 20 pies de (ablon de madera,

4  Determine ba oweva sofwcidn dprima para ¢l problema de
Dakola s estan dispoibles 15 haras de carpandera.

b Dretermime la solucion Gpeims s s¢ suma la restriccibn
Iy = X3 = .

6.12 Andlisis de ponderacidn de datos’

Una pregunta frecuente es st las universidades, hospitales, restaurantes u olros negocios ope-
ran con eficiencia. Ef Data Envelopment Anabysis, DEA (Método delf analisis de pondera-
ciim & daios) se puede aplicar para contestar esta pregunia, La presentacion s¢ basa cn
Calien (1991), Paru ilustrar la maners en gue fimciona esie méodo, considersmos un grpo
e tres hospitabes. Con el fin de simplificar la cuestsdn, supongarmos que cada hospital “con-
vierie” dos msumes en fres productos disintos. Los dos insumos que usa cada hospital son:
[nsume | = capital {medido por la cantidad de comas de hospital)

Insumo 2 = mano de obra (medida en males de hores de mano de obra usadas en un mes)
Los productos que entréga cada hospital son:

Producto 1 = cientos de dizs-paciente duranie un mes para pacicnies menores de 14 afos,
Producto 2 = cientos de dias-pacients durante un mes para pacienes entre 14 v 65 afos,
Producte 3 = cientos de dias-pacienie durante un mes para pacientes mavores de 65 afios.

Suponga que los msumos ¥ bos productos para los tres hospitales son los que se pro-
porcionan cn la tabia 446,

Para delerminar s un hospital es eficiente, definamos 1 = precio o valor de una uni-
dad del producto r v w, = costo de una umidad del insumo 5. La eficiencio del hospital §
szt define como

valor de los productos del hospital §

costo de los insamns del hospital §

Segim los datos de la tabla 46 se observa gue la eficiencia de cada hospital es coma
TN
91y + 41y + 16y

Jwny + 19wy
S+ Tiy + 104y

Bwy + 15wy
i 4 Wy 4 13

Twy + 12w
YEsta meceiin ag podnia omdtic sin que s¢ plerda b comiridsd de los temas

Eficiencia del hospital |

Eficiencia del hospital 2

Eficiencia del hospital 3 =

6.12 Ml i poodencitn 6 dis 33s




Instrcz § arodctas ard o hosaitaies

lsums Priducles
Hezpiial 1 i 1 i : |
i S 4 9 4 16
2 §8 135 5 71 1
3 712 4 9 1

En cl método DEA se aplican las cuatro ideas siguientes para determinar 51 un hospi-
tal 3 eficiente.

1 Mingin hospital pucde ser mas de 100% eficiente. Por lo tanto, la eficiencia de cada
hospital nene que ser menor que o igual a 1. Por bo que se refiere al hospital 1, se tiene
que (91, + 4i; + 166;0(5w,; + 14w;) = 1. $i sc multiplican ambos miembros de esta de-
sigualdad por (5w, 4+ 1dwy) (jésta es la thetica que se usa para simplificar las restriccio-
nes de mezcla en la seecion 38! se obtiene la restriccion del PL 5wy + 14wy, — 91 —
4i; — 168 = 0L

2 Suponga gue hay inierés en evaluar la eficiencia del hospital §. Se hacen esfuerzos por
elegir precios de los productos (f, £ ¥ ) ¥ costos de los insumos (w, ¥ ws) que maxi-
mizan la eficiencia. 5i la eficiencia del hospital / es igual a 1, enfonces es eficiente; 3 la
cficiencia ¢s menor gue 1, entonces es ineficiente.

3 Para simplificar bos cilculos, podriamos escalar los precios de los productos de tal ma-

ners que el costo de los insumos del hospital / es igual a |, Por lo tanto, para el hospital
2 =ze afipde la restnccion 8wy + 15wy = 1.

4 Debemos tener la certeza de que cada costo del insumo v precio del products es ri-
gurosamente positivo, Por ejemplo, & ¢ = 0, entonces DEA no podria detectar un pro-
ducio ¢ que implicara ineficiencia; si w;, = 0, entonces DEA no podria identificar un
insumo § que impligue ineficiencia.

Los puntos (1) a (4) generan los PL siguientes para probar la eficiencia de cada hospital.

PL del hospital 1 max =z = 9 + 445 + 165 (1)
5,3 =95 — &3 — 168 + 5wy + ldwy = 0 (21

=56 — Tig — 1y + Bwy + 15w =10 (3}

—4f — Wy — 1305 + Twy + 12w =0 (4)

any + ldwy = | (3]

Iy = 0001 (6)

fa = 0odl (M

fy = 0001 (8)

i = 000l (9

wy = D010}

PL del hospital 2 max = = 56 + Ti; + 108 (1)
5.8 =0f — 4tz — 16y + 5wy + ldwy =0 (2}

=55 — Ty — 1 + 8wy + 15w, =0 (1)

S“"I. + '|frh-'1 = | ':5}
" = 0001 (6)
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FiIGuRrRAa T10a)

PL del hmspital 1

2 = 0001 (T)

iy = 00l (K)

W) = Ol (9)

wy = D001(10)

PL del hospital 3 max = = 4¢, + %, 4 134 (1)
5.4 —8p — dtp — 16y + Swy + 4wy 2= 0 (2]
—8t — Ttz — 14y + Bwy + 15wy =0 (3)

—4h — S = 13+ Twy + 12w =0 (d)

Twy + 12wy =1 (5

£ = 01 (&)

I = 0001 (7)Y

s = .00l (8

Wy = 0001 (%

Wy = UG 1

Veamos ln manera como el PL del hosptal | mcorpora los puntos (1) a (4). E] punto (1)
maximiza la eficiencia del hospital 1. Esto cs a causa de que se infiere de la restriccion
(5} que el costo total de los msumos del hospital | es igual a 1. Con las restricciones (2)
a (4) se tiene ln certeza de que ningin hospital tiene una eficiencia mayor al 100%. Las
restricciones (6) a (10) dan certidumbre de gue cada costo del insumo v cada precio del
proiucto son nguresamente posibivos (gl 0001 del lndo derecho es arbitranio; se podria
usar cualguier otra cantidad pogitiva pequefia).

MAK % T1 = 4 T2 « 16 T3

FIBJECT TO
2] 3 Tl 4 T2 16 T3 &« 5 Wl & Ld WI »= =
31 - 571 - 77T - 10 T3 +« B W]l = 1% W} »= =
] - 47Tl -93T2~-11T3 + 7 MWl +« 12 W2 »= =
51 Wl == 0.0041
bl Wi =a o.ogRl
7 Tl == 0.0001
Hi TS *m o ogdl
ay T1 == 2.0
10} 5 WL « 1§ Wl = i

ENO

LPF GPTTHIM POCHD AT STEP &

OEIFCFIVE FLUHCTION WALITE

1] 1.00000000
VALRIABLE WALLE REIUTED COET
Tl k] M LehiiReli]
b adoadn
7 02000
Wl M ifehilitali]
L r M TediTiEsT ]
;e 74 SLACE O SURPLUS DuAlL PRICES
21 DOSD0E -1. 00000
1 -G15543 . x00&00
i L1165 SO0G0H0
51 nganng L @00g0ag
Bi 0712583 L0000
Tl 1ia%as ~O0GH0e
Al [rfe L] nnSnne
aj L A0000 i TediliTs]
10 i 0]t ] [Tl
HO. ITERATIONES= [
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Flaumra 10b)

PL del haspital 2

OBSERVACION

A 5Tl + 7TTE + 10TD

SURIECT TO
1y = FTL = 4 T2 = LE T & 5§ Wl & 1d W2 xw i}
iy -5TL-9F72-107) = 8 WL + 15 Wd >= o
4 -4 TL -9 T2 ~13 73+ 7 WL + 12 W2 »= 0
LY BwWl + 15 W2 » 1

& Wl == 0001
k1] Wz s O.0001
| ] Tl == &, 00401
T T2 == §.0001
1) T¥ == G.0001

R
¥ CFTINM FOUND AT BTEF ]
ORITECTIVE FURCTION VALATE
1l  TTAQNOQN G
AR ARLE VALOK RERUCED CTIET
Tl LO79B21 0000
T 05327 - 00E00
Tk Bkl [ 20000
Wl ML liT ek N ) . 20nann
| F ~DEEELI mtifitalile
RO SLACH OR SURFLUS [ArAL FRICES
Fil OG0 = XE1538
i ¥] 24 BRI fl=leleb=lege
41 - D3=00gD - . 6A1S3E
=3 ] el ek k!
L] - HGRNED — o ANE N
T LMERSLY 00300
R .OTE731 i 1i[ 2]l
81 0531TS LA0e00a
Lo M1 [l feti] =3 _TA4E1S
Y. ITERATIONG= 0

Los resultados que proporciona LINDO para esios PL se presentan en las figuras 10(a)
a {c). De acuerdo con el valor de la funcidn ohjetive dptima de cada PL se tiene que

Eficiencia del hospital 1 = 1
Eficiencia del hospital 2 = 773
Eficiencia del hospital 3= |

Por lo tanto, el hospital 2 es incficiente y los hospitales 1 y 3 i son eficientes,

1 Un moda senctlbe de crsar el PL diel hospital 2 es utilizar LINDO para modificar la funcide ob-
jetivn del PL del hospital |y la restnocion 5wy 4+ ldwy = 1. Luego ya es facil modaficar el PL del
hospiial 2 para crear ¢l PL del hospatal 3.

Uso de LINGO para aplicar el DEA

El programa sigwente de LINGO {véase archive DEA.Ing) resuelva el problema DEA de
bos hospitales. Cuando se enfrenta con otro problema DEA, se empieza por cambiar las
cantidades de msumos, productos v unidades, Luepo se cambia el uso de los recursos y
los producios por cada unidad. Por Gltimo, al cambiar la cantidad (por ejemplo) a 1, es
posible evaluar la eficiencia de la unidad 1. 51 el valor optimo de la funcidn obetive pa-
ra la unidad | es menor que 1, entonces |a unidad | es ineficiente. 5i ocurre lo contrario,
@i eficents,

SETE;
THPFUTSES L, 37 1 03ETE:
CIFTRITE! 1. . X/« PRICER
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MAX 4 TL + 8 = T2 + 13-T3
SRRARCT TO

2] -3 TL -4 T3 - 16 T] + 5 Wl = 14 Wi == @
1) = §5TL - TTZ - 10 T1 + B Wl = IS MWZ »a
4 =4 T -5 7TF =13 7Y + 7 el = 13 WE == 3
-1} Nl e 0.00a31

4] HZ >= 00001

Tl Tl w= 0.00d1

81 T2 wa .00l

81 Tl == 0. 0081

(1] TWL + 11 W2 = 1

D

LF OFTIMIDN FONRD AT STEF 7

ORIECTINE FURCTTON WALLE

1} 1 00300000
VARIABLE VALTE RETACED COET
Ti DaR1S Laabasn
. 3 O h0s ,opoon
i D140 . 100000
W1 oga1ng eSelileieli]
Wz 0813275 + 00000
R BLACK OR SURFLLES DiFAL FRICES
ryl , id00d0 - G00G00
1] ,An¥430 HOonng
4] 0000 -1.000D0G
5] L0000 - 0a0b0ad
Bi LBEILTS ~DOSa0d
Tl CRAT1S poSnne
Bl BE%0S noangg
a9 LG00a00 _ 000D
1 Snoonn (1] o0
FIGURA 1(“!3 101 ogong 1 . 00000

PL del hospital 3  no. rreEnsTioNs- ]

URITS 1..3/3

UHIN{UNITE, INPUTZ] :UEEL;

URCOUT | UNITS, CUTFUTS ) : FRODUCED;

ENDEETE

FBER=Z :

BFOR (UHITS | 3] | JVEQINUNBER : MAK =@ SUN [ DUTTUTS (1) : FRICES | 1) “FRODOCED |J, 11 ) ) ;

BFOR {UNITS (I} |SEE0INMRER ; #5M | IRPUTS (1) :COFTSE{T ) "USED (T, Th1=1];
BFCOR{THPUTE (I + O3ETE (T ) ==, 0001

SFCE | DUTPITS L | cPRICES (L) = 0001} 2

BP0 [UNITS (I} ST | INPUTS (1) OOSTE(J) "USED( L, J) ) »e@ ST { OUTPUTE (7] :PRICES(J)] *PREOOOCED (I, J

ORTA:
QBED=%, 14
B, 15,
1.1
FRAOTAICED=9 , 4, 16,
5: 7,14,
4,8, 13;
ERDCATA
Bk

Precios dual y DEA

La seccion de DUAL PRICES de los resuliados de LINDND sefiala la ineficiencia del hios-
pital 2 (o la de cualquier otra empresa que DEA haya encontrado ineficiente). Piense en
todos kos hospitales cuyas restricciones de eficiencia tienen precios dual no cero en el PL
del hospital 2 (figura 10b). (En este gjemplo, los hospitales 1 v 3 tienen precios dual no
cero,) 5i se promeedian los vectores de los productos v bos vectores de los insumos para
estos hospitales (usando el valor absoluto del precio dual para cada hospital como el pe-
so) s¢ obtiens o siguiente:
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Vector de los productos promediado

9 4 5
0261538 4|+ 661538| 9= | 7
16 13 12.785

Vector de ios insumos promeadiado

(261538 + 661538 =
4 12 I.6

Suponga que creamos un hospital mezclado mediante la combinacidn de 0261538 del
haospital 1 v 0.661538 del hospital 3. El vector de los productos promediado sefiala que
¢l hospital mezclado genera la misma cantidad de productos | v 2 que ¢l hospital 2, pe-
r ¢l hospital mezelado crea 12.785 — 10 = 2.785 mas del producto 3 (dias-paciente pa-
ra mis de 63 pacientes). Mediante el vecior de insumos promediado para ¢l hospital
mezclado, encontramos que este utiliza menos de cada insumo que el hospital 2. jAhora
va ¢ ve exactamente donde el hospital 2 es ineficiente!

A propdsito, del valor de la funcidn objetivo de 0.7730 para ¢l PL del hospital 2 se in-
fiere que el hospital mezclado, mis eficiente, genera sus productos superiones usando
cuands mucho 77 30% de cada insumo, Obsérvese que

Insumo 1 que usa o hospital mezclado <0773 * (Insume | que usa ¢ hospital 2) = 621586
¥
Insumeo 2 que usa el hospital mezclado = 0.7730 * (Insumo 2 que usa ¢l hospital 2) = 116

Una explicacion de ka razon de que los precios dual se necesitan para encontrar un hospital
mezclado que es superior a un hospital ineficiente se proporcions en los problemas 5 a 7.

PROBLEMAS
Grupo A

1  La direccion de educacion de Salem desea evaluar la
efickencia de las cuatre escuclas pamanias de ln cindad. Los
tres producios de las escwelas son:
Producto | = calificacikin promedio en lectura,
Producto 2 = calificackin promedio de matemdticas,
Producta 3 = calificacsn promedie de autoestima.
Lias tres insumis de las escuelas som:
lmsumo 1 = nivel promedio educscional de las madres
{defimado por el grado mis alio termnado;
12 = bachillernte completo; 16 = carrers
usibversitaria terminada v asl sucesivamene).
Insuma 2 = pnimers de visitas de bos padres a la escuela
{por mifka )
Insuma 1 = raein de maesiros o estudiantes.

La mformssidn pertinente relacionada con bas cuatro es-
cuelas se proporeions en la tabla 47, Determine qué esowe-
las (si las hay) son incficicntes. Para cualquier escuela
inehiciente determine la naturadera de ln meficiencia.

2 El hanco de Pine Valley tiens tres sucursales. Usted es
el encargado de evaluar la eficienci de cada una de ¢llas.
Los insumos v producios saguientes w2 wliliean en el estudio.

TABLA 47

lnsuman Praductns
Escaila 1 1 1 ! i ¥
1 I3 4 03 9 T (1]
k4 14 3 3 10 B 17
] 11 fi A 11 ) )
] 15 B ng ] ] 9

Insuma 1 = homs de mane de obra anlizadas
{cientos par mes),
Insuma 2 = espacio utilizsdo (en clentos de pies
cundrados).
Insum 3 = suministros ubllizados por mes (en dalares),
Products | = solicisdes de préstamo por mes (en ddalares).
Prochecto 2 = depasitos procesados por mes {en mabesh,
Producto 3 = cheques procesados por mes (en mibes).

La mformacion pertmente e proporciona en la tabla 48,
Mediante esta informacion determine si las sucursales del
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TABLA 48 TABLA 49

Insanmi Preducias lasuman Frodugiea
Bancn 1 1 | | ] 1 Damarzaisin 1 H 1 )
1 15 20 50 205 15 35 | 0 i L M
] 14 23 5l 220 18 45 | 30 ] i 0.5
i 16 19 il 210 17 Hi : | L) 124 {1 11
banco son incficientes. 51 alguna de las sucursales &5 iefi- determinar las escuelas deficientes. Comente ka naturaleza
ciente sefinle donde mdica la falla de las meficencias encontmdlas.

3 Usted vere que evaluar b eficiencia del Departamento Grupo B

de Pohcia de Porl Chares, Tres demancaciones son las que ; . .

se deben evaluar. Los insumos v los productos para cada de- § Explique por qué la cantidad de cada producto que ge-
marcacion som los siguientes; nera el hospital merelado obtenida al promediar los hosgpi-
mles 1 v 3 (donde el valor ahsoduio de los precios dal es el

Insamno | = cantidad de oficiales de policia peso) es por Jo menos igaal a la cantidad del producto co-
Insumo 2 = canbidod de vehiculos usados rrespondiente penemco por el hospital 2, (Superencia; valo-
Producto | = nimero de patrallas que acuden a los re las variabdes 1y, & ¥ fy, v apdvese en 2l hecho de que e

servicios requeridos (miles por 1fo) cochiciente de estns variables en el rengbin 0 ded tablean op-

timno diehe ser igual a 00)
Prodiscio 2 = nmene di condenss conseguslas al afio ; E . s
i B Expligue la rason de gue ¢l precio dual de 1o restriccein
[N CRENRCS ) ;
. : Buyy + 13wy = 1 debe ser igeal al vakor Gprimo de = para el
Listedl cuenia con la mformaciin gue se propomciona en la PL del hospital 2

tabla 49, Utiliceln para deverminar qué demarcacion, si aca- ; ; ; 2
40 la hay, &5 ineficieie. Para 4.'|.nl||.'||.|.1|.'r derrareacidin meli- T :1 D la de o la cantidad de “Lh .
; s en 2l hospital compuesto es a lo mds (elciencia del

ienbe, e ine la naturmlera de In falla, 1 3 ;
. T —— - b hospital 2) ® {la cantidad del insumo correspondiente

4 Usted fue sssgnado a la Universidsd de Indiana par eva- nsado que utiliza el bospital 2). (Sugerencia: valore w,
luar 1o eficiencia relntiva de custro escuelns que ofrecen gra- ¥ we ¥y use gl problema 6, )
dos académbcos: Nepocios, Edueacidn, Chencias v Ames, v b Explique por qué la cantidad de cads insumo que wsa
Snhud, Educacion Fisica v Heoreacion (SEFR). Usted cuen- el hospial mezslade no es t@n grande como la cantidad
ta con ln informacion de la tabla 50, Utilice 2l DEA para del insamo cormespondients que usa el hospital 2,
TABLA 50
Perpansl 0f  Presupuesto pars piministro  Heras de crigitm Arsicles g

Facufad payn | e mifmes) | i) Fveabgacienes
Megacii 150 T ] 15 223
Educacian hl rl | 3 4 i
Cincias y artes B0 144 20 5t | 3K
BEFR an 15 1 2.1 40

RESUMEN Analisis de sensibilidad grifico

Para determinar si la base actual atn es dptima después de modificar un cocficiente, ob-
serve que el cambio afecta o pendiente de la recta de iso-utilidades. La base actual sigue
siendo dptima siempre gue la solucidn dptima actual sea el Gltimo punto de la regidn fac-
tible que tenga contacto con las recias de iso-utilidades a medida que nos desplazamos en
la direccidm en gue s¢ incrementa = (en el caso de un problema de maximizacion). En el
supuesto de que la base actual se conserve dptima, los valores de las vanobles de deci-
sifn s mantienen sin cambio, pero el valor éptimo de 2 si podria vanar,

Si lo que desea es determinar si la base actual sigue siendo Optima después de moddi-
ficar el lado derecho de una restnecion, encuentre las restmcciones (gquiza incluso las res-
tricciones de signo) que son activas para ka solucion Gptima actual, Cuando se modifica

| el lado derecho de una restriccidn, b base sctual continda siendo Optima stempre gue ses

B
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factible el punto donde lag restricciones son activas, Tncloso si la base actual es Optima,
bos valores de las vanables de decisidn y el walor dpiimo de 2 si podrian cambiar.,

Precios sombra

El precio sombra de la i-ésima restriccion de un problema de programacion lineal e= la
cantidad que el valos dptimeo de = mejora 5 el lado derecho se incrementa una unidad. El
precio sombra de la i-&sima restriceion es el DUMEL PRICE para ¢l renglom i + 1 en los
resultwdos que proporciona LINDO.

Motacion

BY,; = variable hasica para ln i-tsima restriccion en ¢l tablean dptimo
ey = vector rengldn cuvoe sime elemento es el coeficiente de la funcidn
objetive para BV, en o PL
a; = columna para la variable x, en restricciones del PL original
vector de lados derechos para el PL original
coeficiente de x; en el renghtn 0 del tablean dptima

e =
m

Como calcular el tableau 6ptimo a partir del PL Iniclal

Columna para x; en las restricciones del tablean optimo = B 'a; 15
Lado derecho de las restricciones del tableau optime = 8 'b 1]
g = epB 'n, - )
Cocticiente de la vanable de holgura 5, en el renglon O aptima =

i-simo elemento de cpyl ! L
Coeficientes de la variable de excedente ¢, en el renglin 0 Gptimn =

~{ i-ésimo elemento de ey 8 ") ()
Coeficients de la variable artificial a; en &l rengldn O optimo =

(i-ésimo elemento de egy ") + M [107)
Lado devecho del renglén dptimo 0 = eg B 'b ()

Analisis de sensibilidad

Por lo que se refiere 8 un problema de maximizacion, un tahlean es optimo 51 v sdlo si el
coeficiente de todas las variables es no negativo en el renglin 0 ¥ todas las restricciones
tienen lade deérecho no negativo. En cuanto 4 un problema de minimizacion, un tablea
es Optimo 51y s0lo gi el cocficiente de todas las vanables es no positrvo en ¢l rengion 0
v cida una de las restriceiones tiene un lado derecho no negative,

5i la base actual sigue siendo dpuma después de modificar el coeficiente de una
vartable no bisica de la funcidn objetive, s¢ mantienen sin cambios los valores de las va-
riables de decisin v & valor optimo de =. En ¢l caso de una variable bisica, los valores
de las variabdes de decisidn no cambian, pero si podris cambiar el valor optimo de z. Tan-
1 hps valoges de lag vanabies de decision como €] valor aptimo de 2 podrian varar des-
puts de modificar un lado derechio. Los nwevos valores de las variables de decisidn se
podrian determinar cabeulando B (nuevo vector de lado derecha). El nuevo valor opti-
mer de z se podria deternninar wsando los precios sombra de la ccuacidn (11).

curiteie & ladlss e censhliiad v deidal



Intervalo de los coeficientes de la funcién objetivo

La secciin B COEFFICTENT RANGES de los resultados de LINDO proporciona el in-
tervalo de los valores para un cocficiente de la funckon objetivo en el cual la base actual
sigue siendo dptima. Dentro de este intervalo, los valores de las vanables de decision se
mantienen sin cambios, pero el valor dptimo de = podria cambiar o o,

Costo reducido

Con respecto a cualquier variable no bdsica, el costo reducido de la variable es la canti-
dad que tiene que mejorar ¢l coeficients de ka funcidn objetivo antes de que esa vanable
€ convieria en una variable bdsica en alguna solucion dptima del PL

Intervalo del lado derecho

Si el lado derecho de una restrccion se mantiene dentro del BNGHTHAND SIDE RANGE
de los resultados de LINDO), la base actual sigue siendo dptima por bo que se podria usar
el histado de LINDO para el precio dual de la restnccion a fin de determinar de qué mane-
ra el cambio afectaria el valor dptimo de 2. Aun cusndo el lado derecho de una restriccion

& mantenga dentro del intervalo, probablemente cambiarin los valores de las vanables de
decisitn.

Determinacién del dual de un PL

Por lo que se refiere a un problema de maximizaciom normal (todas las restnicciones = ¥
todas las variables no negativas) o un problema de minimizacidn normal (odas las res-
tncciones = y todas las vaniables no negativas), el dual se determina como sigue:

51 leemos €l primal de lado a lado en la abla 14, leemos el dual hacia abajo. 51 lee-
mos el primal hacia abajo en la tabla 14, leemos el dual de lado a lado. Uszamos las 5, v
r como varables en el caso de un problema de maximizacion v las v, ¥ w como variables
para un problema de minimizacion

Para encontrar ¢l dual de un problema de maximizaciom no normal:

Pazo 1 Complete la tabla 14 de modo que se pueda leer de lado a lado el primal,

Paso 2  Luego de efectuar los cambios sipuientes, el dual se puede leer hacia ahajo del
modo usual: (a) si la i-ésima restriccion del primal es una restriccidn =, la variable ¥, co-
rrespondiente del dual tiene que satisfacer ¥, = 0. (b) 51 la restniccion i-ésima del primal
es una igualdad entonces la variable v, del dual mo tiene ahora restriceion de signe. (c) 5i
la variable i-ésima del primal no tene restriccion de signo, entonces |a i-6sima restriccidn
del dual serd una igualdad.

Para encontrar el dual de un problema de minimizacién no normal:

Paso 1 Escriba ¢l primal de tal modo que se pueda leer hacia abajo en la abla 14,
Paso 2 Con excepeion de los cambios siguientes, el dual se puede leer de lado a lado de
la tabla: {a) si la {-ésima restriccidn del primal es wnn resiriccion =, entonces la vaniable
x; correspondiente del dual debe satisfacer x; = 0. (b) 51 la i-fsima restriccion del primal
eq una igualdad, entonces la variable x; cormespondienie del dual no tiene restriecidn de
signe, () 51 la variable y, del primal no tiene restriccidn de signe, enfonces la i-ésima res-
triccion del dual serd una igualdad,

Teorema del dual

Suponga que BY es una base Gptima para el primal. Entonces cgy8 ' es una solucion
optima del dual. Asimismo, £ = §,




Solucion éptima del dual de un PL

51 ¢l primal es un problema de maximizacion, entonces, la solecidn optima del dual se
podriz leer a partir del renglan O del mbleau dptimo de acuerdo con las reglas siguientes:
YWalor optimo de la varable w;

del dual si la restniceidn | = coefickente de 5; en el renglon { Gptimo [31)
€5 UNa restriccion =

Valor dptimo de la variable ¥,
deel dusal 51 la restnicondn § s
una restriceidn ==

Valor optimo de la vartable w;
del dual 51 la restriceidn § es
una restoicciin de igualdad

—{coeficiente de ¢; en el renglon 0 Gptimo) [31')

(coeficiente de a; en el renglon 0 aptimo) — M (317

51 el primal es un problema de minimizacion, entonces, la solucion optima del dual se

podria leer o partic del renglon O del tablean éptimo aplicando las reglas siguicntes:

Valor dpimo de la vanable x;

del dual s la restriccidn § es = coeficients de s, en el renglon 0 Optimo

una restriceiin =

Valor dptimo de la variable 1,

del dual si la restriceion i es = —{coeficiente de &; en el renglon 0 dptima)

una restriccitn ==

Valor optimo de la varzable x;

del dual =i la restriccidn [ es = (coeficients de o, en el renglon 0 oplimao) + M

una restriecion de 1gualdad

Precios sombra (una vez més)

En ¢l caso de un PL de maximizacion, ¢l precio sombra de la /-&sima restriccion es el va-
lor de la vanable i<tsima del dual en la solucion Optima del dual. Por lo que se nefien: a
un FL de minimizaceon, el precio sombra de la i-6sima restriccion = [variable (-¢sima del
dual en la solucidn dptima del dual}, El precio sombra de la f=fsima restnecidn se encuen-
tri en el renglén i <+ | de la parte de DUEL PRICES de los resultndos de LINDO.
Muevo valor dpiimo de 2 = {(antiguo valor Gptimo de =)

+ [precio sombra de la resticckon i=ésima) &b, (problema de maximizacion) 1]
Nuevo valor optimo de 7 = (antiguo valor dplimo de z)

— (precio spmbra de la restnecion §) Aby  (problema de minimizacifn ) (3]

Lina restriceidn = tendrd oo precio sombra no positive; v ef precio sombra de una

restricciin = seTd o negativo, ¥ €l de una restriccion de igualdad serd positivo, negati-
Vi O CEED,

Dualidad y analisis de sensibilidad

Mediante la demostracion del teorema del dual &2 observd gue 51 un conjunto de varia-
bles hisicas BV es factible, entonces, BV e3 dptimio (s decir, el coeficiente de wdas las
variahles en el rengldn 0 5 no negativo) si v solo 8 la solucion del dual asocmada, e ',
e factible para ¢l dual,

Es posible usar este resuliado para encontrar otro modo de efeciuar los tipos siguien-
tes de andlisis de sensibibdad,

Cambis 1 Cambio del coeficiente de una vaniable no bésica de la funcion objetivo,
Camble 4 Modificacion de la columna de una vanable no bisica.
Cambio 5§ Agregands una mucva actividad.

capitace & AnMicls de censibifiad v Guaiidad



En cada uno de los casos, defermine simplemente %1 al modificar ¢l PL original se man-
tiene la factibilidad del dual. Si se conserva, ecntonces 1a base actual sigue siendo Gptima.
51 la factibilidad del dual no se conserva, entonces la base actual ya no es dptima.

Holgura complementaria

TEOREMA 3
Sea
¥

K |
|
Ly |

ani salecon fachhde del |'|r||:r|;||| ¥ e N F:_I i ¥ v e | am@ solucion fncthible
deel dual, Entonces x es dphima para el promal y ¥ es optima pan ¢ dual 510y shlo s

LA 0 i e mi

(28}
er; =0 (j=1.2,...,m
[3g)

Método simplex dual

Este método simplex dual es aplicable (en un problema de maximizacion) en cualquier
momento que hava una solucidn bisica en la cual todas las variables tienen coeficiente
no negativo én el renglon 0. 51 se ha legado a tal solucion basica, entonces el método
simplex dual prosigue como se scflala enseguida:

Paso 1 5i el lado derecho de todas lns restricciones e5 no negativo, entonces s¢ ha en-
contrado ung solucidn dptima; si no, entonces por ko menos una restriccidn tiene un kado
derecho negativo, v se continua con ¢l paso 2,

Pass 2 Eliju la vanable bdsica mas negativa como la vanable gue saldrd de la base. El
renghin en el cual esta variable es bisica serd el renglon pivote. Para seleccionar la varia-
ble que enira a la base calcule ¢l sigulente cociente para cada variable x, con cocficiente
regaiive en el renglén pivote:
Coeficiente de x; en el renglin O
Coeficiente de x; en el renglon prvote
Seleccionar la vanable que tenga el cociente mds pequedio (valor absoluto) como la va-

riable que entra a la base. Usar operaciones elementales por renghon com el renglon pivo-
fe para introduccir una variacion bigica de la variable de entrada.

Paso 3 5i hay alguna restriceion en la cual ¢ lado derecho es negative v el cochicients
de todas los variables s no negativo, entonces el PL oo tene solucion factible, Lo pre-
sencia (posiblemente despudés de varios pivotens) de una restmccidn como x;, + 2x, +
x; = —5 seria indicio de infactibilidad. 5i no 52 encuentra restriccion alguna que indique
infactibilidad, regrese al paso 1.

El méfode simplex dual se utiliza con frecuencia en [as situaciones siguienies:

1 Determinar la nueva solucion dptima desputs de agregar una restriccion al PL.

Determinar lo meeva solucion dptima después de cambiar un lado derecho del PL.

3 Resolver un problema de minimizackon nosmal.




PROBLEMAS DE REPASD

Todos los problemas de la seccidn 5.2 ¥ 5.3 estin relacio-
nados junto con los problemas de repaso 1, 2, 6 ¥ 7 del ca-
pliudo 5.

Grupo A

1 Considere ¢l PL siguienie v su tableau dptimo (abla 3] )
max 7 = dr; + 13
¥ | .=1+1=:=ﬁ
Iy = Iza.]
I+ =10
I, Iy =0
@ Determine el dual de este PL v su solucibn Gptima.
b Calcule el infervalo de valores para by para el que la
base achual sigee siendo optima. Si B, = |1, jouil serin
la nueva solucidn dptima?
2 Para ¢l modelo dal problema | determine grificamente
el intervalo de valores de o pare el cual la base actual se
miantkene dptima. (Sugerencia: la reghdn factible es un sep-
miento de recta
2 Considere ¢l PL siguients v su tableaw dptimo (tabla 32):
max 2 = 5r; + 1 4 2xy
8.8 n+Entn=6
ﬁ:l'| +I]_55
.Tz'l‘.:l'qﬁ.l
I|,I!,IJED
8 Dwiermine €l dual de este PL v su solucitn optima.
b Cakcule el ntervalo de vabores para ¢, para el que ln
base achual confinis siendo Sptima.
e Encwentre ¢l intervalo de valores de oz pama el cual
la base actual sin es Gpiima.

(I T M-1 w %
|

o o 1 o -1 4 p 4
b -l 1

o 1 0 0 k A o &

R | -1 -1 ]

TABLA 52

TABLA 53

Dias #n Dias e
P~ i T
Automaril 0.8 [iT31 2
Camaim | 0.7 3

vil ¥ un camidn s muestran en ba tabla 33, Careo puade ren-
tar bodos hos dias hasta 98 maquinas tpo | a2 un costo de 50
dilares por maquing. La compaitin dispone por nhora de T3
mibiqguinas tipo 2 v 260 toneladas de poero. Las consideracso-
s del mercado sefialan que por lo menos se deben producir
BE automdniles ¥ por b menos 26 camionss, Sea
X1 = cantidad de sutomdviles producslios por dia,
X2 = cantidad de camionss fabricados por dia.
b1 = maguines tpo 1 rentadas dianamente.
Ciomn ¢l fin de maximizar la atilidad Carco debe resolver ¢l
PL que se proporciona en la figura 11, Utlice los resultados
que da LINDO para contestar las preguntas siguienbes:
& 50 los sutomdviles contribuyeran con 310 didlares o ka
utifidac, ;oudl sevia la nueva solucidn dptima del proble-
ma?
b Cuinio es o mas que Carco deberia estar dispues-
to 8 pagar por la renta de ana miquina tipo | adicional
por un dia?
€ jCusnio es bo mis que Carco deberia estar dispues-
b & pagar por una torelads extra de acero?
d 5ise ke pidiera a Carco que produjera por 1o menos
B6 automdwibes, peud] serin b wilidad de Carco?
# Carco planea fabricar jeeps. Un jeep coniribuye con
600 dilores a la utilided, ¥ requiere 1.2 dins en ln mi-
quina 1, 2 dias en la méquina 2 y 4 toneladas de scero.
LDeberla Canco fabricar peeps?
8§ FEl PL siguicnte fiene e fableau dpiimo de la abla 54,
max = = 4x; + 13
A Iy +xz =6
1:]"'.!‘;24
X -'_'.'2'—.]
Il,.[lzﬂ
B Determme el dual de este PL v s solucitm Gptima.
b Calcule el miervalo de valores del coeficiente de x;
de la funcidn objetivo para el cual la base actual sigue
siendlo Gpiima,
€ Determine el intervalo de valores del coeficente de
xy de ln funcion objetive pare el caal la bass actual se
B Considere el PL siguients ¥ su tableau dptimo (tabla 55);
max 2 = Jr; + 33 — Xy
LE ] .ll'|+.I]-+J_:|'5-H-
"I|+l'z_.5|.':|.5|ﬂ
I:,I:,I]En

7
10 Lo o i 1 9
0 L T 3
0 1 - oo o |
¢ 0 ] 1 0 0 I 2
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Filaura 11

Resultades de LINDD para Carco (problema 4)

e 300 ¥1 +« 400 ¥2 = 50 Ml
SURTRECT TO
21 0.8 3d1 = X3 Ml «m o
3l Hl == .98
al 0.6 X1 # 0.7 X2 <= 3
LT 2Kl # 3 X ow 8D
&) Xl == BB
7 X3 »s 26
ERT
LP OPTINDH FOUND AT STEP |
CRIECTIVE FURCTIOR VALUE
1} Y3580, 0000
VARIABLE VALUE REDUCED COST
3! A8 . D0B00S 0. 808000
X3 27.595998 0. 000000
Ml 0E . D3D0NG o BOS00s
p k] SLACK OR SURPLUES DUAL PFRICED
3k @, 00030 400 . 005000
33 0 350, 000000
43 a2 0. 02000
2y &, BGh0G0
3] 0. -a@ ., 0engn
T 1.599999 Q. 020000

RO, TTERATIORE=

1

FRHGES TH WHITH THE BAREIS [5 IBNHRRGED

OB COEFFICIENT RAHGES

VAR RRLE CURKENRT ALLOWARLE ALLOWABLE
CLEF INCREASE DECREMSE
Kl 300 . 000000 20, 000300 INFINITY
K32 460 4080600 IHFIRITY 25, 300400
i -%0, G080 IRFINITT 150, G0a&na
RIGITHARD SIDE RANGES
R CIFKRENT ALLOWABLE ALLOWAELE
FHE TRCHEASE DECHERLE
e | i, O ngg 0. 400008 1. 58FRES
] 9. 030000 0.&0000% 1.59%93%
L] 73020000 INFINITY 0.87989%
= 280, 050050 INFINITY 1. 20003
o B8, 000050 995598 1. NEO0GH
T 26 . qo0gon 1.55599% IHF INITY
TABLA 54 8 Determine el dual de este PL ¥ su solucidn dpuma.
b Calcubs ¢l imtervale de valores de by para ¢l cual |a
£ & L 5 & L & . base actual es Gptrma. 31 6y = 12, jcudd e ka nueva
I ] 3 0 0 M M A4+ 4 12 sollucion Gptima’
i} | 1 { 1] i {i i 3 7  Conssdere el PL siguiente;
oo 2 I 0 =] ] 3 3 max 2 = 1x; + dxy
o 0 1 L1 I 0 =1 ) 2 5.4 2ry +xy= B
& + x5 = 10
K. xpm= Al
La solucifm dptima para este PL esz = 32, 5y = 0, x; = §,
TABLA B5 & =i, 55 = 1. Determine en forma grifica el intervalo de
vibores de o para el cual & base actual es Gptima,
L & A 5 A . ; L B Wivco elsbora ¢l producte | v el prodecio 2 al procesar
I i 0 1 1 i 9 matera prima. Al menos 8 hbms de malena proma ze po-
; ; drian comprar a an coste de 10 dalaresTibra. 5 pusde whili-
g I i 2 =1 b zar una libra de maberia prinsa para claborar 1| libra del
0 I 0 ] =k L I producte 1, o bien, 0,33 ibms del producio 2, Pam fabncar

una libra del producse | se reguieren 2 b de manae de obra o
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3 h para producir .33 hibras de producto 2 a partic de una
libra de materia prima. Se dispose de o total de 200 boras
de mano de obm, ¥ 5= pusden vender a ko mis 40 hibms ded
producte 2. El producte | se vende en 13 ddlanesTibra v
el producto F se vende en 40 didares/libra. Sean

BM = libras de materia prima processda

P1 = libras de materia prima usadas para elaborar

b En el supuesto de gue el producto 2 s vendiera en
30,50 didareslibea, [euwdl seria ks pueva solocidn Gptima
£ Cuinio es o més que Wiveo deberin pagar por otra
libra de materia prima?

i Cwinto es lo mis que Wiveo deberia pagar por otr
hora di mano de obsa?

& Supongs que | libra de materia pama se pudiera uti-

productoe | lizar también para obtener 0.8 libras de producto 3, el
P2 = libras de materia prima usades para elaborar el m@m_mﬂ:l#ﬂamﬂmmn_mtm
productn 2 tema prima en 0.8 hibras de producto 3 requacre 7 horas

Wiveo debe resolver ¢l PL siguiente para masximizar su
utilidad;

max = = [3P1 + 40{0.33)P2 — 1ORM

B RM = Pl 4+ P2

de mane de obra. [Deberia Wiveo fabricar cualquier

cantidad del producto 37

Comsidere ¢l PL sigaiente ¥ su tableau dptimo {tabla 56)c
rl'l.ﬂ.I.I-h| + ‘.l::+.‘l.'j

2P+ AP = 200 54 X+ i3+ X =50

RM = ) =z o= 135
0.33P2 = 40 X + X3 = 10
F||F2|Rld =0 Iy, Iy, ax = 0

Litilioe los resuliados que proporcions LINDO en ks figura
12 para contestar lns preguntas siguientes:
@ Sise pudieran comprar sdlo B7 Ib de maienia prima,
Lol serin la utibidad de Wivea?

FiIGURAa 12

Resuftados de LINDO para Wivea (problema g)
MAX IY Pl = 13,3 F2 - 10 RN
SURIECT T0

3 - Pl - P2 & BN 3= O
3y ZFl + ¥ P2 <= &an
dh AE = B0

g 0,3F P2 == 4D

L OFTIMUM FOUND AT STEP ]

CRIECTIVE FURCTION VALUE

1] a4, 900200

UARTABLE VALE REGICED COAT
Pl To. D00 0, D000
B2 20 03n0en . epnonn
M 5. 0GD030 0. o00anE
RN BLACK OR BURFLUE THIAL PRICES
21 [T T T el -13. 600003
] O . OSh0d 0. 200803
41 0. 005008 2. E0GD03
51 33 _400002 0.003002

B, ITERATIONS= k|

RARGES IHW WHICH THE BASTS I8 CHCHARGED

QLT COEFFICTENT RANCES

a Determine ¢l dsal de ese PL v su solucidn dptima |
b Encuentre el intervalo de los valores del coeficiente
de %) de la funcitn ohjetivn para ¢ que |a base actual ¢5
Crplinmea

E Cﬂ;:phdin'ln'\ﬂn:hlmwlnrnthlmﬁ:lﬂmﬁz
%3 de ln funciém objetivo para ¢l gue la base actual es
dpluimi.

WARIABLE CLIREERT Al ZAWWANLE ARLIAWANLE
CDEP THCRENREE DECRERSE
rl LY. 60000 0. 200800 0_BEEERT
F2 13, 200000 1300003 [
1] - 10 . 000003 IHFINITY FIRE e ]
FIGHTHMARD F10E HAMCGES
R CURRENT ALLDWARLE ALLOWARLE
BHE TRCREREE DECREASE
F] 0. DO D 23233334 1. 00=D03=D
il 206, ndbodgh To - DoS00d 20, Ddbiddh
4 B, 030000 10 . OoSa0E 33.333334
L] 40 0300E0 IHFINITY 13, 40NNeE

A48 parivuce B lailiss e senshiided § doslitad
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I & - & BN N N
| 1 ] 1] 1 ] M W+31 B
0 =31 0 i 1 1 =1 =2 15
L1} i 0 1 1 il i . 4l
L | | [ ik i} il - {13
TaBLA BT

[ & & & & i

I 1] ] 0 1 10

6 0 : 1 : 4

o 1 1 0 1 ip

10 Considere el PL siguente v su tableny dptimo {abla 57k
max 2 = 3, + Jiy
5. 2+ Sk, = 8
I
EAE ] U
B [Determune ¢l dual de este PL v su soducion opdirma,

b Calcule ¢ intervalo de valores de b; para el cual la
base acnsal e3 Sptima. Ademshs encoentre [ nueva solu-
cidn Gptima 5 hs =

||'|

i, + Txs

N

11 Examine el PL siguiente:
max z = lr; + 13

sl 2y + 1y

i\

-]
"1'“ + X3 = 1]
X, Iy =1
La solacidn &ptima para este PLesz = 9.5, = | 5; = 6
Encuentre en forma grifica el imervalo de valores de by pa-
ra ¢l cual ln base acheal sigue siendo dptima.

12 El pranjero Leary cultiva trigo v maiz en sus 45 scres
de tverne Puede vender cuando muocho 140 busheds de tngo
¥ 120 bushels de maiz. Cada acre sembrado produce 5 ba-
shels di trigo o 4 budhels de male. El trgo se vende en 30
divlareshushel, v el maiz se vende a 50 dblarestushel. Se
reguicren & horas de manoe de obra para cosechar un scre de
trigo ¥ 10 horas para un acre de maiz, Se poeden comgrar
1l menns 350 horas de mano de obm g 10 dblareshom. Seu

Al = acres sembrados con trign

A = geres ssnbrados con M

L = homas de mane de obra compradas

Para maximizar la ubhdad, el ganjero Leary debe resolver
el PL siguseme

max ;= [FAT + 200AZ — 0L

5.4 Al + A2 = 45
Al + 10A2 - L=0

L = 150

FAl = [0

442 = 120
Al AZ L =10

Urilice los resuliados de LINDO de ks figura 13 para conles-
tar ks preguntas siguisnges!
8 [ Cudnto es lo mis que Leary deberia pagar por una
hora sdhesonal de mane de obra!
b Cudnto es b mias que ¢l pranjero deberia pagar por
un acre adickonal de tierra®
€ 5 s0lo tuviera 40 seres de therra, Joudl serta la wlib-
o] e Leary't
d 5i el precio del trigo coyera a 26 ddlares, Joudl seria
la meeva soluchbn dptima’
@ El granjero Leary quisiera sembrar cebada. La de-
mardla de cebada es ilimitada. Un scre produce 4 bushels
i cebadn v requiere 3 homs de mano de ohm. Si este ce-
real 52 vende o M) ddlares por bushel, ;deberia cste gran-

pern sembrar alguna cantidad?

13 Considere ¢ PL siguiente y su tableay dplimo (tabla
58]
max = = 4xy + ¥ + 2y
5.4 Ry 3y + = 2
by + Ky T X =N
T, Iy Iy =0
8 Determane gl dual de este PL v su solociin aptima
b Encuenire ¢l intzralo de valores del coeficiente de
xy de |a funcn objetivo pare el cual la base actonl es
-|"1;|I:irr|.i.|.
& Encuentre ¢l inbervalo e valores del coeticients de
x, de [a fimcitn objetive para el cunl la base actual es
i

W Exomine el PL :iip.l:l::nm: v su tablesy dptimo | tabda 5%):
max & = lxg + 13
5.0 I+ 1554
lh T .ll::- = b
Ay, 4 Iry =7
=), x; =10
& Determme el dunl de este PL v su soluscion Gptmn
b Encuenire el inbervalo de valores del lado derecho de
In tercem restriccidn parn el cual ka base actus] es dpti-

ma. Ademis, proporcions la nuewn soluciin 1':;|lirr|.u. sl el
lade derecho de la tercera resiriccion fisera 5.

18 Considere el PL siguiente:
max = = Iy + 1;

-
I

5.0 dr, + 1; =
ﬁl'| + :'i': = 10

I xp =0

La solucitn dptima para este PLesz = 5.3 = Jo0: = §
Utilice ¢l méindo gréfico para estimar ¢l imtervabo de t‘al-:-—
e el lnibo derechio de b segunda resrbecion parm o cual la
base aciual es Gpriema

18 Los joverns Zales usan rubles v pafiros pam fabricar
dios tipos de anilbos. Un anilbo tpo | requiere 2 rubies, 3 2a-
firosd v uma hora de mano de obra de un joyern, Lin anilko ti-
po 2 requicre 3 rubies, 2 zafiros y 2 horas de mano de obra
de un jovers. Cada anilks ipo 1 s2 vende en 0 dolares, v
cada anillo tipo 2 se vende en 500 dolares. Todos los anillos
que fabrica Zales se pueden vender. Zales cuenta por ahora
com {0 rubies, 120 mafms v T homs de mano de obm. Se
pueden comprar rabies adickonales a un costo de |00 ddla-
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FiIGuRa 13
Resultades de LINDD pars el friga/maiz (problema 12)

SANK 1 50A L= 20AT- PIL
i

Al AT

1+ IBAT-LoaD

[

al=l40

441

END

LP DFTIML FOLMD AT STEF 4

QIYBCTIVE FURCTION YALUE
1) ARH0080
WARIABLE  VaLLE REDAACED QST

Al HONG00E (000
Al MO0 (U0
[ 1 T 1] 0000

ROW  SLACK O SURFLUS  DUAL PRICHS
Fy| OG0000E 7500000

3 0000000 12300000
&) 00000 1 F0000
4 19000000 000080
6 000000 GDO0OB0

ML ITERATKOMS= 4

RANGES [N WHICH THE BASES [5 LINCHAMNGED:

O] COEFFICIENT RANOES
VARIARLE  CURRENT  ALLOWABLE  ALLOWABLE
INCHEASE — DECREASE
AL |50 DO MOOOOOD 30 0000H
A G0 (T 1 (00 0L R
L oMM [NFINITY 2500000
RIGHTHAND SI6E RANOES
HOW  CURBENT ALLOWABLE  ALLOWARLE

1 &5 QD (B Ci ] & BT
3 o000 SMOOMNO [T OMEKO
4 VS0 0D | 1000
i MO0 INFINITY 15060
& IE000  INFINITY  abioien

[ ==
L e
-k
- =
ﬁl—l.

|
—
o e

TaBLA 59

res cada uno, La demanda del mercado requiene que la come-
paifiia por b menos 20 anillos tipo | y por o me-
nog 25 anilloa tipo 2. Con el fin de poder maximizas la wii-
lidacl, Fales deberia nesolver el L siguiente:

X1 = amillos tipe | producidoes

X2 = anillos tipe 2 producides

B = rubies comprados

max = = 400X1 + 300302 — 100K

sa 1INl +3X2-R= 100

D+ 2X2 = 120
X1 + 2x2 = T
X1 =20
X2 =25
X1,X2=0

Lhilice los resultados de LINIDO de |a figura 14 parm contestar
las pregunins sguicnics;
8 Suponga que cada rubi cuesta 190 délares en hugar
de 100 dilares, JAGn asi podria Zales comprar rubies?
;Cnﬂ:!rhhm-du:iﬁudgﬁmn:l:m:wuﬂm.?

(S R R 1 M-1 M+i 3
[ 0 o -1 !
¢ 0 1 0 -2 2 =
L] | 1] L] 1 =1 1 |
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FIGURA 14
Resultados de LINDD para la joyeria (problema 18)

HRX 400 X1 + 503 X3 1040 K
BURTECT T
) 2 K1 + 3 NI B ow= 103
1) 1 Kl + 3 XE < 120
a} Xl + 2 KT <= TO
5 Xl »= an
&) X2 >w L]
EXD
LP OPTEMUM FOUNMD AT STEP 3
DRIECTIVE FUBCTION VALIRE
Li 19080 . 0060
VARLANLE PRLLE REIRICED OO6T
1 30, §0000a 0. 000000
%3 15 . 000000 0. OO0 00
[ 15, 800008 @, 000050
[ SLACK OR SURPLOS DAL PRICES
21 0, G00E00 108, 0a00g0
3} 10 00000 . 0DOndn
al 0, +08500 200, 600060
5 0. 000000 0. 00300
&) 0, H0aa0s 2040 . GO0G60
ND. ITERATIORS= 2

FARGES [N MHICH THE BASIE 15 URCHASNGED

OB COEFFICIENT RARGES

VARIABLE CUSHENFT AL LR E ALLIOAWAHLE
COEF TNCREASE ORCREAGE
Xl 400 . 000000 THFINITY 130 G00G0E
b =] 500 . D00 200 0&H050 THFINITY
3 -300. 000080 108, 000080 180, G00G06
RIGNTHAND SIOK RANGES
R CURRENT ALLLAANLE ALILTWARLE
BHE INCREASE BECRERSE
2 LO0. 080000 15, ¢DodDo LMFENLITY
(] 120 . DO00%0 INFINITT 10. 0086006
4 TO.0E00G0 3.3333313 0. 000000
5 20. 0E00G0 O . @00:400 ENFINITY
B 2%, 0Edinon 0. Go0d0s 4 _ G000

b Suponga guea Zales shlo se le exigiera prodacis por
lo menos 23 amillos tipo 2. Cuadl seria ahom & otilidad
die Zales?

g [ Cuamo es o mis que la compadita Lales estaria dis-
puesta o pagar par otra hora de mano de obra de un jo-
yera?!

0 Cusinbe es b mes que Zales estarta dispuesta o pa-
gar por obfo zafiroe?

8 Fales planen fabmcar anillos tipo 3. Cada anillo tipo
1 ze podrin vender en 550 dodares ¥ requiene 4 rabdes, 2
zafiros v | h de mano de obra de un jovero, [ Deberla Za-
bes fabricar algunos anillos tpo 37

17 Utilice el método simpbex dual para resolver el PL ai-
guiente:

max r = =L = 13
8.8 XN+ xa=5
X = ll."'\-.-"'H

Ty Xz 2= 0

18  Examine el PL sipuiente:

max 2 = —4x, — X3
5. o + Iy =6
i+ ;s 3
..'i.l.'| T T3 = 3
Txy =0

Diespués de restar una vanable de excedente ¢; de la prime-
. resbriccitn, sumar una variable de bolgura £, & la segun-
dn restnccion ¥ sumar vanables artificiales a; y @5 a b
primeera ¥ tercern restriociones, < tablean Gptimee pam csie
L. sz muestra en la tabla 64,
a8 Determine ¢l dual para este FL y su soluckdn dptima,
B 5i se modificam el PL anterior o
max : = —dx — &) — Iy
54 diy +dn; =6
I, * 11:: T Ty 3
:h.| T X3 T Xy = L
Xy, X, Xy == i

Jseguinia sendo dphma la solucken actual optima’
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TABLA GO

: & & e & a w W
I Y B 1 v M-1 -
(I : i = i
L 0 2 1
o 0 0 | 1 - I 0

18 Considere ¢l PL siguiente:
max 7 = =2Xr; + by
5.4 Nyt xz=12
-k + L&} = |
.l'“.?i'zE{"

Este PL e no acotado, Apivess en este heche par demostrar
gue ¢l PL siguiente no tiene solucion factible:

min 2y, + vy
%0l ¥mpz=-2
¥ir+y=h
¥ = “.,_1.'1 '\:'_"“

20 Mediante 2l teorema de la holgura complementaria
porn hallar ln selecion aptima del PL siguiente ¥ su dual:
m!=3.l'| +"ll'1+.l':|+il'.¢
%3 T dry oyt Ay =5
1!';"'1!’1"’111’3.!4'5“-
Tj, Iy, Ty, Ky = 0

3 La solucsn dptima del PL siguseme es 2 = 8, % = 4,
¥z =
max £ = 4y, + X3
&4 Iy + xy =6
S + 3= 13
Ky, Xy =0
Utilice el méiode grifico para contestar las preguntas
sgusenies:
4 Determine gl mtervalo de valores de o pam el cual
la base wctsal es dprima.
1] D:l:rmirll::“mlnkhﬂmd:qp-:elmﬂ
la base sctunl es dptima.
¢ Determime @l mtervalo de valores de b para el cual
la base actaal es Gptima.
d  Determing ¢l imervalo de valores di by parm el cual
la base actual es Optima,
22 Radioco fabrica dos tipos de radios. El dnico recurso
eHCash pend necesano para fabricar bos radios es la mano de
obra, Por ghoma, la compadila tiens dos tmbajadores. El tra-
bajsdor | estd dispuesto a kaborar hasta 40 boras por sema-
na, v recibe un pago de 5 dblares por bora. El rabajador 2
estd dispuesto a laborar hasta 30 homs por un pago de & do-
lares por hora, El precio v los recursos qui s requisren pa-
ra prodbucir cada tipe de radio se dan en 2 tabla 61,
& 5ix oes la cantidsd die radios iipo ¢ produckdos cxda
semana, demuestre gue Radioco debe resolver el PL si-
guienie (su tableaw Gptimo se proporciona en la twbla 62);
|'I'|.EI1‘=1|!|+1|']
5.4 X + 2o =< 40
1'E'|+ :;551]
I|.,I]-E|]

TaBLa 61
Radia 1 Radm 2
Berwses Precin Aecwrsas
Percin [délares]  necesaries | caiarns ) (P1IoT T
25 Trabajador | 22 Trabajador 1:
1 hora 2 horas
Trabajador 2: Trabajador 2:
2 horas ? horas
Costo de la Costo de la
matera primi; materia prima;
5 dilares 4 dilares
TaABLA B2
1 0 o 1 L
il | i = ! n
o I o = 10

b Parn qué precios del mdio tipe 1 1o base actual si-

gue sicndo Gprima?

€& jPara qué precios del mdio tipe 2 In base actual si-

gue sicndo Gprima?

d 5 el trnbajador | estuviern dispoesto a trabajar solo M

heoras por semand, | ks bese sehusl sepuinia siendo dpeima™

& Si el irabajador 2 estuviera dispuesto a trabajar al

menas $0 horas por semann, ;la base actual seguiria

sienido Gptima?

1 5 el tuhajador | estuviera dispuesio o trabajar una

hora adicional, jowinte e lo mds que Radioco deberia

pagar?

B 51 el erabajader 2 estuviens dispuesto o trabajar sodo

48 horas, jcuil seria la wtilided de Radioco, Compruche

su reapucsta determinando la cantided de radsos de cada

tipo que s producidan,

b Los planes de produccidon son fabricar an radio tipo

3. Las especificaciones de un radia tipo 3 son las si-

guientes: precio, M délares; 2 horas del trabajador 1; 2

horas del rabajador 2; cosio de la maleria prima, 3 dé-

lares, ;Radioco deberia fabricar algunes mdios tipo 37
2 Beerco produce cerveza tipe ale v cerveza & partir de
makz, Mpuls y malia. Daspone en la sctualidad de 40 1ibeas
e maiz, 0 libras de Kipuko v 40 libms de maltn. Un bamri] de
cerveza tipo ale se vende en 40 délares ¥ requiere | libra
e maiz, | libea de Mipulo ¥ 2 libras de maha, Un barml de
cerveza s¢ vende en 50 ddlares v requiere 2 libras de maiz,
I libras de Mipulo v 1 libra de malw. Beerco puede vender
tarda la cervesa tipo ale ¥ la cerveza gue produce. Con el fin
de maximizar ¢l ingreso total de las ventas Beerco deberla
resolver el PL siguiente:

max z = 40ALE + S0BEER

5.4 ALE + XBEER = 40 [Restriceidn del malz)

ALE 4+ BEER = 30 (Restriccion del lipulo)
2ALE + BEER = 40 (Restriccitn de la makia)
ALE BEER =0
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TABLA B3

| CEmw

lipalale  Cereen 5 & & d
1 0 i 20 0 10 1200
il il | : ] -4 2
1] il i -4 1 - - u
0 | 0 -1 0 : ;-

ALE = harmles de cerves bpo ale producidog ¥ BEER =
barmles de cervera producidos. Un tablean pars cste PL se
muesim en [ fobla 63
8 Escriba gl dund deld PL de Beerco v determime su so-
lucion Opiema.
b Calcule @ imervabo de valores del precio de cervera
tipo afe para ¢l cual la base actunl sigue siendo Gptima
€ Encuentre ¢l intervalo de valores del precio de cer-
vera para ¢ cual la base actual sigue siendo dptima.
d Determine o mtervalo de salores de la cantidad de
matr disponible para el cual ln base sctual sigue aemxdo
diphinme,
& Deicrmine el mtervalo de valores de |a cantidad de
hipulo desponible para el cual la base scal ez Gptima.
1 Determime ¢l miervalo de valores de la cantidad de
malta dispomible para el cual ka base actual &5 Gptimea.
§ Supongs que Beerco planea elaborar un licoe de mal-
ta. Para claborar un barril de licor de malia s¢ requiere
0.5 libras de maiz, 3 libras de Wpube v 3 libeas de mal-
tn v s¢ vende en 50 didares, jBeerco deberd fabmicar §i-
cor de malta?
R Supongna que se exprewan |ns restricoiones de Heenco
en oness. Escriba ¢l nseve PL y su dual
I ;Cudil es ka solucion dptima del dual del neevs FL?
[ Sugerencia: reflexione en qué be sucede a o 8. Uti-
bice o idea de los precios sombra para explicar por qud
el dual dei PL onginal {Iibras) ¥ &l daal del nuevo PL
(onzas b deberian ener soluciones dptimas distintas.

Grupo B
M Consabere ¢l PL sipaienie;
max = <35 + 33 + Iy
54 X3+ ey = ]
= b Iy = =]
—2x, — 3x; = —3

L X =10

8 Determine el dual de este PL y demuestre gue su re-
glim faciibbe s la misma que el ded PL onginal,

b Aplique ln dualidad débil para demostrar que el va-
ke ﬁp1irru:|- de In funcion objetivo para & PL {y su dual)
dhiebsz ser .

25 Examine el Pl wgusEnle:
5

max 2 = iy + 53 T X
%l I 1, = 1
I: + 3y =52

I; +.1; =3

Xy X3, Ty = 0

TABLA B4
Produsin 1 Producin 2

Fracie de venlp §13 3]
i 0 B reCEa 0.75 homs {50 horas
Tiempa miguiag reqeerde 1.5 hors (LR horas
Watera prima megeirda 2 umidades | unidad
Dada guie :

1o ]! i B

o 11| =]+ 4

R N

8 Demuestre que la solucidn basica con lns varishles hé-
sicas &y, x3 ¥ 13 €8 dptima. Encuentre la solucidn Gptimea.
B Escriba el dual para este PL v defermine su solucwn
dpiima.

£ [hemuesire que s mubiiplica el lado derecho de cada
restricolin por uni constante & oo negabiva, enlonces la
nseva solucitm Gptima se obtiene simplemente al maulti-
plicar por kel valor de cada vanable en la soluciin dp-
tima original

26 Wiveo elabom dos proghuctos; 1 v 2, Los datos pertinen-
bess s muesiran en la tabis 64, Al menos 400 unidsdes de ma-
berin prima s¢ pueden comprr todas las semanas o oun cosbo
de 1.50 dilares por unidad. La compafiia emplea custro tra-
hajadores, guienes labomn 40 horas por semana (sus salanos
s¢ comsideran como un costo fijo). A los trabajsdores se les
e pedar guie Erabagen teempo exim v s les paga 6 diola-
res por hora de tiempo extr. Se dispone iodas las semanis
e 320 horas de tiempo miguina.

Por falta de publwciclad, 1 demands sermamal es de 50 ana-
dades del producio | y G0 unidades del producss 2. La puhli-
cidael se puede wsr par estimular la demanda de cada
producte. Cada dolar gnstado en publicidad del producto 1
aurrenita 1o desnands en 10 unbdades; cada dblar gastado pa-
m el producto I incrementn la demanda en 15 anedades. Se
pueden gastar a bo mds 100 ddlares en pubdicidad. Definamos;

Fl = umidades del producto 1 fabncadas cada semana
! = unidades del producto 2 fabricadas cada semana
OF = homs de mano de obra en tempo extr uiilizadas
cada sewmana
i umikades de matema prima compradas cada semana
Al = dblares gastados cada semana pars anunciar e

prisducto |
A2 = dolares gasiados cala semana s amunciir el
productas 2
Entances Wiveo deberia resolver el PL siguiente:
max = = 15P1 + 8P2 = &(0T) = |.3RM
— Al — A2
| Pl — 10A1 = 30 i
P2 — 15A2 = & (#
0LI5F1 + 052 =< 160 + (0OT) [k}
IPl + P2 = EM )
BM = HN) [11]
Al + A2 = |00 1]
1.5P] + 0.BF2 = 120 (Fyl}
Tesdas las variabdes som ne negativas
Profilemas de repase 353




Uihice LINDO para resolver este PL. Louego responda las

com

preguntas siguientes. con ayada de los resultados que da la

rag de mano de obra, | unidad de matersa prima v 21
horas de tiempo miquing. [ Deberia Wiveo fabricar el

8 5ieltiempoexir foem de s6lo 4 dolareshora, ; Wine-
co recurriria a é7

b 5§ cada unidad del producto | e vendiera en 15,50
dilares, ;la base achaal seguirin siendo Gptima? ;Cudl
sierla la nueva salecidn dptima?

g Cuanto es lo mis que Wiveo deberin estar dispues-
ia A paggar por otfa unidsd de materia prima?

# Cudnto deberia estar dispucsta & pagar Wiveo por
otra hora de tempo miguina?

® 5iacada trabajador se le exigiera (como parie de la
sermana de trabajo regular) trabajar 45 horas por sema-
na, jcudl seria la wiilidad de la compadia?

t  Explique por qué el precio sombra del renglin (1) es
0,10, ([ Swgerencie: si ¢l lado derecho de (1) se incremen-
tara de 30 & 51, ewlonces por B0 haber publicidad para el
producto 1, ahora s wenderian 51 unidades a la semana. )
§ Wivco planca elaborar un mueve producto (producto

producto 17
h  5i cada unidad del producto 2 se vendiera en 10 db-
lares, jla base actual seguiria siendo Gptima?
Bl Las pregunias siguienies s¢ relacionan con el gemplo
de Rylon que s traté en la seccidn 3.9, Después de definir
RB = onras de Brute Regular fabricadas al afio
LB = onzas de Luxury Brute fabricadas al afbo
RC = onzas de Chanelle Regular elaboradas al afo
LC = oneas de Lusury Chanelle producidas al afio
EM = libras de materia prima compradas al afio
s¢ obtuve ¢l resultado de LINDCY que se proporciona en la
figura |3 para esie problema. Utilice estos resultados para
confestir las pregurtns siguientes;
&  Inerprete €l precio sombra de cads restriceidn
b 5i el precio de BR s incrementara 5 centavos,
jexuil serin la nweva solucion Gptima para el problema

i . de Bylos?
3 Cada unidlad se vende en 17 ddlares ¥ requiere 2 - ¥
FIGURA 15
ResuMtados de LINDD para Brule/Chanelle (problema 27)
HAK TEFB + 14 LB + 6B RE + 10 LC - 1 RH
SIRTECT ™
&l FH <= 4005
1] I LE + X LC + BM «<= L3l [+
41 BM o+ L - § RN = i}
51 BC + L - 4 RN = 0
END
LP OPTINUM FOUKD AT 5TEP [
SEJECTIVE FIBRCTIONS VALUE
ih 1726&6. 6572
YRRIKELE VALYE FEDOCED DOST
RE 11333 . 333008 0. 30840g
LE &hG . BHERAT 0.o00003
AL 16000 000000 O.a0dh0d
LT [V JiT= i ba 0. S68E667
RM 4900 DQNED 0. 90g00g
A SLACE OR SURPLUS DUAL FRICES
4l 0, Sgang 19 GHEAEE
3t 0. D000 2. 333333
dl 0. 0000 7000000
H 0, 80dhnG - iT=1i]ifal
N, ITERATIONS= [
RAROES TH WHICH THE BASIE I8 UNCHARGED
OhT COEFFICIENT RANGES
VARIABLE CUREERT ALLOWABLE ALLCWABRLE
COEF THCRELSE LECRERIE
RE 7. 00300 1. 0003 11.503001
LE L4.000005 118002000 1008008
RC 6.00000% IHFINITY 0.66EEET
L 10, 000003 0.6REERT IMFINITY
RH -¥. 000005 INFEMITY L TR
RICHTHAND SIDE RAMCES
R CUERENT ALLDERELE ALLARELE
EHE TROREASE DECATASE
2 4000 . 000009 2000 .. 000000 3400080000
| G000 . 00D0CD 33599996004 2000 . D3D0%D
4 o, Dh0Gh INFIMNITY 11333 333038
5 2. 0eDnan THFINITY 18000 . 0 0an
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€ Sise contara con 8 000 horas de lsboratorio cads
afi, pero 50k hulnera duponmibles 2 D libras de mate-
ria prima cada afo, Jse incrementaria o dismdmuiria la
wlilidad de Rylon? {Sugerencia: aplique la regla del
HHF% parn demostrar que 1a base actaal se conserva op-
timi. Luego atilice un mezonamiento simnilar o (34)<(37)
para determinar ¢ meevo valor de ln funcién ebjetivn, ]
d Hylon esth plancando expandir su capacidad de labo-
ratorio, Tiene en consideracion dos opeiones:

Opcdin 1  Por un costo d2 10 000 dilares (que contraje
ahora), la capacidad de laboratorio anual pueds aumentar en
1 K] horas.

Dpeibn 2 Por un costo de 200 000 délares (contraide aho-
ral, la capacidad de laboratorio anual pwede aumentar en
101K horas,

Supongs que tndos los owos aspectos del problemas s cos-
servin sin cambse ¥y que ba whldad foturm se descontd con
una tasa de interts de IJ,',% anisal. JCusdl opeitn, st la hay,
deberin elegr Rylom?
8 Rylon planea comprar um nuevo tipo de maleria pri-
mir. S pueden consegur cantidades ilimitadas a & dida-
res’ libra. Se requieren 3 horas de laboratorio para
procesar ursa Hbra de la aweva materia prima. Cada libra
procesada genem 2 onzas de BR v | onza de CR. [De-
beria Rybon comprar la nueva materia prima?
28 Considers los dos PL siguienics
NN f = &g + O3Xp
5.3 iy Xy "ﬂ1;."15t|; [H.‘I]
i1y 1 Eypiy = II!_E
Hyy By = ]
max z = [00cux; + 1iHACaxs
58 ||:"1!||||J| + 1m¢-||:|.li;|=;b| ["L“
Ii]ﬂu;,n + |U'|.;'|'.I'HI_; b .Fr;
Knw Kz = L]
Suponga que BY = {r;, x;} &5 una base dplima para ambos
PL, ¥ que la solacidn dptima, para e PL | &5 5, = 50, x; =
300, z = 530, También suponga que para el PL 1, el precio
somhrn de las restnicesones 1 v 2 es igual o _%"J Encuentre
ka sodwcicm Gptima del PL 2 ¥ la sobuciém dptima ded dual
del PL 2. (Sugeremcia: 5 mubiplica cada mimeno de una ma-
triz por 100, ;qué sucede con 8'7)

28 La pregunta siguiente se relaciona con el ggemplo del
de capiial de Star hl de la seccidn 3.6, Los re-
sultados de LINIMY para este problema se muestran en la fi-
gura 16,
2 Encuenire ¢ interprete ¢l precio sombra de cada nes-
trocion.
B 5iel VPN de la inversida | fuera 5 millones de db-
lares, jcambiaria la solucitn Gptima del problema®
e Siel VPN de la imversidn 2 el de la imversion 4 dis-
mimuyern 15%, jeambiarin la sofucion dptima del pro-
blema? (Para este inchio se requiere conocer la regla del
L.

d  Suponga que el presupaesto del capital de Sear Oil se
miodificarn a 50 millones de dolares en el tempo O v 15
milkones de didares en el tiempo 1. ;Seria Star més ricaf?
(Para esle mcko se reduibsie cobocer ks regla del 10096
& Suponga que esti disponible una nueva mversion (im-
versiin 6} Dicha inversidn tiene un VPN de [0 millones

de dilares v requicre una salkda de efective de 5 millo-
nes de dalbares en el tempo 0y 10 mullones de dalares en
¢l nempo 1. (Deberia Star Oil invertic en la inversidn 67
30 Las preguntas siguientes se relscionan con el cjemplo
de mversiones de Finco de la seccidn 311, Los resubtados de
LINDM) para este problema s2 muestran en o figura 17,
& 5i Finco miviesa 2 000 dblares mds a disposicion en
el Gempo 0, jen cunrdo e incrementario ¢l efectivo en el
tizmpo 37
b Ohserve que s Finoo recibiern un dblar en el tiempao
I, el active disponibde para la imversién en el tempo |
seria ahora 0.54 + 120 4 1.0RS, + 1. Aproveche este
hecho v gl precie sombra de ks restriceion 2 parn deter-
Prifaf en cldnto se incrementaris el estado de la caja en
el empo 1 5 estuviern disponihle un dolar adicional
en ¢l tiempo 1.
€ En cuinto cambaaria el activo disponible en el tiem-
po 3 5i Finco recibiera un ddlar exera en el ticmpo 27
g S5ila inversin D generara 1,80 dilares en ¢l tiempo
3, pseguiria siendo Gptima la base actual?
8 Supongn que un superfondo del mercado de valores
penend 25% para el periodo entre ol temipo 0 v el thempa
I. [Debera Finco tmvertir en este fondo en el Sempa 07
1 Demuestre que 5 52 eliminaran todas las limitaciones
de irversion de 735 000 ddlares en las imversiones &, B,
C v D, ka base actual s mantendrin dptima. {Se reguie-
re conocer |a regls del 100%: parn este inciso.) [Cull se-
ria el puevo valor dplimo de 27
g Esth en consideracion unn nusva inversidn (inversidn
Fi. Un didlar puesto en la mversiin F genera los efecti=
vos siguientes: tiempo 0, — 1 délar; tiempo 1, + 110 dé-
lares; empo 2.+ 0.0 de dblar Isempss 3.+ 010 de
dilar, ;Deberia Finco imertir en FY
3 En este problema se estudia codmo interpretar los pre-
¢ios sombrn en los problemas de mezclas (vease seccion
3.8} Para ilusirar las ideas, s¢ analiza el problema 2 de ka
weccion 3,5, 5i se definen
iy = libras de naranjas grado 6 en el jugo
xyy = libras de nammjas grado 9 en el jugo
Xgp = libwas de naranjas grade 6 en bolsas
Xgn = libms de namnpss grado 9 en bolsss
ermtonces, el plamteamisnto apropiado es
max = = 043, *+ rg) + 03N zgn 4 rox)

fa Iy b an = 120000 EI":“I_:;’:'E
Eas + Xap = 100000 Ef:ﬁ'm

n {Restriceicn

Kagr T Koy de Jﬂ.:l

) Sant Ixe =7 ( Restriccian
Xgp T+ Nap ;3 de las bolsas)

Ty b Top Tag, Yoy = 0

Las resimcciones (1) y (1) sen cjemplos de resinociones de
mezcles porque especifican la proparcidn de namnjas grado
6y ibe grado 9 que se debe merclar pam elaborar jugo de na-
raja ¥ Ibenar las bolsis con esia fruis. Sera dnl determinar
cimmwy un ligero cambie en lns nonmas pam el jugo de namn-
Ja ¥ las bolsas con o freia afecianian la utilidsd. Al fina] del
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FiIGuRrRA 16
Resultades de LINDo para Star Oil (problema 24)

BAX 13 X1 4 L6 X2 & L6 X¥ = 14 X4 & 3F XS
BFURJECT TO

2k 1L X1 + 53 I + 5 X3 + 5 %4 + 29 K5 == 40

C}] 3Kl + B XT ¢ 5 K3 & K& & 34 X5 == J0

b Kl == 1
5 K <= L
L3 ] K} <= l
o 4 «= L]
L] K5 <=z |
EXID
LF OFTIMOH POLMD AT BTEF 5
DRIECTIVE FIRCTION VALUE
il T, 4490166
VARIABLE VALITE REDOCED CO8T
xl 1.500S00 0. 008008
X2 0, 3008k 0.nononog
X3 1.300900 0.00o00d
x4 1200000 0. D0o00d
ES R-2 LT 0. 005004
B SLACK OR SURPLLE DOAL PRICES
1 @, 000000 0. 180818
Ll 2. 090000 0. 984644
41 0. D0go0 7. 951474
51 0, TRiid0 . QG00&0
k1 L e 10.1246%3
T 0. 0000 13.0&833&8
Bl 0.711%16 3. 030000
B3, ITERATIONS= 5

FARGES IH WHICH THE BASIS IE UNCHAMGED

ORI COEFFICIENT RARGES

WARTRELE CURRENT ALLOWKELE ALLOWABLE
COEF INCRERSE OECREALE

xi 13- 0go00d IMFINITY T 951474

¥ 16. 0090090 25104530 F, 10764R

K1 16. 000000 IHFINITY 19, 124653

Ed 14002000 INFINITY 1Z.0632E8

x5 3% . 004000 51 . 686658 30, 145283

RICHTHAND SIDE BKNGES

RO CLERENT ALLOWANLE ALLIWAHNLE
FHE TRCRERSE DECREASE

z &0 . 00000 3B 2S00 OELTEAT

L] 20 0190050 11 . ITERES B, 40557

i 1. 080080 1.13%37% 1. 00200

5 L. 0G00oD INFINITY 0. 799140

& L. 050000 L.9%5745 1.000500

T i, 3900060 2, 310140 1,.800500

B L. 090000 INFINITY 0. 711516

proflema s explica el modo de utilizar los precios sombra
e las restriceiones | 1) v {2) pam contestar |as preguntas si-
guenies:
& Supongn que ¢l gmdo promedio para el jugo de na-
ramja s¢ increments 3 8.1, En ¢l supuesto de que la base
actual sigwe sendo dptima, jqué ko cambiaria 3 uti-
lidad™
b Suponga que el reguizive del grado promedio para
las bolsas de naranjas disminuye a 6.9, 51 se supone fame-
bién que la base actual se mantiene Gpiima, ;jcudnio
carmbiaris la wiilidad?
El precio sombra para (1) ¥ (20 es =015 La solucidn
dptima g8 Xy, = 66667, 1o = F3 33333, xp =

0333333, xep = 4666667 Para interpretar los precios
sombra de mexclar la restriceion (1) ¥ (2] 5e supone que um
cambia leve an la morma de calidad de wn producte e mo-
difica de mody importante la candidad del producto que se
elirhorg,

Ahora observe que (1) se podria escribis coma

Brgs + Soay = Blaas + xos), 0 bien, —Xigy + X =10
5i la norma de calidad para el jugo de naranja se modifica a
B+ A enlonces (1) se escribe como

frar + Bxgy = (B + A) (xg + xos)
a hien,
— 2w + Xy = Al¥gy + o)

256 cariToLn & Andlisis de saasibifidad y dualidad



FiGuRAa T
Resultades de LINDO para Fince (problema 30)

HAX B+ 1.9D0+ 1.5E+ 1.08 B2
EUBRJECT TO
21 P+ p+C & BOHw= 100o00
¥ ~B+ 0.8 A+ 1.2C+ 1,08 3~ §] = o
dj 9.5 B E- B2 « A+ 1.0 81 =
51 A o<m 75008
B B «a 75000
71 £ 4w TS0
Al D <z 5060
9 E «a THOGO

LF CFTIHUM FOUND AT STEP ]

OEFMECTIVE FURBCTION VALUE

1} 218500009
VARTABLE VALLE EEDUCED COST
B 32009, 1000 0, 9n090g
o 490000, 0000 0.000005
E FE000, 300G00 o, Gndong
3 0. en0ann 0.043002
& &0050 . SDa000 0. 002008
[ 0.903000 o.n2an0e
a0 o, fogana 0.315208
g1 0.003003 0. 350400
W BLACE OF SURPLUS [KIAL FRICES
2 0.00o000 L. 9¢00S0
3 3. 00000 L. SE00CD
't 4, 000000 1. 120060
5| neonen 0.000000
6] 0. 000
7 . 030030 0. #00s00
- & %009, 09n0an 0. hggon
b 0. 00330 0. 380400
B3 ITERATIONG= -]
RANGES I8 WBIICH THE RASTS IS URCHANGED

AT DOEFPICIENT RARGEE

YARIANLE CURAENT Al Lt h B E AR L . B
COEF IRCREASE LRECATASTE
.| 1.0&00a0 0.0391&7 0.284416
o 1, 980000 2. 475050 2.050030
B 1. TKFINITY 1. 380030
|+ 1 0, 040300 INF IHETY
R o O, 080000 LRI
i o. 0. FZRG00 IKF IRITY
%0 o, 0.X15200 THF IHITY
51 0, &0a&00 o,3150400 TRF TR TY
RIGHTHRED SIDE RAMNGES
e CURKENT RELOWABRLE ALLOWAELE
BHE IRCREMEE CECREAEE
2 LO0&00 . 000003 15300 _D0G00E L0a00 . 000000
] d.008008 ¥ 7500 . 00H0aE SEI50 . 0E00®H
[ 0. 000000 18750 000009 4175, 0G0050
5 75000. 030030 INFINTTY 15004 . 0¢00&0
[ 79000, 060030 INFIRLTY £500%, 050050
] 75000, 0@DdaD INFINITY 75003 . 390dG0
d 15000, 060060 INFIRITY 35000, 00300
5 73000, Q00000 1754, 360080 a1 7%0 . B00G00

Poesio que s¢ esth suponiendo que al cambiar ba calidad del
jugo de naranga de 8 a § + A no s modifica la cantidsd pro-

ducida, ., + ¥op 52 conserva igual o B0 000 v (1) se rans-
forma en

Use la definicion de precio sombra vy de respussta o los
incisos (a) v (b

32 Ballco fabrica bolas para sofiball grandes, regulares ¥
duras. Cada tipo de bola requiene un Hempo en tres departs-

—Ixgs + xgs = BOOMA mentos: cortada, cosido ¥ empacado, como se indica en ba

Probiemas de rapazn




TABLA G5

oo Tiiange I'=- T e
Regulares 13 15 3
Girandes 1o 15 4
Duras B 4 2

tabla 65 {en mmutos), A causa de las consideraciones del
enercado, se tienen que fabricar por bo menos | 000 bokas ne-
gulares, Cada una de las bolas regulares se puede vender en
1 ddlares; cada bola grande se vende en 5 délares, y cada
bola dura, en & didares. Se dispone de un total de 18 000 mi-
nuios de tiempe de cortado, 18 000 minatos de tiempo de
cogide ¥ % 000 minatos de empacado. Balleo desea maximi-
zar los mgreses por ventas. 51 se definen

RS = camtided de bolas regulares fabricadas

L% = cantidad de bolas grandes fabricadas

HB = cantidad de bolas duras fabricadas
enbonces, la FL apropiada es
max z = JRS + ILS + 4HB

5.8 SRS + IOLS + BHB = 18000 fﬂm
ISRS + I5LS + 4HB = 18000 {m
IRS + 4LS + 2HE = 9000 d:h‘“"':'r‘"!';
RS =100
R5 L5 HB =0

El tablean &ptimo para este PL es €l de la tabla 66,
8 Encuentre el dual del problema de Balco v sa solu-
ciin Apdima.
b Demuestre que ¢l problema de Ballco tiens ana soba-
cldn dptma alterna, Encoéntrela, jCudntos minutos de
tiempo de cosido se usan con ba splucidn dptima alierna®
€ Encuwinw se incrementarian los ingresos de Balleo
s aumentara | minuto la cantidad de tempo disponible
de cosido? ;De qué modo se puede relacionar esta nes-
puesta con €l hecho de que la restriccidn del cosido es
activa? [Sugerencia: vea la respuesta del inciso (b).]
8 En ¢l supuesio de que 1a base actual sea optima, jde
qué mamers afectaria los ngresos de Balleo un incre-
meno de 100 en el requisito de bolos regulanes?

3 Considere ¢l PL siguiente:

TABLA B8

Max & = opxy + Caly
8. 3'I|+'qﬂ';5ﬁ

ey A= 4
X, Tz =0
El tableaun dptimo para este PL es
z + 5+ =14
¥y *lgy = dgy =3
— 2+ 3, =0

Sin efeciuar pivotes alguns determine o) ¥ o3
34  Considere ¢l PL siguicnte ¥ su tableau dptimo parcial
{iabla 67
max r = 2, + lix;
5@, I + o= 15
Xy = 40
Iy = M0
.I|.I:|En
@ Complete el tablean dptimo,
b Determineg el dual de este PL y su solocion dptima,
38 Examine ¢l PL sigudente ¥ su tahledu dplame (labla 68);
max T = %y + o3y
sl ayry @y S by
ayy +apg = by
Ti, £z =10
Encuentre 1, ¢, By Bae dy1s @20 831 ¥tz
3B Imagiee un PL con tres resticciones =, Los kados de-
rechos som 10, 15 ¥ 20, respectivamente, En ] tableau Gpti-
ma, §; e5 una varable bisica en la segunds resiriceldn cuvo
lado derecho es 12, Estime el intervalo de valores de b pa-
m el cual la base sctual es dptima. (Sugerencio: sl ¢ W de
hmlnﬂh!ul&+i:ﬂn#bﬁhnmhlm
el ld del tablean dptimo, )
X Uilice LINDO para resolver el problema de Sailco de
la seccifn 3. 10, Luepo wse los resultados para comlestar lag
preguntas siguientes:
a 5ilademanda del mes | disminuye a 35 botes de ve-
la, jeudl seria @l costo total de satisfacer las demandas
durnnie kos siguienies cuptre meses|
b 5iel cosio de la produccion de un bote de vela con
mand de obra en horano regular durante el mes | fuem
420 délares, jeuil seria la nueva soluciin Gptima’?
€ Suponga que un clieme noevo estd dispussto a pagar
425 dblares por un bote de vela. 51 su demanda se tiene
que surtir durante &l mes 1, ;Saileo deberfa surtir ¢l pe-
dido? jOué sucede =i este pedido se tere que cumplir
durnnte el mes 47

| L L] 0 0.5 0 0 4.5 M =435 4 5010
0 L 0 1 0.0% —0.125 i 0,54 —{1.54 IgrS
il 0 | 0 ~ 0,05 .10 i} .75 =0,75 150
a 0 0 0 —0.17 —0.13 1 —1.88 .58 5025
o | ] 0 i i} i - | 1 (00
asa geritoun & Anilsis de sensibilidad y dualidad



TaBLA 6T TABLA &8

I A o i TR & o, [} I & K (AR Ty
] ik ] 1] | SHHE 1 L1 i} 2 3 :
0 i 0 =] | | = b i} i i 3 3 5
0 | 0 1 1] 0 0 40 i | i I i |
L1 L1} | 1] | i} 1 N

BIBLIDGRAFIA

Amplios estudios acerca del andlisis de sensibilidad v
dualidad se encuentran en las obras siguientes:

Bararma, M. v 1 Jarvis, Lirear Programming ard Nefwork
Flows. Mueva York: 'Wiley, 15995,

Bersitmas, D, y Tsitsiklis, ) fatrodiwction to Limear
ﬂ:u'urru:.'.rmh':l. Belmont, Mass : Athena, 1997

Brodley, 5., A. Hax, v T. Magnanti, Applied Mathematical
Programeing. Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1977

Dandeag, L. Linear .i'm;g'm'nrrr.l'.ug and Eoiensionr. Prnceton,
M.L: Princeton University Press, 1963

Danteig, G, Thapa, M. Limear Progromming. Musva York:
Springer-Yerlag, 1997,

Cings, 5. Limegr Programming: Wethods and Applicasions,
Sa. ed. Mueva York: McGraw-Hill, 19835,

Luenberger, [, Lingar gnd Nownlinear Programming, 2n. ed,
Reading, Mass.: Addison-Wesley, 1984,

PMurty, K. Linear Prognomming: MNueva York: Wiley, 1983

Mash, 5. v Sofer, A. Linear ard Norlinear Programming.
Mueva York: McGraw-Hill, 1995,

Nering. E. y Tucker, A, Linear Programs and Related
Problems. Mueva York: Academic Press, 1993,

Simmons, D Limear Programming for Operaiions Research
Englewood Cliffs, M.).: Prentice Hall, 1972,

Simonnard, M. Lirear Programming. Englewood Cliffs,
MLL: Premtsce Hall, 1966,

Wi, N. v . Coppins. Linear Programming and Extersions,
MNueva York: MeGraw-Hill, 1981,

En la sipuiente obra se encuentra un analisis claro de
DEA;

Callen, L *Daia Envelopment Analysis: Practical Survey and
Managenal Accounting Appheatons™, Jowrmal of
Managemens Acoowntin Reseanch 31991 p35-57,




‘Problemas de transporte,
asignacion y transhordo

En esto capiulo, & analizan tres tipos especiales de problemas de programacion inead:
trangporte, asignacion y transbords. Cada uno de éstos se puede resolver mediante & al
goritmo simplex, pero hay algontmos especializados muche mas eficientas para cada tipo
da problama.

71

EJEMPLO 1

Gomo formular problemas de transporte

Para comenzar ¢l andlisis de los problemas de transporte, s¢ formuls un modelo de pro-
gramacion lincal de la situacidn siguiente.

Formulacion de Powerco

Powerco tiene tres centrales ebéctricas que cubren las necesidades de cuatro ciudades.’
Cada central suminisira los numeros sigmentes de Kilowatts-hom (kwh) de electnicidad:
planta | —35 millones; planta 2 —50 millones; planta 3 —40 millones (véase la abla
1) Las demandas de potencia pico en estas ciudades, que ocurren al mismo tiempo {2
pom. ), son como sigue (en kwh): ciudad | —45 millones; ciodad 2 —20 millones; ciu-
dad 3 —30 millones; ciudad 4 —30 millones. Los costos por emviar un milkon de kwh de
elecincidad de la planta a la ciudad dependen de la distancia que debe viajar la electrici-
dad, Formule un PL para minimizar ¢l cosio de satisfacer la demanda de potencia pico
de cada ciudad.

Para formular el problema de Powerco como un PL, se comienza por definir una varia-
ble para cada decision que debe tomar Powerco, Debido a que Powerco debe determinar
cudnta potencia s envia desde cada planta a cada civdad, se define (parai= 1,2, 3 ¥
j= 1,2, 3,4

xy = nimero de (millones) de kwh producidos en la planta § v enviados a la ciudad /

En términos de estas vanables, el costo wtal de suministrar las demandas de potencia
pico 4 las cindades | a 4 podrian escribvirse como

Buyy + Gy + ey + By (Costo de eoviar potencia desde la planta 1)

+  Bay + 12030 + 1352y + Txay (Cosio de enviar potencia desde la plania 2)

b 1day + Brgy + lhegy + Sxyy (Costo de enviar potencia desde la planta 3)
Powerco enfrenta dos tipos de restricciones. Pomer, la potencia total suministrada
por cada planta no pusde exceder la capacidad de la planta. Por gjemplo, la cantidad total
de potencia enviada desde |a planta 1 a las cuatro ciudades no puede pasar de 35 millones

"Este epemiplo se basa en Aarvik y Randolph (1975




TABLA 1

Gesies 6@ e, Saminkia v demands pary Possarca

i -

Esrmirintran

fie Cindad 1 Ciugad ? Cimrdad 3 Cladad 4 (milloeey de wh)
Plasta © L+ ] 6 Sl £9 3%
Manta 2 £ 512 513 7 50
Plants 1 LT 1] AT £5 40
Gemanda 43 20 M My
(mioags de lowh]

de kwh. Cada vaniable con subindice | representa un envio de potencia desde la planta 1, de
modo que se podria expresar esta restriceiin por la restriccidn de PL

X+ Oyt Xyt xe =33

D¢ manera similar, 22 encuentran restricciones que reflejan las capacidades de las planias
2 v 3. Debido a gue ambas centriules surmmstran potencen, cada una es un panto de sumi-
nistre. D¢ manera andloga, una restriccidn que asegura que la cantidad total enviada des-
de una planta no excede su capacidad o5 una restriccion de suministro. La formulaciin de
PL del problema de Powerco contiene las tres restricciones de suministro siguientes:

Ljp TR F At 5y =35 {Resiriceidn de suministro de la plania 1)

I+ rgptintiy=5 {Restriccidn de suministro de la planta 2}

Py ¥ Tyg + Xy + Xy = 40 [(Restniccion de suministro de la planta 3)
Segunda, son necesanas resticciones que aseguren que cada ciudad recibird potencia
suficicnic para satisfacer su demanda pico. Cada cindad demanda potencia, asi que cada
una 5 un punte de demanda, Por ¢jemplo, la ciudad 1 debe recibir por lo menos 45 mi-

ltones de kwh, Cada wanable con segundo subindice | representa un envio de pofencia a
la ciudad 1, asi que se obliene la restniccion siguienie:;

£+ Ty oty =45

Diel mismo modo, se obtiene una restricciin para cada una de las ciudades 2 3 v 4. Una
restriceidn que asegura que una ubicacidn recibe su demanda es una restriechin de
demanda, Powerco debe satisfacer las sigulentes cuatro restricciones de demanda:

£y + Xy o+ xy =45 {Restriccion de demanda de la crudad 1)

Yzt ¥t =20 (Resiriccion de demanda de la ciudad 2)

Ty + ¥y + oy =M {Restriccidn de demanda de la ciudad 3)

Tpg + Xpq + Xyg = 30 {Restriccion de demanda de la ciudad 4)
Debido a que las x;, deben ser no negativas, se suman las restricciones de signo x, = 0
(fi=1.23i=1234)

Al combinar la funcion objetivo, las restricciones de suministro, demanda v signo se
obtiene la formulacion del PL siguiente para el problema de Powerco:

min £ = H.l'” r o b.".':;- - [U_I'” E & I;.TH L q."-'?| nz II.T;l] + I.:"LTE1 i ?.".':.‘
+ |4.I.3| F g.'l::‘_'\. i |{E|I'|:. + .:.I"I:_:H
58 X tEatastxe=35 (Restricciones die suministro)

Xyj " Las ¥ Xzy i l.'_|_|_"_- 'l.ll.]

X + X33 + X3y + Xy = 40

7.1 Gima formular probienas e rensparie 361




Panbin de wenrinindoo Pumion ke dicsesnds

al, w a8
gy = 1%
FlGuRa 1 %= N
Representacion
priffica del problema - - 50
de Powerco
¥ su soluckin dptima dy = 30
£ & )
d; = M
1y + xg + x5y = 45 {Restmcciones de demanida)
Xz +.|'EE-+.1:':|1 E:-.'ﬂ
Xix T Xzy T Xn =3l
X4 +.I'21.+Ji':|.1 =30

W20 (i=1,2,3%i=12234)

En la secoidn 7.3, se encontrd que Lo solucidn Gptims para este PLes = = 1020, 5, =
10, gy3 = 25, 53, = 45, 495 = 5, xy3 = 1, 354 = 30, La figura | &5 una représentacion
grafica del preblema de Powerco y su soluciin Optima, La variable 1, se representa por una
linea, o arco, que une el i-dsimo punio de suministro (planta i) ¥ el j<ésimo punto de de-
mvanda {ciudad /7,

Descripcion genaral de un problema de transporte

En general, un problema de iransporie s especifica por la informacion siguiente:

1 Unconjunto de m paoeios de suminisine a partie de los cuales se envia wn bien. E1 pun-
to de suministro § abastece a lo sumo a s; unidades. En el gjemplo de Powerco, m = 1,
gy = 353, 57 = My g5 = 40,

2 Un comjunio de m puntos de demeanda a los que se envia el bien. El pumo de demanda
§ debe recibar por 1o menos J; unidades del bien enviado, En el gjemplo de Powerco, # =
4-d| — ‘15..11'? = 2'}. I:l‘1 = m}'dq - 3'}.

3 Cada unidad producida en el punto de seminisiro § v enviada al punto de demanda [ in-
curre en un cosio variable de cp. En el gjemplo de Powerco, ¢z = 6.

oved
% = ndmero de unidades enviadas desde ¢l punto de seministro § al punto de demanda f
entonces la formulacion peneral de un problema de transporte es

= f=n

min 2 > cgly
d=1 =1
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5.4 E y=s5 (=12....m  (Restricciones de suministro)
" (1

l ¥p=d (f=L2i....0) { Restricciones de demanda)
il =L ..., mif=01,2 ..., Ml

51 un problema tiene las restnicciones dadas en (1) ¥ es un problema de mavimizacion, en-
ionces ain es un problema de transporte (viéase el problema 7 al final de esta seccion). 51

- .l'-"
b g = N d
F— R — S

entonces ¢l suministro fotal es igual a la demanda, v se dice que el problema es uno de
transporte equilibrado,

Para ¢l problema de Powerco, tanto el suministre total como la demanda total son igua-
les a 125, asi que se trata de un problema de transporte equilibrade. En un problema de es-
te tipo, las restricciones deben ser activas. Por ejemplo, si alguna restriccion de suministro
no fuera inactiva, entonces la polencia disponible seria insuficiente para satisfacer las ne-
cesidades de las cuatro ciudades. Para un problema de transporte equilibrado (1), se podria
cscribir como

min :"_. Eir Ky
g | ps]

5.8 g =g [{=1,2...,m) {Restncciones de suministon )

=1 {'-’.J
Nag=d (f=1,2....n (Restricciones de demanda)
=0 (I=112,..., mi=1,2..., i

Mis adelante én este capitulo, se vera gue ¢s relativamente simple encontrar una solucion
factible bdsica para un problema de fransporte equilibrado, También, en los pivotes
simplex para estos problemas no se requiere la multiphicacion v reducir a sumas ¥ restas,
Por estas razones, 5 deseable formular un problema de transporte como un problema de
transporte equilibrado.

Como equilibrar un problema de transporte si el suministro
total excede a la demanda total

Si el suministro total excede a la demanda iodal, un problema de iransporte se equilibra
creando un punte de demanda ficticio que tene una demanda 1gual a la cantidad de su-
ministno en exceso, Debido a que los envios al punto de demanda ficticio no son envios
reales, se les asigna un costo cero. Los envios al punto de demanda ficticio indican capa-
cidad de suministro sin uso. Para entender el uso de un punio de demanda ficticio, supon-
ga que en el problema de Poawerco, la demanda para 1a ciodad 1 se redujo a 40 millones de
kwh. A fin de equilibrar el probdema de Powerco, se agregarnia un punto de demanda ficticio
(punio 5) con una demanda de 125 = 120 = 5 millones de kwh, De cada planta, ¢l costo
de enviar | millon de kwh al punto ficticio ¢s 0. La soluciom dptima para este problema de
trad'ﬁ[:-rmmqutllhm.dﬂ-u: - WS,::”, - lu'.l'u - Ij‘.,.'l::| - l*'u'..t:]_ - l'l], Xz = j.,.l:“ -
30y xyq = 5, Debido a que xy5 = 5, no s utilizackn 5 millones de kwh de I capacidad de
la planta 3 {vease ka figura ).

Lin problema de transporte se especifica por el suministro, la demanda v fos costos de
envie, 851 que los datos pertinentes s¢ resumen en un tableau de transporte (véase la ta-
bla 2}. El cuadro, o celda, en el renglin § v la columna § de un cuadro de transporte cormes-
ponde a la variable x,. Si x; es una vanable bisica, su valor s¢ coloca en la esquina infe-
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rior izquierda de la if-Esima celda del wbleau. Por ejemplo, el problema de Powerco v su
solucién dptima podrian mostrarse como se ilustra en la tabla 3. E] formato de tablean ex-
presa de manera mplicita las restricciones de suministro v demanda por medio del hecho
de que la suma de las variables en el renglon § debe ser igual a 5 v la suma de las vana-
bles en la columna j debe ser igual ).

Como equilibrar un problema de transporte si el suministro
total es menor que la demanda total

5i un problema de fransporte tiene un suministro total que es estriclaments menor que la
demanda todal, entonces ¢l problema no tiene solucion factible. Por gjemplo, si la planta |
tiene capacidad de sdlo 30 millones de kwh, entonces estarian disponibles sélo 120 millo-
nes de kwih. Esta cantidad de potencia seria msuficiente para satisfacer la demanda total de
125 millones de kwh, v el problema de Powerco ya no tendria una solucion factible.

Cuando el suministro tofal ez menor que la demanda total, a veces es deseable permitic
la posibilidad de dejar sin sansfacer parie de la demanda. En este tipo de srtuacion, se aso-
cia una penalizacidn con la demanda no cumplida, En el ejemplo 2, se ilustra odmo esta
situacion produce un problema de transporte equilibrado.

Mane/o de escaser

&e cuenta con dos depositos para suministrar agua a tres ciudades. Cada depdsito puede su-
ministrar hasta 30 millones de galones de g por dia. A coda ciudad le gustaria recibir 40
millomes de galomes por dia. Por cada millén de galones por dia de demanda sin satisfacer,
hay una penalizacidn. En la ciudad 1, Ia penalizacion es de $20; en la ciudad 2, la penaliza-
ceon son 522, v en la ciudad 3, la penalizacidn son 523, El costo de transportar un milldn
de galones de agua desde cada depdsito a cada ciudad s ilustra en [a tabla 4, Formule un
problema de transporte equilibrado que pueda utilizarse para minimizar la suma de escasez
¥ los costos de transporie,

En este problema,
suministro diano = 50 + 50 = 100 millones de galones por dia
Demanda diaria = 40 + 40 + 40 = 120 millones de galones por dia

Para equilibrar el problema, se suma un pense de suministre ficticio (0 escasez) que tiene
un suminisiro de 120 — 10K = 20 millones de galones por dia. El costo de enviar | milldin
de galones desde el punto de suministro ficticio a una ciudad, 3 justo el costo de escasez
por millon de galones para esa ciudad, En la tabla 5 se muesira el problema de transporie
equilibrado v su solucidn dptima. El depdsite | debe envanr 20 millones de galones por dia
a la ciudad 1 y 30 millones de galones por dia a la ciudad 2, en tanto que ¢ depdsito 2 de-
be enviar 10 millones de galones por dia & la ciudad 2 v 40 millones de galones por dis a
la ciudad 3. La demanda de la ciudad 1 tendrd un déficit de 20 millones de galones por dia,

TABLA 4
(eato da wivin par fepdsii

(]
[ Cuded | Cuted? Dwded3
Dupdanifa 1 57 iR £10
Depinsita 2 $9 £7 38
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TABLA B Ciadad 1 Ciadad 7 Ciusdadd 1 Sumisistra
Tablean e trasports

por degisiin Bl [ 5] [ 1]
Depiitits 1 0 30 %0
ER il L8
Depisitn 10 . an 50}
X 22 23
Pustle Ticticin [ewcast) o |_ |_ |_ ]
Cunands 4 40 40

Modelado de problemas de inventario como
problemas de transporte

Muchos problemas de planificacion de inventano se modelan como problemas de trans-
porte equilibrado. Para ilustrar, se formula un modelo de transporte equilibrado del pro-
blema de Saileo de ks seccidn 3,10,

EJEMPLO 3 Establecimisnto de un problema de inventario como un F'I"ﬂh'lll'l'lul-
de transpoarbe

Saikeo Corporstion debe determinar cudntos veleros debe producir durante cada uno de los
siguicnies cuatro rimestres. La demanda es como sigue: primer trimestre, 40 veleros; se-
pundo trimestre, 60 veleros; tercer Inmestre, 75 veleros; cuarto trimestre, 25 veleros, Sail-
eo debe satisfacer ka demanda a tiempo, Al comienzo del primer trimestre, Sailco tiene un
imventano de 10 veleros, Al inicio de cada trisestre, Sailco debe decidir cwinios veleros de-
be prodhucr durante el tmmestre actual. Para simplificar, se supone que los veleros fabrica-
dos duranie un trimestre, pusden utilizarse par satisfacer la demanda del semestre actual.
Durante cada trimestre, Saikco produce hasta 40 veleros a un costo de $400 por velero, 5i
los empleados trabajan tiempo extra durante un trimestre, Sailco produce mas veleros a un
costo de 5450 por velero, Al final de cada timestre (despuds que ocurmid L produccion v se
satisfizo la demanda del trimestre actual), se incurre en un costo de mantenimiento o reten-

cion de £20 por velero, Formule un problema de wransporte equilibrado para minimizar la
suma de los costos de produccion e inventano durante os siguientes cuatro frimestres.

Solucin  Se definen los puntos de suministro v demanda como sigue:

Punto 1 = inventario inicial (5, = 10)

Punto 2 = produccion en Gempo regular (TR) del frimestre | (5, = 40)
Punto 3 = produccion en tiempo extra (TE) del trimestre | (53 = 150}
Punto 4 = produccidn en TR del mmestre 2 54 = 40)

Punto 5 = producciin en TE del rimestre 2 (55 = 150)

Punto & = produccion en TR del timestre 3 i(5s = 40)

Punto T = produccion en TE del trimestre 3 {37 = 150)

Punto & = produccion en TR del timestre 4 (55 = 40)

Punto 9 = produccidn en TE del trimestre 4 {5y = 150}

Existe un punto de suministro correspondiente a cada foente para el que la demanda de ve-
leros pueda cumplirse,

Funtos de
suministr
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TABLA B

Tableag du trancparte
pars Sadco

Punto | = demanda del trimestre | (d, = 40)
Punto 2 = demanda del trimestre 2 [d; = G)
Puntos de demanda Punto 3 = demanda del trimestre 3 (dhy, = 75)
Punto 4 = dernanda del rimestre 4 (dy = 25)

Punto 3 = punto de demanda ficticia (ds = 770 — 200 = 570)

Un envio, digamoes, en TR del tnimestre 1 a la demanda del trimestre 3 significa producir
| unidad en tiempo regular durante el irimestre | que se wiiliza para satisfacer | unidad de
demanda del timestre 3. Para determinar, por ejempla, oy, observe que si se produce |
unidad durante el TR del trimwestre | v s¢ wiiliza para satisfacer la demanda del timestre 3
se incurre en un costo igual al de producir 1 unidad en el TR del tnmestre | mis ¢l costo de
retener una unidad en el inventario durante 3 — | = 2 rimestres, Por consiguiente, o3 =
400 + 2(20) = 440,

Debido a que no hay limite en la produccidn de tiempo exira duranie ningin semestre,
no estd claro qué valor debe elegirse para el suministro én cada punto de produccion de
tiempo extra, La demanda ootal es igual a 200, asi que a 1o sumo 200 — 10 = 190 {10 s
para el inventario inicial) unidades serin producidas durante cualquier trimesire. Debido a
que deben producirse 40 unidades en bempo regular antes gue alguna unidad se produzca
en tiempo exira, la sobreproduccidn en fiempo extra durants cualguier INmMEesire NUNCE 5e-
ri mayor de 190 - 40 = 150 unidades, Cualquier capacidad de tiempo extra sin uso setd
“enviada” al punio de demanda ficticio, Para asegurar que ninguno de los veleros s utili-
za para satisfapcer W demanda durante un tnmestre anterior a su produccion, ¢ aSIENa un
costo de M (M es un mimero grande positivo) a cualquier celda que corresponde a usar la
produccion para satisfacer la demanda para un trimestre anterior.

1 2 H Fl Ficticin Sumisislr

| 0 | 20 |.1|1 | 'i |L
Ineal i ' 0

| 400 |420 | 440 |-1-r-u. &
TH el i n 0
rimesire 1

) ) ) R 1) R
TE del 150 150
Trimestre 1

M | 400 42 440 | 0

T el | .m' | |_ | 40
trameslre 2 |

N 2 0 = R
TE del ([} ] 150
frimesire 2

M M 4001 | 420 0

o | | 4DI |420 | Lo} "
vimeity 1

TN N I - )
TE el 15 115 150
irimeztre 3 |

(#] [M] [e] [we] Jo
TH del 25 | 15 &y
{rimestre & |

| M | M [ 7] L.i.mi L
““ s STe e WESEES ]m . Iw
iramestne 4 | |




Suministro tofal = T v demanda tofal = 200, asi que debemos agregar un punio de de-
manda ficticio con una demanda de 770 - 200 = 570 para equilibrar ¢l problema. El costo
de enviar una unidad desde cualquier punto de sumimistro al punto de demanda ficticio es 0.

Con la combinaciin de estas observaciones, se obtiene ¢l problema de transporte equi-
librado v su solucion dptima mostrada en la tabla 6, Por consigmiente Sailco debe satis-
facer la demanda de un rimestre con 10 unidades de inventaro micial y 30 umdades de
produccion en TR del frimestre [; |3 demanda del timestre 2 con 10 unidades de TR del
trimestre 1, 40 unidades de TR del trimestre 2 v 10 unidades de produceion en TE del tri-
mestre 2 la demanda del trimestre 3 con 40 unidades de TR del trimestre 3 v 35 unida-
des de produccion en TE del timestre 3 v, por altimo, la demanda del trimestre 4 con 25
unidades de producciin en TR del timesire 4.

En el problema 12 al final de esta seccidn, se muestra como =2 puede modificar esta for-
mulacidn para incorporar otros aspectos de problemas de inventanio (demanda de pedidos
pendientes, inventano de perecederos, eteétera).

Como resolver problemas de transporte en la computadora

Para resolver el problema de transporte con LINDO, teclee la funcion objetivo, restriccio-
nes de suministro v restricciones de demanda, Existen ofros programas por mends que
aceptan costos de envio, valores de suministro v valores de demanda. A partir de estos va-
bores, ¢l programa genera la funcion objetivo y las restricciones,
LINGO se puede utilizar para resolver con facilidad cualquier problema de transporte.
El siguiente modelo de LINGO puede utilizarse para resolver el ejemplo de Powerco (ar-
Trang lng chirve Trams. Ing).

MCDEL:
1] SETE:
2| PLANTS L, I, P o ChiP;
Y| CITIES/C1.C2,. 0. C4/ :DEH:
4] LTINS | PLASTS CTTIES] :COST, SHIF
5| ENDEGETS
B | IRl S0 § LI MK - COST SHIP] ;
T SFOR (CITIES (D] 3
B #5UM [FLANTE{ 11 : BHIF{T, J3 1=DEN [T} ¢
9] @FCR (FLANTS{I] :
PO RS (CITIES (J) ST RET, T8RP (k)
111 0ATA
12| CAP=15, 50. 401
13| DEM=45, 20, 30,30;
L4 COSTe8. 6,10, 0,
15)9.12.13, 7.
LE| 14,9, 16,5,
17 | ENODATA

END:

Las lineas 1 & 5 definen los SETS necesarios para generar la funcidn objetivo v las
restricciones, En la linea 2, se crean tres centrales eléctnicas (los puntos de suministro) ¥
s¢ cspecifica que cada una tene una capacidad (dada en la secesin DATA). En la linea 3, se
crean las cuatro ciudades (los puntos de demanda) v se especifica que cada una tiens una
demanda (dada en la seccidn DATA). El comando LINK en la linea 4 crea un LINK(11)
cuando | funciona en PLANTS vy I funciona en CITIES. Asi, los objetos LINK(1,1],
LINK(1,2), LINK({1,3), LINK(14), LINK(2,1), LINK(2.2), LINK(2,3), LINK(2.4),
LINKi3, 1}, LINK{3,2}), LINK(3,3), LINK{3,4) sc crean ¥ almacenan en esie orden. Los
ptributos com varios subindices se almacenan para que 1o subindices de la derecha avan-
cen con mas rapidez. Cada LINK tiene dos atributos: un costo de envio por unidad
[COST), dado en la seccidn DATA] v la cantidad enviada (SHIP), la cual s¢ determina
mediante LIMNGO.

La linea 6 crea la funcidn objetivo. Se suman los vinculos del costo unitario de envio
del producto y la cantidad enviada, Por medio de los operadores @ FOR vy @SUM, las
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lingas 7 v B generan laz restricciones de demanda. Con ellas se asegura que para cada ciu-
dad, la suma de la cantidad enviada a la ciudad serd por lo menos tan grande como la de-
manda de la ciudad, Observe que ol paréntesis extra después de SHIP{LJ) en la linca 8
estd cerca del operador @SUM, v el paréntesis extra despuds de DEMIT) estd cerca del
operador @FOR. Usando los operadores @FOR y @SUM, las lincas 9 v 10 generarin
las restricciones de suministro. Con cllas se asegura que para cada planta, el wotal enviado
desde la planta no excederd la capacidad de ésta,

Las lineas 11 a 17 contienen bos datos necesanios para el problema. La linea 12 define
la capacidad de cada planta, v la linea 13 define la demanda de cada ciudad. Las lineas 14
u 16 contienen 2l costo unitano de envio de cads plants 3 cada ciudad. Estos costos corres-
ponden al ordenamicnto de los enlaces descritos antes. ENDDATA termina la asccidn de
datos ¥ END termina el programa. Al teclear GO se resuelve ¢l problema

Este programa puede usarse para resolver cualguier problema de transporte. 51, por
ejemplo, s¢ quiere resolver un problema con 15 puntos de suministro v 10 puntos de
demanda, se cambiaria la linea 2 para crear |5 puntos de suministro v la linea 3 para crear
10 puntos de demanda. Moviendose a la linea 12, se teclearian las 15 capacidades de plan-
13, BEn la linea 13, weclearian las demandas para los 10 puntos de demanda. Luego en la li-
nea 14, se escribirian los 1500 costos de envio. jObserve que no cambia la parte del progra-
mia (lineas & a 100 que genera la funcion objetivo v Las resincciones! Observe también que
la formulacitn de LINGO no requiere esté equilibrado el problema de transpone.

Obtencién de datos de LINGO a partir de una hoja
de calculo de Excel

A menudo es mas fcil oblener datos para un modelo de LINGO a partir de una hoja de
cilculo, Por ejemplo, los costos de envio para un problema de transporie podrian ser el re-
sultado final de muchos cileubos, Como ejemplo, suponga que s¢ crearon las capocidades,
demandas v costos de envie para ¢l modelo de Powerco en el archive Powerco.xls (véase
Ia figura 3} Se crearon las capacidades en el imervalo de celdas FO:F11 v s2 nombrd Cap
al imtervalo, Como es sabido, en Excel se nombra un intervalo de celdas al seleccionar el
intervalo ¥ dar clic en |a caja de nombre en la esquina superior izquicrda de la hoja de
caleulo. Luego, se techea el nombre del imervalo y s2 golpea Ia tecla Enter. De manera si-
milar, nombrar las demandas de ciudad (en las celdas B12:E12) con el nombre Demand v
los costos unitarios de envio (en las celdas B4 EG) con el nombre Costs,

R - 4 |SHIPPED SUPPLIES
1 | i 4|
| o 10 23| 34| = 3
3 45 1) 5 50, o=l 50
3 L) i il 3 40, <= 40
45 ol U] 10|
o ;..-- ;.-. e
43 20 30 ) |
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Con una expresion @OLE, LINGO lee de una hoja de cilculo los valores de datos que
se definen en la porcidn Sets de un programa. A continuacion se ilustra el programa LIN-
GO {véase el archivo Transpspread. Ing) necesario para leer los datos de enfrada del archivo
Powerco.xls.

MODEL

SETS:

PLANTS /P1. P2, P34 sCAP)

CITIES/C1. T3, CF, 4/ 1 DEM)

LIHEE | MLANTS , CITIES) : 09T, SHIF;
ERDISETS

MIH=@51H [ LINES | COST*5HIF )
BFOL|CITIES [.0) :
PRI PLANTS (I8 SNIFIL, ) h>0me{d] |;
SFJR {PLANTS (I} 1
B ST TIES () - SHIF (L, J) haCRP{IT
DT
CAF, DEM, COST=@DLE(Q"C:‘\HFRIG\PFOWERCD.ELA', "Cap", 'Demand” . "Coets )i
EMDOATA
FND

La sxpraaiin clawve o8

CAEF, DEM, ST =ROLE ¢ " - VHFRD MRERCD. Y18 . ‘'Cap” . "Demanid” . i

Esta expresion lee los conjuntos de datos definidos CAP, DEM v COSTS de la hoja de
cilculo de Powerco.xls. Observe que primero debe especificarse la asignacion de trayecto-
mia completa del archivo de Excel (encerrado entre comillas simples) seguida por los noms-
bres de imtervalo de la hoja de datos que contienen los datos necesarios. Los nombres de
intervale forman parejas con los conjunios de daios en ¢l orden listado. Por consiguiente,
los valores CAP se encuentran en el infervalo Cap, v asi sucesivamente. La expresion
@OLE ¢s muy poderosa, debido a que una hoja de datos normalmente simplificard mu-
cho la creacion de datos para un programa de LINGOL

Solucién de hoja de cdlculo de problemas de transporte

Em ¢l archivo Powerco, x5, se muestra cuin facil es usar ¢l Excel Solver para hallar la so-
lucidm Gptima & un problema de transporte, Después de esoribir las capacidades de las
plantaz, las demandas por cada ciudad v los costos unitarios de envio come se muestra, se
escriben los valores de prucha de las unidades enviadas de cada planta a cada ciudad en el
intervalo BEEL L. Luego, se procede como sigue;
Pazo 1 Calcule la cantidad total enviada de cada ciudad copiando desde F9 a FID:F11 la
formula

=RLUM({B9:ES)
Pass 2 Calcule ¢l ioal recibido por cada ciudad coprando desde B12 hasta C12:E12 la
firmmula

=5UM{BYBI1)
Pasa 3 Calcule ¢l costo todal de envio en la celda F2 con la férmula

=SUMPRODUCT(B®:EI 1 ,Costs)

Dbserve que la funcidn =SUMPRODUCT actia en rectdngulos asi como renglones v co-
lumnas de nimeros. También, se nombrd el mtervalo de costos de envio de unidades
(B4:E6) coma COSTS,

Pazo 4  Ahora se llena la ventana Solver mosirada en la figura 4. Se minimizan los costos
totales de envio (F2) cambiando las unidades enviadas de cada planta s cada ciodad
(BEEI). Se restringe la cantidad recibida por cada ciudad (B12:E12) como por o menos
la demanda de cada ciudad (el nombre del intervalo es Demand). Se restringe la cantidad
enviada de cada planta (F®:F11) como a lo sumo la capacidad de cada planta (el nombre
del mtervale es Cap), Después de comprobar la opcidn Assume NMonnegative ¥ la opoion
Assume Linear Model, se obtiene la solucion optima mostrada en ba figura 3, Observe que
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la funciom objetivo de la solucion optima determinada mediante Excel es igual al valor de [a
funcidn objetivo que sc caleula con LINGO v a soluciin manual, Si el problema tiene va-
rias soluciones dplimas, entonces &5 posible que sean diferentes bos valores de los envios
determinados mediante LINGO, Excel v 1a solucidon manual,

PROBLEMAS

Grupo A

1 Uma compefiia suminisim bienes a tres cliendes, v coada
un requiere W unidades. La compaiiia thene dos almacenes,
El akmacén | tene $ unidades dispomibles v el almacén dios
teene M unidades disponibles, Las costos de enviar unn uni-
dad desde ef almacén al cliente se mucstran en ba tabla 7
Hay una penalizscion por cada unidod de demanda no sumi-
nastracln al clienbe; con el cliente 1, se incurre en un costo de
penalizacion de $%0; con ¢l chiente 2, 80, ¥ con el chienie
31, 5010, Formube un prohlema de transporte equilibrado pa-
m minimizar la suma de escasez ¥ costos de emdo.

2 Con respecto al problema |, suponga que podrian com-
prarse uniclacles extra ¥ enviarse a cualgquier almacén parn un
costo tolxl de 100 por unidad, v que se debe satisfacer ka
demamda de los clientes. Formale un problema de transpor-
te equilibrado para minimizar ka sama de costos de compra
¥ enwio.

3 Una compaflia de zapasios predice las demandas siguien-
tes charamie los siguientes seis meses: mes |, 205 mes 2,
260 mes 3. 240 mes 4, 340; mes 5, 190; mes 6, 130, El
costa de produci un par de zapas ¢s 57 con irabajo en
tiesmpeo regular (TR) w $11 con trabajo de ticenpo extra (TE),
DParame cada mes, la produccisin regular se limits o 200 pa-

TABLA T

- :
b Dienie 1 Clesis 2 Diente 1
Aimacén 1 315 535 525
Mmazin ? S0 £50 540

res de zapatos v el tiempo de produccion de tiempa extr s
himata a 100 pares. Cuesta §1 por mes nantener én invenla-
na un par de Fapatos, Formabe an |'|1'-nl1|erm de transparte
equilibrade para mimimizr el eosto todal de satisfacer a
tiempo los siguienies seis meses de demanda

i Steelco fabrica tres tipos de acero en diferentes plantas,
El tiempo requenido pame fabricer una tone=lada de scero (sin
importar ¢l ipo) v los costos en cada planta se dustran en la
tabla 8. Cada semama deben producirse [0 toncladas de ca-
da tipe de pcero (1, 2 v 3), Cada planta 2sti abicrin 40 ho-
s D0 SEMANS
8 Formule un problema de ransporie equilibrado para
mimimizar el cosk de satisfacer los requenimienios sema-
nales de Steelco,
b Suponga que el tempo requerido para producir ons
tonelsda de acero depende did tipe de acero asi como de
la planta en la gue se produce (véase la abla 5, pagina
372} [ Se podria formular aiin un problema de rangpore?
8 Un bhospital necesita comprar 3 galones de una medice-

e perecedera que ubilizard dumntc el mes actual ¥ cusiro
galones para uwso duramte ¢ mes sigusente, Debido a que ba

TABLA B

Corts (7] _lll'l'-ll
Flaml A 1 Mear 7 hzgrn 1 [EIEHTEY]
1 1] 40 i 20
2 b 3n M &
i 43 21 || k]
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TABLA 9

Teempa (minuias |
Piarta heera 1 hosrn ¥ dicen
| 15 12 15
2 1% - 15 2
3 1 1] 15

rdicing ca perccedera, sdbo puede utilizarse durante el mies
de compra, Dos compaiias {Daisy v Laroach) venden | mee-
dicina. La medicina estd escasa. Por consiguiente, durante
bos siguientes dos meses, el hospital esth limitado 3 comprar
i los sumo 5 galones de cadn compadin. Las compafiias car-
gan los precios mosirados en la tabla 10 Formule un mode-
by dle tramsporte eguilibrado para minimizar ¢l costo de com-

prar la medicina mecesaria.

§ Un banco tiene dos sitios en los que se procesan bos che-
gques. El sitio uno procesa 10 000 cheques por dia v el wito
2 procesa & 00 chegues por dia. E]l banco procesa fres tipos
de cheques: vendedor, salario v personal. El cosio de proce-
samienin por cheque depende ded sitio (véase ln wbla 11,
Por dia deben procesarse 3 000 choques de cada tipo. For-
miidke un problema de trmamsporte equilibrado pam mammazar
gl costo diano de procesar bos cheques,

7' El gobiermno de Estados Unidos esth subastands contra-
ios e armendamiento de petrdlen en dos sitios; | v 2. En
cady sitbe, s subsstan 100 (00 acres de tesra. CHIT Ewing,
Blake Barnes v Alexis Pickens llevan a cabo licitaciones pa-
ra ¢l pemileo. Las reglas del pobicrno establasen que nin-
gan hcwador puede recibir mas de 004 de la berm que esth
siendo subastada. CHff ofersd 51 'acre para €l suclo del
st 1y 52 (0MMacre para el suelo del sitio 2, Blake ofrecid
$900acre pars el suelo del sitio 1 y 52 20Wacre pars el
suichs del ssse 2, Adexis ofiertd $1 10dkacre para el sitie | ¥
51 Sdacre para el sitke 2. Formule un modelo de ranspor-
te equilibrado para maximuzar el ingreso del gobiemao,

TAaBLA 10

T

mes o mes
[Compaia galin (1) —m
Chaisy 00
Laroach {1} 750
TaBLA 11
$itio [g)

Cheques 1 F
Wendedor 5 i
Salarke 4 4
Personal ] 5

*Esme problema se basa en Jackson [ 1980,

TaABLA 12

&[5}
b= () Inglateima dapin
Campo 1 | 2
Campn 2 F 4 |
TaBLA 13

Proyects (3]
Aidiler 1 2 : |
1 120 150 190
2 140 130 120
3 6l 140 150

B La Ayaiola Oil Company controla dos campos petrole-
o5, El campo | pusde producic hasta 20 millones de barrni-
les de petrdden par dia v el campo 2 pusde productr hasta 50
millones de barriles por dia, En el compo 1, cuesta 53 ex-
traer v refinar un barril de peirdleo; en el campo 2, el cosio
s de 52, Ayatola vende petrdlen a dos palses: [nplalerma v
Japim. El costo de envio por barnil se presenta en la tabln 12,
Cada dia, Imglaterra cstd dispucsia 8 comprar hasta 40 mi-
lones de barribes (a $6 por barnl) v Japon esta dispoeso a
comprar hasta M) millones de barriles (a 56,50 por barril)
Formabe un problema de transporte equilibrado para maxi-
mizar lns ganancias de Ayaioln.

8 Para los gjemplos ¥ problemas de esta seccibn, analice
g 5 mzonable suponer que ln suposicion de proporcionali-
dad se curmple para la funcida objpetivo,

10 Touche Young tiene tres auditores. Cada uno pueds tra-
bajar tamio como 160 horas duraie o med siguiente, em-
po durante ¢ que deben completarse tres provectos, El pro-
vecto | tomard 130 horas; el provecto X, 140 horas, v el
provecin 3, 160 homs, La cantidad por bom que puede fac-
turafse para asignas cada auditor a cada provecto se daen la
tabla 13 Formule un problema de trmansporte equilibrado pa-
ra maximizar las factaraciones duranie el mes siguiente,

Grupo B

11°  Paperco recicla periddico, papel sin revestimicato y
mmﬂlm:ﬂtﬂmpﬂp:lmﬁd:m reciclade y papeles re-
ciclados sin y con revestimienio. El papel periddico recicla-
dis puede producirse al procesar periddico o papel sin reves-
timiento. El papel con revestimiento reciclado se produce al
regiclar cunbquier tipe de papel. El papel reciclado sin reves-
timiientn si prodice al procesar papel sin revestimients o
con revestimeento, Bl proceso wliloesdo para producir papel
perddico reciclado elimina 20% de la pulpa de entrada, de-
Jundo B0 de ka pulpa de entrada para el papel recieladao. El
process wtilizado para producir papel reciclado con revesti-
miente climina [0% de ks palpa de enirada. El proceso wti-
lezado para producir papel reciclado sin revestimiento elimi-
na 15% de la palpa de entrada. Los costos de compr, costos
die proceso y disponibilidad de cada tipo de papel s¢ ilustran
on la tnbln 14, A fin de satisfacer la demanda, Paperco debe
producie por 1o menos 250 toneladas de pulpa de papel

TEste problema se bass en Cilassey v Gapla (1974,

garitors T Problemas de transparte, asignachin y transhanin



TABLA 14 periddico recickado, al menos 300 toneladas de pulpa de pa-

Coste e e pel reciclado sin revestimaensn, ¥ por lo e | 3 toneladas

R, e ;n,l.'f;n de papel reciclade con revestimeento, Formiwde un

e palys (5} de ssteads [5)  Disaenibiided problema de transponie equilibrado que poeda uilizarse para
eanamisyr el costo de sitislacer las demundas de Powerco.

st geriiion o o 12 Expligue cdmo cada una de las entes sluaciones
Pepsl oon rivesiimiente » N i e Fmaialn et [lnb'lun?fu de Sailco como un
Papel sin revslimients B 20d) problema de transporie equilibredo;
PP wiilicadn parw PPA 3 B Suponga que ba demands pudsera scumularse 3 un
FF wiilicada pars PACE 4 costo de $30velero/mes. [ Supereacta: ahora 5 permisi-
PS8 uilizada pars PR 4 ble eoviar de, digamos, la produccion del mes 2 a la de-
PSA uilizade gara PRSH I muancla del mes 1.}

b 5ila demanda i velero no se cumple a o :
P, i g P . g pierde ks venta ].-P:::Tm.'u.n'n &0 1En cosin iltpnpnrnmmz:'l
FCR uiilizsste pams PRAGA 3

¢ Los veleros s mantienen en imveniano duranse un
mitximo de dios meses.

d A un costo de 30 velero, Sailoo compra hasta 10

veleroa'mes de un suboonirateta,

7.2 (G6mo hallar las soluciones basicas factibles para problemas de transporte

Considere un problema de transponie equilibrado con s puntos de suminizino v o panios
de demanda, D (2], s¢ observa que tal problema contiene m + # restricciones de iguaal-
dad. De la experiencia obtenida con ¢l métado de la gran M v el método simplex de dos
fascs, s sabe que es dificil encontrar una sfb 51 todas Las restricciones de la PL son igual-
dades. Por fortuna, la estructura especial de un problema de transporte equilibrade facili-
ta poder encontrar una sfi,

Antes de describir tres métodos comanmente utilizados para determinar una sfb para un
problema de transporte, es necesario hacer la siguiente observacion importante. 51 um con-
Jumio de valores parg fas 1, safisface fodas excepio una de las restricciones de un proble-
ot gl mraasporte equiltbrada, entorces los valores par las X, satigfardn de manend auio-
muatica la ofra resiriccion, Por ejemplo, en el problema de Powerco, suponga que se sabe
que un conjunio de valones para 1as «, satisfacen las restricciones con excepeidn de la pri-
mwera restriccion de suministro. Entonces este conjunto de x;; debe suministrar | + oy +
dy + dg = 125 millones de kwh a las ciudades | a 4 y suminisirar 53 + 5, = 125 — 5, = W)
millones de kwh de las plantas 2 v 3. Asi, la planta 1 debe suministrar 125 — (125 — 5)) =
33 millones de kwh, asi que las x; deben satisfacer la primera restriccion de suministro,

En el andlisis antenor s observa gue cuando se resuelve un problema de transporie
equilibrado, se podria evitar tomar en consideracion cualguicra de las restricciones del pro-
blema v resolver una PL con s + 1 = | restricciones, Se supone (de manera arbitraria)
que s¢ omite considerar In primera restriceion de sumintstro,

Al tratar de encontrar una sfb para las restantes m + ® — | restricciones, s¢ podria pen-
sar qgue cualquier coleccidn de m 4+ 0 — 1 vanables podra dar una solucién basice. Por
desgracia, éste no ¢35 ¢l caso. Por cjemplo, considere (3) un problema de trnsporte equili-
bracko. (Se omiten los costos debido o que no son necesanios para hallar una sfh.)

(k]

7.2 Cimo ballar i solaciones bisicas tactivies jara prablemas gt travspork ar3




En forma de matriz, las restricciones para este problema de transporte equilibrado podria
escribirse como

= el S
I 1 1 0 0 O 4
Xz
a o o111 5
X3
I o0 01 O O 51 = |3 )
o1 o0 1 O 2
Koz
00 100 1 4

X33
Despaids de eliminar la prirsera constante de suministno, se obtiens ¢ dguiente ssiema lineal:

.1”.

a o 0 1 1 1) |%z 5
P00 1 0 Of|*: 3
0100 1 of|m| |2 ")
o a0 1 0 0 1), 4

X33

Una solucion bizica para (37) debe tener cuatro variables bisicas. Suponga que se prucha
con BY = ‘I'rll!'tlb'tll"'rﬂi" Entonces

001 |
fr o1 oo
=lo 1 o 1
0O 000

Para que [ X5, X330 X35, 32} produzca una solucion basica, debe ser posible usar OER
para transformar 8 a {y. Debido a que el ango 8 = 3 y las OER no cambian el rango de
una matriz, no hay forma de poder utilizar las OER para transformar B en [, Asi, BV =
EXyps Xp30 K39, X33) N0 pueden producir una solucidn hisica para (37). Por forfuna, s¢ po-
dria utilizar el concepto simple de bucle para determinar si un conjunto arbitrario de s +
s — | variables produce una solucidn bésica para un problema de transporte equilibrado.

DEFIMICIGM m Una seccuencia ordenada de por o menos cuatro cebdas diferentes se llama bucle si:

ara

1 Dos celdas consecutivas cualesquicra vacen en ¢l mizmo rengldn o la misma
columna.

2  En el mismo renghin o columna no estin tres celdas consecutivas,

3 Ladltima celda en la secuencia tiene un renglén o columna en comin con la
primer celda de la secuencia, =

En la definicidn de un bucle, se considera que la primera celda sipue a la Qluma, asi que
&¢ podria considerar al bucle como una frayectonia cerrada. A continuacion se dan unos
ejemplos de la definicidn anterior: La figura 5 representa ¢l bucle (2, 1)-(2, 4)-(4, 4)-(4,
I}. La figura & representa el bucle (1, V1, 2042, 2342, 3304, 344, 543, 53, 1)
En la figura 7, la trayectoria (1, 101, 2302, 302, 1) no representa un bucle, porgue (1, 2)
v (2, 3) mo s¢ encuentran en ¢l mismo rengldn o columna. En la figura 8, la trayectoria (1,
20, 3L, 42, 42, 2) no representa un bucle, porgue (1, 23, (1, 3) ¥ (1, 4) estin en
el mismo renghon.

El teorema 1 (que se enoncia sin demostraciin} muestra por qué es importante el con-
cepto de bucle.

girituie 7 Froblemas o8 franspere. asijiaciin § trenshard
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TEOREMA 1

En el problema de transporte equilibrdo con s punios de suministeo v o puios de
demanda, los celdas que corresponden o un conjunto desm + n — | variables no con-
nenen ningun bocle si v 80lo =i lax o + 8 — | producen ona solocion bisica,

El teorema | se deduce del hecho de que un conjunto de s + m — | celdas no contee-
nen mingin becle si v s0lo 3i las m + 0 = | columnas que corresponden a estas celdas son
linealmente independientes. Debido a que (1, 141, 22, 242, 1) &5 un bucke, ] teore-
ma | establece que [x, X3, ¥33. ¥ | 00 produce una solucion basica para (17). Por otro
lado, no puede formarse ningin bucle con las celdas (1, 1-(1, 21, 342, 1), asi que
[y 10 Xy30 Xy3e T3y | producind una solucion bisica pars {37).

Ahora se estd listo para analizar los tres métodos que peeden wilizarse para determina
una soluciin factible bisica para un problema de transporte equilibrado;

1 Método de la csquing nonpeste,
2 Método del costo minimo,
3 Méodo de Vogel.

7.2 Cém hallar b seluciones basicas tactitles e prablemas d¢ Fasspane 375




TagLA 15

TaBLAa 16

Método de esquina noroeste para hallar una
solucion factible basica

Para hallar una sfh por &l método de 1a esquina norpeste, a2 comiensa on La ssquina supe-
ror zquicrda {o notoesie) del tabledu de transporte v se fija x;; en el valor mas grande po-
sible, Resulia claro que x;; no puede ser mis grunde que el valor mis pequedio de =, v ).
Sixy =5, , anale el primer renglon del tablean de transporte; esto indica gue no mis va-
riables bdsicas resultarin del renglon 1. Asimismo, cambie &) a d; — 5,. Si xqq = d), anu-
be ka primera columnag del tablean de transporte; esto indica que no resultardn mds variabkes
de la columna 1. Aswmismo, cambie 5, a 5 = d). 51 %, = 5; =dy, anale el rengion 1 o co-
hurrira 1 (peero no bos dos). Sioeliovina el rengldn 1, canvbie o, a 0; &i anula ta columma |,
cambae 5, a Lk

Continde con este procedimiento hasta la celda del noroeste en el ablems que mo 2 en-
cuentre en un remghon o columna que se hayva anulado. Por altimio, se lega a un punto don-
de solo hay una celda a la que se le pusde asignar un valor. Asigne a esta celda un valor
ipual a su demanda de rengldn o columna v anule tanto el renglon como la columna de la
cielda. Ahora yva se tiene una solucibn factible bésica,

El uso del método de esquing noroeste 5 ilustra medianie la determinacion de una sfb
para el problema de transporte equilibradoe de la tabla 15, (Mo se listan los costos debido a
quec N e85 necesano aplicar el algontmo,) La cancelacion de un renglion o columna s in-
dica con una ¥ en el suministmo del renghon o demanda de la columna.

Para emipezar, g hace que xy, = minf{3, 11 = 2, Luego se anula la columaa 1 v 8¢ came-
mas a5 — 2 = 3 Con esio se obiiene la tabla 16, La vartable que queda mis al noroeste &5
T SEa pp=min {3, 41 = 3, A continoacion se anula el rengltn | v se cambia o, & 4
1= 1. Esto produce la tabla 17, Ahora la varable mis al noroeste &5 x5, Se0 150 = mund 1,
I} = 1. Dehido a gue tanto el somianistro como la demands cormespondientes a la celda son
ipuales, se podria cancelar el renglén 2 o la columna 2 {pero oo ambos). Por ninguna reon
cn particular, se elige elimmar el renghon 2. Lucgo &, debe cambrarse a 1 — 1 = 0. El t2-
bleay resultante es s fabla 18, En el pazo siguiente, esto dard lugar o una sfb degesenada,

1
e
1=
—

14
w
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TaBLA 22

TABLA 3

TABLA 24

TABLA 25

[« [

A [
|:

12

] ] [ &
[ ] Gl
N [ N I N R

1]

]

13

11
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5 5 5

Observe que el método de Vogel evita los envios cosiosos asociados oon xz v 154 Esto
es porgue los alios costos de envio produjeron penalizaciones grandes que causaron gue ¢l
métaddo de Vopel eligier otras varahles para satisfacer las restricciones de demanda segun-
da ¥ terocra.

De los tres metodos analizados hasta ¢l momenio para hallar una sib, el método de 1o
esquina norocsie requicre ¢l minimio esfoerzo, y e mitodo de Vogel ¢ mavor esfuerzo, No
obstante, la investigacion extensa deja ver [Glover et af. {1974)] que cuando se atiliza el
método de Vogel para hallar una sfb, por lo comun oma mucho menos pivoles que si s2
hubseran unilizado los oiros dos metodos. Por csta mzon, ram vez s¢ emplean los métodos
de la esquing noroeste ¥ de costo minimo para ballar una solucién fuctible bdsica para un
problema de transporte grande.

PROBLEMAS

Grupo A

1 LUhilice of mestodo de la esquina noresste para hallar ana 3 Utlice el mélodo de Voge! para hallar una sfb para los
sib para bos problemas 1, 2 v 3 de la secciia 7.1 protlemas 5 v 6 de la seocnin 7,1

2 Utilice cf méodo del costo minimoe para determinar una 4 Como debe modificarse el méwodo de Vogel para resal-
sib para bos problemas 4, 7 v 8 die b secadn T L {Sugeren- wer im problema di masimizcion?

ciit: para un problema de maximizacion, llame al mébodo de

gt minimao ol métode de ganancia mdxima o método

it imgreso misimo. )

7.3 Método de simplex de transporte

En esta seccwn, se muestrn comao se simplifica el alpontmo simplex cuando se resuelve un
problema de transporte.

Recuerde que cusndo ¢ rengldn pivote se utiliza parn eliminar la variable bisica de en-
trada de las otras restricciones v €l renglan 0, se requirieron por o general muchas aplica-
ciones. Sin embargo, para resobver un problema de fransporte, los pivores requicren sofo
SIS W Pesias,

Como pivotear en un problema de transporte
Ab usar ¢l procedimiento siguients, los pivoteos para un problema de transporte podrian
Hevarse a cabo dentro de los confines del tableau de ransporte:

Pasa 1 Dwetermuine (por un criterio gue se desarmllarg én bréve) la vanable que debe en-
trar a la base,

Pasa 2 Encuentre ¢l bucle (s¢ pusde demostrar que salo bay un bucle ) en ¢l gue intervie-
nen la varable emtranie ¥ algunas de las variables basicas,

Pasn 3 Contando sdfo las celdas en el bucle, margue las halledas en el paso 2 que som
un nwmers par (0, 2, 4, encétera) de celdas aparte de la variable entrante come celdas po-

a2 caritoeg ¥ Froftenas de tramsporiz, Jsigracin § rasbork



TABLA 33
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rees. También mangque las que son un numers impar de celdas aparte de la variable eniran-
te como celdas impares,

Pazo 4 Encuentre la celda impar cuva variable mide el valor mds pequefo, Llame 8 a es-
te valor. La varable que corresponde a esta celda impar dejord la base, Para levar a cabo
el pivotee, disminuya el valor de cada celda impar por 8 e incremente el valor de cada cel-
da par por 8. Los valores de los variables que no estdn en el bucle permanecen sin cambio.
El prvodeo esté completo. 5i 8 = 0, entonces |a variable enfranic scra igual a cero, ¥ una
varable que tiene un valor actual de cero dejard [a base, En este caso, una sTh degenerada
existit antes v resultard después del pivoteo, 51 mas de una celda impar en el bucle es igual
o f, 52 podria elegir de manera arbitraria que deje la base una de estas celdas impares; de
mucve, resultard una sfh degenerada,

El procedimients de pivotes s ilustra con el gjemplo de Powerco. Cuando se aplica el méto-
do de la esquina noroeste al epemplo de Powerco, s2 encuentra 1o 5fb de ka tabla 33, Para esta sib,
kas vanables bagicas son x; = 35, %3 = 0L 133 = M, X33 = M), 1y = 10y 35 = M0

Suponga que s¢ desea encontrar la sfb que resultaria si xpy 5¢ introdujera en la base, El
bucle en el que interviene x4 ¥ algunas de las variables bisicas es

E 8] E 0 E 0
(a3, 43, 32, 32, T 1)

En este bucle, (1, 4} (3, 3) ¥ (2, 1) son las celdas pares v (1, 1), {3, 4) ¥ {2, 3) son las cel-
das impares, La celda impar con el valor mas pequefio es xp = 200 Asi, después del pivotes,
%73 bendrh que dejar la base. Ahora s¢ agrega 20 a cada una de los siete celdas v se resta 20
de cada una de las ccldas impares. Se obticne [a 5fb de la tabla 24. Debido a que cada ren-
glim v columna tiene tanios +20 como —20, la nueva solucion satsfan cada restriccion de
suministro ¥ demandas. 51 se elipe que la vanable impar més poguefia (x34) deje la base, sc
asegura que las variables sean no negativas, Por consiguiente, 1a nueva solucidin es factible,
Mo hay bucle en el que mbervengan las celdas (1, 13, (1, &5 02, 10, (2, 23, (3, 33 v (3, 4), asi
que la nuweva soluciin es una sfb, Después del pivoteo, la nueva sib es xy; = 15, x4 = 20,
I = ML Xy = 20, 133 = 30 ¥ x5y = 10, ¥ las otras vaniables son igual a cero.

a5 i5
LLH] ) 20 Sih
i0 30 &0

45 b 0 oL
35 - 20 0+ 20 35
w+20 | 20 0 - 20 50

(s bdsacal

16§ 4 210 30 = 4l

45 2 30 a0
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Con la ilnstracion anterior del procedimienio de pivoteo queda claro gue cada prvote en
un problema de iransporte tene gque ver s0do cof sumas v restas, Usando este hecho, se de-
muestra que 5§ todos lo suministros y demandas para wn problema de rarsporte son ente-
Frey, entonoes el problema de mrarsporie tendrd wna solwcion dptima en g gue las wriae-
hles som enteros, Comience por observar que, mediante ol método de la esquina noroesie,
¢ encuenira uia sfh on Ia que cada variable ¢s un entero, Cada pivole ticne que ver solo
il SAkmAs v restas, asl que cada sfb obtenida al Hevar a cabo el algoriimo sumplex (melu-
sivee | solucion dptima) se asignacd a todas las variables valores ettenos, Resulta otil ¢ he-
cho de gque un problema de trangporte con valores enteros de sumimistros v demandas fen-
ga uia solucton dptima de nmeros enfens, porque Ss5to ISEgUra que &5 INnecesans preo-
cuparse acerca de gi s justifica ka suposiciin de divisitilidad,

Valoracidn de variables no bésicas (con base en el capitulo 6)

Para completar ¢l analisis del simplex de transporte, se muestra ahora eomioe calcoular el ren-
glim O para coalquier sfb, De la seccidn 6.2, s¢ sabe que pars una afb en ba que ¢l conjun-
i de variables hasicas ez VB, ol cocficiente de la vanable o (Iamels 250 en el renglon 0
del tableau estd dado por

= 1
‘-l.r - ttl".-'ﬂ '“!_l oy

donde oy es ¢l coeficiente de la funcitn objetive para x; v &y o3 la columna para oy en ¢l
PL onginal {s¢ supone que s elimind la primera restriccion de suministn).

Drehidio & gue sc csta resclviendo un problema de minimizacion, la sfb actual serd opdi-
i gl las &y som no positivis; de otro modo, se introduce en [a hase la varable con el va-
lor positive de & mas grande.

Despusés de determinar eyl ', s puede caleular ficilmente 7. Debido a que se eli-
rmind ki primera restriceiin, eayB " 1endrd m + n = | elementos, Se escribe

1
":"'"'H - [I-I'] By "'" Hy Vi Vi ree 'l'.r]

donde us, wy, . . . . g 500 los elementos de ey 8 que corresponden a las m — | restric-
ciones d¢ Suministro, y v, v, . . ., ¥, 500 los clementos de g8 " que cormesponden a las
n restriceiones de demanda.

Para determinar eg.8 ', se utiliza el hecho de que en cualguier tablean, cada variable
bdsica ©; debe tener £, = 0. Asi, para cada una de Jas s 4 7 = | varables en VB,

I'B\_I.E II,:.. - l.',:ll =1l ["]
Para un problema de transporte, ¢ muy facil resolver las ecusctones en (4). A fin de ilus-

trar Ja solucidn de (4), se determina egyB ™" para (5), mediante 1a aplicacion de la sfb del
mtodn de la esquina noroeste al problema de Powerco.

L8] |6 ] Lo | 3
35 1%
KN L1z 13 ] L7 -
|} i M Hi o
I 0  an
45 0 L] Hi
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Para esta sth, VB = {x, ¥31, X3, X33s Ta3. L34} Aplicando (4) se obtiene

il
i

11
Sip =fnz iy W w v W |- 8=y —8=40

ﬂ-'zl = EII':- My ¥ Vo Wy |Ij_J 0 — g = My T ¥ — 9=}

i

et

Err=lr wy v vy v Wy 12 = g + ¥y 12 =0

Fag =y @y W Wy ¥y Wil 13 ™ gy =13 =0

Byg = |_|.l:. Wy ¥ oy 1'+| = =ty 4+ vy = lG=0

!"_:.q = [Jl'_' My ¥ L B L 'I'_|] — 5= (e §] S e 5=10

Para cada vanable bdsica x; (excepto las que tienen i = 1), s& ve que (4) 5 reduce a u; + v,
= £y, 3 s¢define wy =0, s5e ve que (4) sc reduce a w; + v, = ¢y para todas kas vanables ba-
sici. Por consiguiente, para determinar el valor de egu ', 52 debe resolver el siguiente
sistema de m + n ecuaciones: wy = 0,w, + v, = oy, para todas las vanables bisicas,
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Para {5), €gv8 ' se determina al resolver

=0 18
up + v = 8 if
wyt vy =9 (1]
y b oy e 12 |
Wyt va=13 (1
vy =16 (]
v =35 (12

D (T, vy = 8. D (8], 1y = 1. Entonces (9) prodoce v = 11 v (10) prodoce v = 12, De
{11}, sz = 4. Por Gltima, (12} da come resaliado vy = 1. Para cada vanable no basica, se
caleols & = w; + v, = ¢y Se obtiene

Ba=0+11—6=5 Fa=0+12—10=2
fa=0%1-9=-8 Eaq=1+1=-7=-5
F_glad-‘R |4"1 F:Izdil] 1;—fp

Debido a que &5 08 la &, positiva mas grande, a confinuacion s¢ introduciria en la base 14,
Cada unidad de 5y que = introduce en la base disminuyve en 56 ¢ cosio de Powerco,

Como determinar la variable entrante no bésica
(con base en el capitulo 5)

Para los keciores que no han cublerto el capitule 6, se analizs ahora chmo determinar i una
ity es dpvima v, & en caso coniranio, clmoe detenminar cudl variable o bdsgica debe enirar a
fa base Sea —w(i=1,2,.. ., m) ¢l precio sombra de la i-ésima restriccion de summimistro,
vaca —w (/= 1,2, ..., 1) ¢l precio sombra di la f-Gsima restriccion de demanda, Se supo-
ni que s el la primera restriccion de sumimisine, asi que se podria establecer —a = (kL
Die la definicion de precio sombra, si se toviera que merementar en 1 el lcdo derecha de la
i-&sima restriccion de surmimstro v e f~esima restriccion de demandn, el valor de z dpiimo
digmoimuiria cn —w; — v De manera equivalente, 8i &z fuviera que disminir en | el lado de-
rechio die la i-esima restriceron de suministro v |a f~ésima restriceion de demanda, el valor op-
timso de 2 disminwiria en —u; — v, Abora suponga que x,; o5 una vaniable no bigica. ; Se debe
inerodacie x; en |y base? Observe que si x, se incrernenta en 1, los costos se incrementan di-
rectamente por ¢ También, merementar en | ¢l valor de x, significa que se enviard una wni-
dad menes del punto de suministro § Y una umidad menes al punto de demanda f Esto
equivale a reducir en 1 2l lado derecho de la {-¢sima restriceion de suministro v de I ~ésima
restriccion de demanda. Esio incrementa el vabor de z en —n; = v, Asi, al incrementar ¢n 1
el valor de oy se incremsenta = por un ofal de oy = & = v, Enfonees, sicy — w — v = 0(0
u; + vy — oy = U} para todas las variables no basicas, la sfb serd Optima. Sin embargo, si una
varialde no bdsica x tiene cp — wy — v <= 0 {0 bieny w, = v, — oy = 0, enfonces el valor de
z se puede disminuir por i, + ¥ — oy por unidad de o al introdadir v, en b base, Por consi-
guienic, s podria concluir que s 5, + v — op = 0 para todas |les vanables no basicas, enton-
ces la sfb acneal e dptima. De otro modo, la vanable no hdsica con el valor positive mis
grande de u, = v, = ¢, debe entrar a la base. (Como se determinan bos valores par i, ¥ 7
El cocficiente de una variable no basica x; en ¢l renglin § de coalguier tableau es a cantidad
par la que un incremento unitario en x, disminuin a 2, de modo que se puede conclair que
¢l cozficiente de cuabguier vanahle no basica (v, resulta qoe, cualguier varable basica) en el
rengldm 0 e + v, = o Asi, s podrfan determinar las &, v v, resolviendo el siguiente siste-
ma de ecuactones: &y = By wy+ v == U para todas las vanables bascas,

Frara jlustvar la explicacidn anterior, considers la sfb para ¢l problema de Powerco mos-
irada en (5}
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Los valores de u; v v, s determinan al resolver las ecuaciones siguicnics

w =0 )
by o= § m
u+ v =9 (8]
uy + vy =12 (5
=13 (1)
iy + vy = 16 ()
vy =35 (-]
De (Th, v = B, De (B} wz = |, Entonces (%) produce va = 11, ¥ (10) da come resultado

vy = L2 De (i1}, w = 4 Por altemn, (12) da vy = 1. Para cada variable no beisica, ahora
se cilouln £, = w + v = o) Se obtiene
Cp=ml+|] =—6=3 gm0+ |2=[0=3
flg=0+1—-9=-§ Ea=]l+1—-T==5

Gy =4+8-14==2 Fu=4+11-9=6

Diebido a que £y ex el valor de &, positive mis grande, a continuackon se introducinia x.; en
la base, cada umadad de x5; que se infroduce en la base dismanuic ¢ costo de Powerco en 56

Ahora va se puede resumir el procedimiento para usar el método simplex a fin de resol-
wver un problema de transporte (man ),

Resumen e lustracion de método
de simplex de transporte

Pasa 1 51 ¢l problema estd desequilibrado, proceda a equilibrario,
Pase 2 Lltilice uno de los métodos descritos en la seccidon 7.2 pamn hallar una sfb.

Paxa 3 LUnlice ¢l hecho de gue iy, = Oy w; + v, = ¢y para todas las vanables hisicas a
fin de determinar [rﬂ, s B ¥ W o, 1'__] pilral la &b actual,
Pamo 4 5iun + v, — o, = 0 para las vanables no bisicas, entonces la sfb actual es dptima,
5i éste no es el caso, entonces s mtroduce en la base la vanable con el valor positivo més
grande de u; + v, ~ ¢, por medio del procedimiento de pivoteo, Con esto se obtiene una
nueva sity

Pasa § Con la nueva shf vuelva a los p.jm] y 4

Para un problema de maximizacidn, proceda como se expresa, pero sustituya el paso 4 por
el paso 4',

Pasa &' 5iw, + v, — ¢y = 0 para las variables no bdsicas, la sfb actual es dptima, De otro
maodo, introduzca en la base la variable con ¢l valor negativo mas grande de w, + v, — ¢
por medio de procedmmiento de pivotes descrito antes,
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TABLA 35
fucle = o p@ inlEEEE
l2 wariable enranle ay

TaBLA 36
Xy 0 52 iesuD B L b
¥ dy; EATA 3 corfingaciin

El procedimiento para resolver un problema de transporie se ilustra con b solucidn del
problema de Powerco, Se empieza con la sfb (3). Ya se determind que xy; debe entrar a la
base. Como se observa on la tabla 35, el bucle en el que interviene y; ¥ algunas de las va-
riables bastcas es (3, 2403, 342, 302, 2} Las celdas mupares del bucle son (3, 3) v (2, 2
Diehido a que £13 = 10V g3 = 20, ¢l pivote disoinwitd e valor de x5y ¥ x5 en 10 e mcre-
menta ¢ valor de yas ¥ £as en 10, La sfb resultante se muestra en la wabla 36 Las w, v las
v, para la nueva sfh se obuvieron al resolver

wp = 0 tiy 4wy = 13
iy + vy =12 My * V=9
by + vy =5 Myt v =9
My v =8
Al calewlar & = oy + v — ¢y para cada vanable no hasica, se encuentra que &3 = 5,
fag = 1 ¥ §pp = 2 s0n los Gnicos valores positivos de las &, Por consiguients, 3 conti-

nuacion s¢ ntroedece on la base la siguiente vy El bucle en el que imterviens @, v algu-
nas de las variables bisicas es (1, 202, 2302, 13-{1, 1). Las celdas impares son (2, 2} ¥
(1, i}, Debido a que g = 10 ¢s la entrada més pequedia co una colda impar, disminuimeos
X33 ¥ Xy en 10 ¢ mcrementamos x5 ¥ 57p en 10, La sfb resultante s¢ muestra en la tabla
37, Parys esta sfb, las 4, y las v; s determinaron resolviendo las ecuaciones siguientes

I:l|=|.-|' H|"'I.'J=ﬁ
uy +wy =9 Hy + vy =19
wy + vy =58 iyt vy =35

wy vy =13

Al calcular £ para cada vaniable no bisica, se encuentra que la Gnica £; positiva es
Fya ™ 2. ASL %y entra a la base, El bucle en el que imerviens x,: v algunas de las varia-
bles basicas s (1, 3302, 302, 101, 11 Debado a que x;, = 25 es la entruda mas pequetia

3 K B T R
P - =
I -
G [ =] [
1 | 20 20 | a0
T 9 16 5
—l_ I L |_ '} '_I A0
4% 20 30 30
g = 8 i 7 T
U 5 S 1Y Ry
=t | ' 13
3] I ) e N
1 10 10 0 S0y
T N R ST R N
=1 L T A0 a0

45 b K] )
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TABLA 3T K= B E B 2

H;y A 58 infmduje § b base B T i B
{ &, 46lr & confinacién Ls ] 6] |10 | L2 |
g=p | 25 10 .
E |12 HIERER
t | po 30 0
14 | 9 16 5
1 14 Ti] |_' i 40
45 0 W o
TABLA 38 (L] i § 10 H
NS OO G THY | 8 | & | | 10 9|
&l o | T - I wa
[ 9 |12 [13 i
i 45 - 50
| 14 | 9 | 16 [ 5
1 b [1] ap an
| I
45 20 k' W

en una celda impar, se disminuye xg ¥ £y en 25 ¥ se incrementa sy ¥ xa en 25, La sfb
resultante sc muestra en la tabla 38, Para esta sfb, las w; v las v; se obtuvieron al resolver
las ecuaciones siguienies

y = by vy 13
Wy + Wy =4 iy + vy = 1
Wy + ¥y =23 y + vy =14
i+ vs=h

El lector debe comprobar que para esta sfb, todas las ¢ = 0, asi que s¢ obtuvo una solu-
cidn dptima. Por lo tanto, la solucidn optima pars ¢l problema de Powerco e85 x5 = 10,
Kjy = 15. X3 = l‘."-l..'l:lq = ."-l..l.'u = [0 Xug = E[L b

r=6(10) + LOG25) + W(45) + 13(5) + W10y + 5(30) = 51020

PROBLEMAS
Grupo A
Unlice ¢l métosdo simplex de transporte para resalver los

problemas | o 8 en la seccidn 7.1, Comience con las sfb en-
comradag en |3 secckdn T2
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7.4 Mnilisis de sensibilidad para problemas de transporte’

¥a se vio que para un problema de transporte, se simplifican b determinacion de una sfb
y del renglon () para un conjumo especifico de variables hasicas, asi como el procedimien-
to de prvoten. Por constguiente, no debe ser sorpresa gue se puedan simplificar ciertos as-
pectos del andlisiz de sensibilidad analizados en la seccidn 6.3, En esta seccida, se anali-
zamn los tres aspectos siguienies del andhists de sensibilidad para el problema de transportes:

Cambio 1 Cambiar ¢l coeliciente de la funckin objetive de una variable no bisica.
Camblo 2 Cambiar ¢l coeficienie de la funcidn objetivo de una variahle bisica,
Cambio 3 Incrementar un solo suministro por A v una sola demanda por &,

Los tres cambios se ilustran por medio del problema de Powerco. Recuerde de la seocion
7.3 que la scducicn Opiima para ¢l problema de Powerco fue = = 51021, €] tablean optimo
¢4 |a tahla 39,

Cémo cambiar el coeficiente de la funcién
objetivo de una variable no basica

Como en la seccidn 6.3, cambiar el coeficiente de la funcidn objetive de una variable no
bdsica vy no modifica ¢f lado derecho de un tableay dptimo, Por consigubente, adn serd fagc-
tble la base actual. No se estd cambiando ey 8, de modo que s w, y las v, permane-
cen sin cambio. En el renghon 0 solo cambiara o coeficiente de xy;, Asi, siempre que ¢l
coeficiente de xy en el renglén O dptimo sea no positive, L base actual &= dptima,

ara Hustrar el métosdo ¢ conlesta la siguiente pregunta: [para gueé inbervalo de valores
del costo de enviar 1 miklon de kwh de elecincidad de la plama 1 a la cindad 1 1a base ac-
tual &8 Gptima? Suponga que se cambia o,y de 8a 8 + A JPar qué valores de & 1a hase
actual és optima? Akorac,, =u, + v, —o =0+ 6 — (B + &)= —2 — A_Asi la ba-
s¢ actual permancce optima para =2 — A =00 A = =2 y¢&, =8 =2 =6

Como cambiar el coeficiente de la funcién objetivo
de una variable basica

Y que estamos cambiando e8| el coeficiente de cada variable no bisica en el ren-
glon i puede cambiar, y para determinar 51 la base actual permanecera Gptima tencmos
que encontrar los nuevos valores de ;v de v v utilizarkos para calcular ¢l precie de de
towdans I variables no bisicas, La varable scual permanece dptima mientras que el precio
diz todas las vanables no basicas sca no positivo. Para ilustrar ka wdea, determinaremos pa-
ra ¢l problema de Powerco ¢l imtervalos de valores def costo de envio de [ millon de kwh
desde la planta | hasta la cradad 3. La base aciual permanece Gptima én este problema.

Suponigs que s cambia 13 de 10 a 10 + A, Entonces la gouaciin ¢y3 = 0 camibia e
wy + vy = 10 aw + vy = 10+ A, Por lo tanto, para obtener los valores de v de v te-
nemos que resolver las eouaciones sigulenies:

H|_|:' g ® W " ]
H:+I'|=E| u|+1-'_1.=][|'—|1
uy b= b by oy =S

uy Ty =13
"Eats secein cobre iemas que padrian eeninrse sin perdida de continuedad,
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TABLA 39 Ciulad 1 Cimdad ¥ Ciuclad 5 Ciusdad & Eumirislr

- = ] ] i 4

| ] | L] | 1] | o

Plania 1 n=i [{1] 23 15
IE [ 12 | | 13 | 7

Flanta 3 ¥ 4% 5 50
| 14 | W | [} | a2

Paamta 3 1 1 10 30 0

Neimaicis 45 ) M) oy

Al resolver estas ecuaciones, obtenemos wy = 0wy =6 w= 10+ A v =6+ A uy =

3= wm=3yy=1
Ahora se caleula el precio de cada variable no bésica. La base actual permanecera &p-
tima micniras cada varable no bisica tenga un coeficiente no positive en el renglon 0.

Cu=m+y—-8=A-121s50 parad =1
Cpg=uy + vy —9=-7
=+ —12==-3-4=50 para & = =3
P =zt —T7=-2—A=10 para 4 = -2
En =yt = ld=s =5+ 450 para 4 = 3
Epy=py+yy—lb=f=-3=0 para & = 3

Asi, la base actual permanece Gptimapara —2 = A =2 obien8 = 10— 2 =gy = 10 +

2=132.

Incremento tanto del suministro s, como de la demanda
d; por A

Ohserve que este cambio mantiens un problema de transporte squilibrado. Debido a que
las u; v las w; se podrian considerar como el negativo de cada uno de los precios sombra de
restriceion, se sabe de (37°) en el capitulo 6 que = lo base sctual es Gptima,

Nucvo valor de = = valor anterior de = + A + Aw,

Por gjemplo, 5 se incrementa en ung unidad ¢l suministro de |a planta 1 ¥ la demanda de
la cindad 2, entonces (¢l nuevo costa) = 1020 + 1{D) + 1{6) = 5] 026,

Asimismi, s¢ podrian encontrar bos nuevoes valores de las vanables de decisidm como
sigue:
1 5ixycs una vaniable bisica en la solucidn éptima, entonces se incrementa en & el va-

lor de xp.

2 5ixyesuna variable no bdsica en la solucidn dpiima, entonces encuentre el bucle en el que
interviens xy; ¥ algunas de las variables basicas, Encuentre una celda impar en el bucle que es-
td en el renglin i, Incremente en A el valor de esta celda v recorra el bucle, incrementando de
maners alterna v luego disminuyendo las varables bisicas actuales eén el bucle por A.

Para ilustrar la primera sibgacion, suponga que 5 ¥ da se incrementan en 2, Debido a que
xy3 €% umi variable bisica en la solucidn Gptima, la nueva solucion Optima serd la que se
muestra en la tabla 40. El nuevo valor dptimo de z es | 020 + 2w, + 2w, = 51032, Para
ilustrar la segunda sitluacidn, suponga que se incrementa en 1 o 5 como J;. Debido a
que X, 5 una varnable mo basica en la solucion optima actual, se debe determinar el bu-
cle en el que interviene x; ¥ algunas de las variables bisicas. El bucke es (1, 1)-(1, 3)-(2,
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TABLA 40 Ciwdad 1 Cidad 2 Cindad 3 Ciudad 4 Saminatry
Tablesw dplima para Pawerca _ ; ; u .
in=34+1=1y 4=

h=B+2=2 I I 2 I
Plana 1 =8 12 =] 37
(%] 12 ] L] L
PMants 2 1 45 5 S0
I (I L B ) 0
Planta 1 3 10 0 a0
Demanea 45 22 30 30

TABLA 41 Ciusdadd 1 Ciudad 2 Ciudad 3 Cisdad 4 Saminisir
Tabledu dplimn pa Foests _ 8 8 N .
fig=1+1=3%) " :

h=Hvi=a Gl [, [ [
Flanin 1 sl 0 Fi i3 %
N [ P (T (R
Planta & 3 46 4 H
Lol o] D] . 5
Planta 3 3 10 30 40
Terisita i A0 30 30

342, 1). La celda impar en el bucle y renglén 1 es x5, Por consiguiente, la nueva solu-
cidn dptima 22 obtendrd al incrementar en | tanto x; como oo, v disminuir en | axs;. Es-
io da la solucion optima mostrada en la tabla 41. El nuevo valor ophimo de z se encoentra
a partir de (nuevo valor de ) = 1 020 + v, + v, = §1 026 Observe que si 5 ¥ 53 5€ in-
crementaran en &, la base actual no seria factible. (; Por qué?)

PROBLEMAS

Grupo A

Lis problemas sigusentes se refieren al gjemplo de Pewerco,

1 Determme el imervalo de vabores de ¢y para el que la
base actual es Gptima

2  Determine el inlervabo de vaboress de 3, para el que la
base actual s Gptima.

3 S 5.y oy se mcrementan en 3] o] es la pueva solu-
cidm dptima?
4 50 xy y oy se merementan en 2. Jcsdl e la pueva solu-
cidn dptima’
5 Dos plantas abastecen a tres clientes con suministros
médicos, Los costos unitarios de envio de las plantas a los

clientes, junio con los suministros v demandas, se dan en |a
labla &1,

a El objetive de la compailia es minimizar ¢l costo de
satisfacer las demardas de los clientes. Encuentre la sfb
dptima para este problema de tmnspore,

b Suponga que la demanda del cliente 2 se incremsense
en una unidad, [ En cudnto se incrementarian los costos?

TABLA 42

£
113 Chenie 1 Miente Chetle 3 Soministro
Plants 1 553 £63 £R0 is
Planta 2 30 b1 55 i
Oemarda n 1] 10
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7.5 Problemas de asignacidn

Aungue al parecer el simplex de transporte ¢s muy eficiente, hay cierta clase de problemas
de ransporie, llamados problemas de asignacion, para los que el simplex de transporie
suele ser mary ineficiente. En esta seccion, s¢ definen los problemas de asignacion v se ana-
liza un mdtodo eficie que se puede utilizar para resolverlos.

Problema de asignacion de maguina

Machineco tiene cuatro méguinas ¥ cuatro tareas por completar, Cada magquing se debe
asignar para completar una tarea. El tiempo requerido para preparar cada méquina para
completar cada farea s¢ muestra on la tabla 43, Machineco desea reducir ¢l tiempo de pre-
paracion iofal necesano para completar las cuatro tareas. Resuelva este problema median-
ie programacidn lineal.

Soluclin  Machineco debe determinar qué miquina debe azsignarse a cada tarea. Se define (para
=121 4)
xy = | =1 la maguina { se asigna para satisfacer las demandas de |a tarea |
xy = 0 5i la miquina { no se asigna para satisfacer las demandas de la tarea §
Entonces el problema de Machineco podria formularse como
min & = ]4.:[” + 5I|: + E.l'”. + T]'u - 1'.':] T L.-"J'zz + ME_‘I T S.l.'lq
t Tayg + Bras + Joay + Fong + Logy + dags + G + 1l

5.8 Ty tap Ayt rg =1 {Restricciones de magquina)

Xz E E iz T Xy + Ny

z 1 1

Xy Tl o Fog=1 (@
gy T Xya T Xy3 T Egq = |
X+ Xy + 31y txg =1 i Restricciones de trabajo)
Xzt Xy + Eyg F 24a = |

Tyt xp+Hxg =1

L TPRE o SO i TR PP |

x; =10 0 ;=1

[

Las pnmeras cuatro restnicciones en {13) aseguran que cada miquing s¢ asignd a una ia-
red, ¥ las dltimas cuatro pssguran que se completd cada tarea. 51 x; = |, entonces ka fun-
cion objetivo tomard ¢l tiempo requerido para preparar la maquing { para la tarea f; s x; =
0, entonces In funcidn objetivo no tomard el tempo requendo.

lgnorando por ¢l momenio tas restricciones x; = O ox; = |, se ve gue Machineco en-
frenta un problema de transporte equilibrado en el que cada punto de suministro tene un
suministro de 1 ¥ cada punto de demanda tiene una demanda de 1. En general, un prohile-

TABLA 43
Tiempas de reparciin e Machinecy
Timmoe |Hirai)

Miuira Tarem 1 Tana ¥ Tarem 3 Tarea 4
1 T 14 5 R 7
2 2 12 ] 5
L T B 3 9
4 2 4 fi ]
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TABLA 44
Sakuciie laclible bigica
pare Machinero

TABLA @5

Xy 5 imiroduja 3 I3 base

ma de asignacién es un problema de transporte equilibrado en el que suministros y de-
mandas son iguales a 1. Asi, un problema de asignacion se caracteriza porque sc conoce ¢l
costo de asignar cada punto de suministro a cada punio de demanda, La matriz de costos
del problema de asignacion es su matriz de costos.

Los suminisinos v demandas para e problema de Machineco (v para cualquier problema
de asignacion} son enteros, asi que ¢l andlisis de la scocidn 7.3 significa que las variables
en la solucidn dptima de Machineco deben ser niimeros enteros. Debido a que ¢l lado de-
recho de cada restriccidn es igual a 1, cada x; debe ser un entero no negativo que no €5 ma-
yor que 1, entonces cada x;; debe ser igual a 0o |, Esto significa que se pueden ignorar las
restricciones de que x, = 00 1 ¥ resolver (13) como un problema de transporte equilibra-
do. Por el método de costo minimo, se obtiene 1a sib de la dabls 44, La =fb actwal es alia-
mente degenerada. En cualquier sfh para un problema de asignacion de m < m, siempre ha-
brd m variables bdsicas que son iguales a | v m ~ 1 variables bdsicas que son iguales a 0,)

Se encucnira que £33 = 1 es ¢l Gnico valor positivo de & ;. Por consiguiente, s introdu-
ce i la base x4y El bucle en el que interviene xq ¥ algunas de las variables bisicas es (4,
I, 31, 244, 2). Las vanables impares del bucle son xy3 ¥ x40, Debido a que x; =
xgy = 0, ¥a 5€a X3 0 xgy dejard 1a base, Se elige de manera arbitraria que xyy deje la base.

Tarn 1 Tama @ Tens J Toraa 4
§= 3 4 L] )
] ] O] ™
Miguisa 1 =0 . 1 1] 0 i
T o & [
Miqeisa 2 -2 | [
T ) & =
Mebquing 1 -1 I 1
Magping 4 -1 | L2 0 ER L& ] L2 |
| 1 1 ]
4] 5 2] L7
Maguing 1 Py | 1 0 i
] [z [
Miguing - | 1
L el = L9
My 1 - 1 1
2] [+]. [e [ o]
Miguiza 4 -1 ! o o |
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Después de efectuar el pivoten, se obtiene la sfb de la tabla 45, Las ¢, son ahora no posi-
tivas, asi que s¢ obiuvo una asignacedn oplima: X3 = 1,2y = 1L x33 = 1 vy = 1. Por
lo tanto, la maquina | se asigna a la farea 2, la maguina 2 se asigna a la tarca 4, la magqui-
na 3 s asigna a la tarea 4 v la mbgquina 4 s¢ asigna a la tarea 1. Se requiere un tiempo to-
tal de preparacin de 5 + 5 + 3 + 2 = |5

El método hingaro

Considerando de nuevo la sfb inicial, se ve que cra una solucion optima. Sin embargo, no
&2 sabia que era una solucidn dptima hasta que s¢ llevd a cabo una iteracidn del méiodo
simplex de transporie. Esto hace pensar que el alto grado de degeneracion en un problema
de asignacion podria causar que el simplex de ransporte sea una manera cficaz de resol-
wer problemas de asignackon. Por esta razon (y ¢l hecho de que el algontmo es aun més
simple que &l simplex de iransporie), el método hingaro 2 utiliza por ko general para re-
solver problemas de asignacion {min

Paso1 Encuentre el elemenio minimo en cada renglon de la matnz de costos m = m Cons-
truya una nueva mainz restando de cada costo el costo minimo en su renglon. Para esta noee-
va malriz, determineg el costo minimo en cada columna, Construva una nueva mairiz (Tlama-
da la maimz de costos reducida) restando de cada costo el costo minimoe en su columna.

Paso 2 Trace ¢l nimero minimo de lineas (horzontales, verticales o ambas) que son ne-
cesarias para cubrir todos Ios ceros en la matriz de costos reducida. 5i se requicren m i-
neis, entonces esti disponible una soluckin optima entre los ceros cubiertos en 1a matniz,
51 son necesarias menos de m lincas, entonces proceda al paso 3,

Pasa 3 Determine el elemento no cero mis pequetio (llamelo &) en n matriz de costos re-
ducida que no cubren las lineas trazadas en ¢l paso 2. Ahora resie & de cada elemenio no
cubierto de la matne de costos reducida v agreguwe & a cada elemento cublerto por dos -
neas. Voelva al paso 2.

OBSERVACIOMES 1 Pam resolver un problema de asignacion en el que el objetivo es maximizar o funcisn abjetin,
multeplique la matriz de utilidndes por <1 v resuelva el problema como uno de minimizacion.
2 51 &l numero de repglones o columnas en o mainz de costos o oes igual, entonces @l problema
de asignacidn estd desequilibrado. El método himgaro podria producir una selucion incormecta si no
exid equilibrado el problema. A, cualgquier problemn de psignacson debe estar equilibrado (por 1o
suma de uno o mas puntos ficticios) anes de resolverlo por el método ingaro,
3 En un problema gramde, es posible que se dificulle hallar el nimere minimoe de Hneas necesano
para cubrir bos ceros en la matriz de costos achual. Pam una discusion de cdmo hallar el ndmero mi-
nime de Hneas necesano, véase Gillen [ 1976). Se puede demosirar que si se requiernen | Hoeas, en-
tonces sidlo s¢ puede asignor ) “taress” 2 los costos cero en la matriz actual. Esto explics por que
termina ¢l algoritsse cusndo se necesitan o Hneas,

Solucion del sjemplo de Machineco por & método hangaro
Se ilustra el método hangaro resolviendo el problema de Machineco (vease |a tabla 446).

Pasa 1 Para coda renglon, se resta el minimo del rengldn de cads elemento del renglin, ob-
tenicndo 1o tabla 47, Ahora se resta 2 de cada costo de la columna 4, obteniendo la tabla 48;

Paso 2 Como se muestra, las lineas por los renglones 1, 3 v la columna 1 cubren los ce-
ros de la matriz de costos reducida, Por la observacion 3, se dedwee qoe s6lo se pueden
asignar tres tareas o los costos cero de la matriz de costos actual, Se requieren menos de
cuatro lineas para cubrir todos bos ceros, asi que se procede al paso 3,
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TABLA 48 Mizimy de renghin
Mairiz de cashes pan 14 5 B 7 5
Machirez
2 12 fi ¥ ]
T i 3 Q 3
2 4 6 1] 2
TaABLA 47
Mkt o coshes despuls de 9 0 3 2
msler los misines de renglin
0 L] 4 3
4 5 1] G
] ] 4 A
Migimi e calamng i [} 2
TaBLA 48
Marir fe cochs despuds de —L t % f—
restar s minimiz 0 columaa
[ ] L] 4 |
= -+ -+
4 z 4 f

Pato 3  El elemento mis pequefio no cubierto es igual a |, asi que ahora se resta | de ca-
da elemenio no cubierto en la matnz de costos reducida v se agrega | a cada elemento cu-
bierio dos veces. La matriz resultante s la tabla 49 Ahora son necesanas cuatro lineas pa-
ra cubrir fodos los ceros, Por consiguiente, se tiene una solucidn dptima, Para hallar una
asignacidn dptima, observe que €l dnico cero cubierto en la columna 3 es ry,, asi que se
debe tener xy = 1, También, el dnico cero cubierto disponible en la columna 2 es x5, de
modo que se establece xy; = 1 y se observa que ni ¢l rengldn 1 ni la columna 2 se pueden
utilizar de nuevo. Alora el dnico cero cubierio disponible en la columna 4 s x4 Enton-
ces, se elige ray = 1 igue ya no se utihiza mas en el renghon 2 v la columna 4). Por altime,
ge elige x4 = 1,
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Por consiguiente, sc ha encontrado la asignacion optimax: = 1, ¥y = L aa =1y
tgi ™ 1. Por supuesio, esto concuerda con el resuliado obtenido medianie ¢ simplex de
transporte.

Justificacién intuitiva del método hingaro

A fin de dar una explicacion intuitiva de por qué funciona el método himgaro, necesitamos
analizar ¢l siguiente resultado; 57 se agrega wma constante a cada costo en un renglon (o
coduming) de un proflema de mansporte equilibrade, entonces permanece sin cambilo la so-
et dptima ol proflema. Para mostrar por qué es cierto el resultado, suponga que s¢
agrega k o coda costo en el promer renglon del problema de Machineco. Entonces

Mueva funcidn objetive = funcidn objetive anterior + kxy, + 1 + x50 + 54

Debido a que cualquier solucion factible para el problema de Machineco debe tener oy, +
Xya * Xja + Xia= 1.

Nueva funcidn objetivo = funcion objetivo antenior + &

Asl, la solucidn Gpima para el problema de Machineco permanece sin cambio si se suma
una constante & a cada costo en el primer renglom. A cualquier otro renglén o columna se
aplica un argumento similar,

El paso | del método hingare consiste {para cada rengldén v columna) en restar una
constante de cada elemento en el renghin o columna. Por consiguiente, el paso | crea
una nueva matnz de costos que tiene la misma solucion dptima que ¢l problema original.
El paso 3 del método hingano es equivalente {véase el problema 7 al final de esta seccion)
a sumar £ a cada costo que se encuentra en un renglon cublerto y restar & de cada costo
que e=td en una columna no cubierta (o viceversa). Asi, ¢l paso 3 crea una nueva mainz de
costos con la misma soluciin dptima que el problema de asignacion imicial. Cada vez que
e lleva a cabo el paso 3, por lo menos se crea un nuevo cero en la matriz de cosios.

Los pasos | v 3 también aseguran que los costos son no negativos. Asi, ¢l efecto neto
de los pasos | y 3 del método hungaro es crear una secuencia de problemas de asignacion
[con costos no negativos), todos con la misma solucion optima gue ¢l problema de asigna-
cidn onginal. Ahora considere un problema de asignacidn en el que los costos son no ne-
gativos. Cualquier asignacion factible en la que las x; que son iguales a 1 tienen costos
cero, debe ser :'sg'.-iima para 1l |'n:|'4'||"||¢|r'|u de amgnﬂ.s,:ll,:ln Paor 1,:n;,lnu'l;:s.'ii;|,|.i|:r|l;-|.'I cuando el JRHES 2
indica que son necesarias m lincas para cubrir los ceros en la matriz de costos, sc ha en-
contrado una solucidn dptima para el problema oniginal,

Solucién por computadora de problemas de asignacion

Para resolver problemas de asignacidn en LINDO, teclee la funcidn objetivo v las restric-
ciones, También, muchos programas por mends requicren que ef usuario introduzca s6lo
una lista de puntos de suministro vy demanda (como por gjemplo tareas v maguinas, res-
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pectivamente) ¥ una mairiz de costos. LINGO se poede utilizar también para resolver fa-
cilmente problemas de asignacidn, entre otros el modelo siguiente para resolver el gjem-
plo de Machineco (archivo Assign.Ing).

MODEL ;
1] BETE
I]HACHINES L. .47
[ eh: RPN ]
4] LINES (MN"HTHES , TOES8) « ODET . ABSTON§
%] ENDSETS
G HIN= BN (L IERE 1 DOET " ASEIGH | 2
T]FOE |MAMCHINES (L) :
B i | JOBE || AESTEM (L, J) jad);
T FFOR [JOBE{J 1
10 SeSiime e CHINES (1) ASSICGHI|I, Ji1=1];
11 ] ONTS :

1I1C0ET = 14.5,8.7.
13]12,.1Z.6.5,
L4178, 3,9,
LS| 2,406,001
16 ENDDATA
N

La linea 2 define los cuatro puntos de suministro (mégquinas) y 1a linea 3 define los cuatro
puntos de demanda (fareas). En la linea 4, se define cada combimacion posible de fareas v
imdgquinas | 16 en total) ¥ con cada combinacion se asocia un costo de asignacion [por ejem-
plo COST(1, 2) = 5] v una variable ASSIGMN(LJ). ASSIGN(LJ) es igual a | si la maguina
i %2 utiliza para llevar a cabo b tarea f; de lo contraro, esto s igual a cero, La linea 5 ver-
mina la definicion de conjuntos.

La limea 6 expresa la funcidn objetivo al sumar en las combinaciones posibles (ILF) el pro-
ducto del costo de asignacion y ASSIGN(LY). Las lineas 7 y 8 limitan cada MACHINE a
efectuar a bo sumo una tarea obligando & que (para cada maquina) la suma de ASIGNILY)
en laz JOBS sea a lo sumo |, Las lineas 9 a 10 requieren que cada JOB = complete al for-
zar a que {para cada tarea) la suma de ASSIGMN(LT) en las MACHINES sea por lo menos 1.

Las lineas 12 a 16 introducen la matriz de costos.

Observe que este programa de LINGO se puede utilizar (con simple edicidn) para re-
sodver cualquier problema de asignacidn (jincluso 5 no esti equilibrado! ). Por ejemplo, si
estan disponibles 10 miquinas para llevar a cabo B tareas, se tendria que editar la linea 3
para indicar que hay § tareas. Por (ltimo, en la linea 12, se escribirian las 80 entradas de
la matriz de costos, después de “COST=""y s¢ estaria listo para comenzar la actividad.

1 Dol andlisis del gjemplo de Machinesos, e innecesanc forzar a que ASSIGNILT) sea igaal a 0
o 1; jesto sucederd de manera aulomitical

PROBLEMAS

Grupo A

1 Se cuenta con cpcs empleados par lbevar a cabo cua- TaBLa 50

tro tareas. El bempo que toma a cada persona reahzar caxla

tares se da en la tabla 30 Determine la asignacion de em- Towys (b
pleadios a las trens que reduce el Bempo otz requersda pa- Peizies Tares 1 Tarea 1 Treal T d

ra efectusr lns custro inness,

i n E] 30 18
2" Doc Councillman redne a un'equipe de relevos para 2 1% — 27 32
redevo de 400 metros, Cada nadador debe nadar 100 metros 3 %% 0 18 o)
de brazaida de pecho, dorso, mariposa o estilo libre. Doc cree
que cada nadador obtendri los tiempos dados en la tabla 51, 16 2 - .
Para reduwcir ¢l tiempo del equipe para la competencia, Jqué 5 1 — 3 L
nadslor debe nadar cada eatilo?

Motz los guioses mdican que la persona no poede hecer esa

. tarta particular.
Esie problema so basa en Machol {1970
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3 Tom Cruise, Freddy Pringe Jr., Harmison Ford v Mati Le-
Blane son abandonedos en una isla desierts con Jennifer
Aniston, Courteney Cox, Gwyneth Paltrow v Julia Roberts.
Las “medidas de compatibilidad™ de la tabla 52 indican
cudnia felbcidad podrias experimentar coda parejn =i pasan o
iy €] tiempo juntos. La felicidad que obticns una paregs es
proparcional a ka frccion de tempo que pasan juntos, Por
gjemplo. 5i Freddie ¥y Gwyneth pasan ln mitad de su tiempo
junios, obtienen una felicidad de 3(9) = 4.5.
i Sea Xy Ia fraccion del tempo que el f=tsamo hombre
pasa com ks /~tsima mujer. El objetivo de las ocho perso-
nas &5 maxemizsr la fellcadsd potal de las personas en la
isln. Formule un PL cuya solucuin gptima producin los
valores dpiimos de las @,
b Explique por qué la solucion optima del inciso (a)
tendrd cuatre £y = |y doce x; = 0. La solucidn dptima
requiere gue cada persona pase indo @ bempo con uma
persona del sexo opuesto, asi que este resultado a mem-
io se comoce coma feorema del matnimamo,
e Determine ln pareja de matrimonio de cada persona,
d ;Crec usted que |a suposicidn de propoercicnalidad en
Ia progrumacidn lineal es vilida en esta siuneide?

4 Una compaitia recibe ofertas para cusstro trabajos de cons-
trocciin, Tres personas realizaron ofenas &n nelacsin con kos
trabajos. Sus ofentas {en miles de dolares) se dan en la tbla
53 qun * indica que b persons no realizd una ofierta para wn
determinado frabajo). La persona | puede hacer silo un tra-
bajo, pero las personas 2y 3 pueden lbevar a cabo dos tareas.

TaBLA B1
Tierrge |smguvcos|

Madadar Libww Fchin Maipias  Dansn
Giary Hall 54 54 51 53
Mark Spitz 51 57 52 52
Jim Monigomery 50 53 b | 56
Chet Jastremski 54 54 55 53
TABLA 52

i = | e
m 7 5 L] 2z
e T B &l i
HF 3 | T 9
ML 5 - i 7
TaBLA 53

Traksga

Periona 1 1 1 i
I &0 44 42 4
4 51 4H 44 .
3 i 47 45 43

Determine la nsignaciin de costo minimo de persona a tra-
hajos,

5 Cireydog Bus Company opera astohboses entne Boston y
Washington, DT, Un viaje entre estas dos clodades oma &
homs, La ley fedemnl requicre que un conductor descanse cua-
tro boras o meds entre viapes. Un dia de trabsjo de un condue-
lor consistie en dos vejes: uno de Boston n."l‘r":.ul'rinih:rn ¥ ana
di Washingion & Boston. En la fabla 34 se dan los tempos de
partida para bos sutobuses. El obpetive de Grevdog es mimdimni-
rar &l tiempo de macthvidad parm los conduciones. [ Como de-
b asignar Greydog bss tnipelacionss pam los viajes? Noda: s
permite que el “dia™ de un condwctor se superponga con La
medinroche. Por ejemple, un conductor con hase en Washing-
ton puede ser asipnado al viage de las 3 pom, de Washingbon
a Boston v al viaje de 6 a:m, de Boston a Washmgton

B Clinco personapes de seio masculing (Billie, Jokn, Fish,
Glen ¥ Larmy) ¥ cineo personajes de sexo femening (Ally,
Cieorgia, Jane, Reme y Nell) de Ally McBeal son abandonas
dos en una isla desiertn. E1 problema es determinar qué por-
centaje del tempo cadn mujer en b isls debe pasar con cn-
da hombre, Por ejemplo, Ally podria pasar 100%% de su
tempe con John o podria “salir con mecha gente™ pasando
20% de ma tiempo con cada hombee, Pora cada posible pa-
reja de bosmbee v mujer oo mwestra un “indice de felicadad™
en ln tnbln 55, Por ejermplo, @ Lamy v Bene pasn toxlo su
tiempo juntos, obtienen 8 unidades de felicidad para la isla.
B Haga la funcedn de casamenders v determing uma
asignacitn del tiempo de cada hombee ¥ mujer que logra
la felicidad 1otal mdxima para la ks, Suponga que ka fe.
hekdad obtenida por una pareja es proponcional 3 ba can-
tidad gl Bempe que pasan junbos.
b Explique porgué la soluckin Gptima para este probile-
ma, para cualquicr mairiz de “indices de Felicidad™,
sledmpee thene que ver con que cada muger pase odo su
tiemipo con un bombre

TaBLaA 54
Tiamp iy Tigmpa de

Viaje pariida Vize sarida
Boston 1 i AM Washingion | S:30 a8,
Baosion 2 T30 aume Washington 2 9 A,
Baoston 3 V130 A Washingion 3 N LT
Baoston 4 T R Washinglon 4 B: 30 rsa,
Boston 5 12:30 a.m, Wshington 5 12 de In noche

By Geurgh Janz LB Nizil
Billie # f 4 7 5
Jilid L 7 & 4 o
Fish 10 B 5 2 0
Blan I i i 1] i
Laery H] 7 g A f

7.5 Prblenas ¢ asigracitn 399



E ,',{;H.li:;l.rpnﬁ'il;ldm hecha en el problema es necesaria TaBLA 5T
para qui s¢ cumpls el teorema del matrimonio?

Deriss

Rurta Reta Auta Auta
e Campatia 1 2 3 i
7 Cualquicr problema de rransporte s puede formular co- I <4 000 %5 000 - -
mo un problema de asignackdn. Para ilusirar la idea, deter-
mine un problema de asignacion que podria usarse par ha- 2 £4. D) Sk (0D
Ikar ks solucion dptima del problema de ransporie de la tabla i 53 000 — 52 00 —
56, (Sugrrencio: sern necesarios cineo punios de suminis- 4 — — %4 (M) £5 000

tro y cinco de demandlal),

B El consepo de Checago di educackbn csid sceptando ofer-
tas en rebacion con ks cuatro rutas del autobis escolar de la

: L b Suponga que a cada compafiia se le puede asignar dos
& Suponga que a cada licitante se le puede asignar solo ot die Chicago de recorrer las cuatro ras de auiobdis.
uma ruta, Ltilice el métods de assgnacsin para mammazar (Sugeremcia: para cada compaiiia son necesarios dos
el costo de Chicago de recorrer las cuatro natas de awohids. punios de suminisiro. )

TABLA 56 8  Muestre que el paso 3 del método hingane es equivalen-
e a cfectuar las operaciones sigulendes: (1) sume & a cada
| | 3 | | coo que s encuentra en un renglon cubierto. (2) Reste &

de cada costo gue estid en una columna sin cubnr,

(3]

10 Suponga que o es ¢l costo mas pequeio en el renglin
| 3 iy ln columna j de un problema de asignacion, ;En cual-
E— 3 quier asignacidn dptima x,; debe ser igual a 17

=t
(]

7.6 Problemas de fransbordo

LUn problema de transbordo salo permite envios que van directamente de un pumnie de sumi-
nistre a un punto de demanda, En muchas situaciones se permilen envios entre punios de
suministro o entre puntos de demanda. Algunas veces también podria haber puntos (llama-
dos peetas de transhordo) por los que se podria hacer el transhordo de los bienes en su via-
je de un punio de suministro a un punto de demanda, Los problemas de envio con cualguiera
o todas estas caracteristicas son problemas de transbordo. Por fortuna, la soluckon dptima
para un problema de ransbordo se determina al resolver un problema de transporie,

En lo que sigue, se define un punto d¢ suministre como un punto que envia bienes a
otro punto pero no recibe hienes de ningiin ofro punto. De manera simdlar, un ponto de
demanda ez un punto que recibe bienes de otros punios, pero no envia bienes o ningin
otro punte. Un punte de transbordo 25 un punto gue puede recibir bienes de otros puntos
v enviar bienes a otros punios. En el gjemplo siguiente se ilustran estas definiciones (*—"
indica que es imposible un envia).

Transbordo

Widgetco fabrica dispositivos mecinicos en dos fbricas, una en Memphis v una en Denver.
La fibrica de Memphis puede producir 150 dispositivos por dia, v la fabrica de Denver pue-
de prodducir nada mis y nada menos que 200 dispositivos por dia. Los dispositives se en-
vian por aire a clientes en Los Angeles v Bosion. Los chientes en cada ciudad requicren
130 daspositivos por dia. Debido a la desregulacion de tarifas aéreas, Widgetco cree que
podria ser mas barato enviar pnmero algunos dispositivos a Noeva York o Chicago, v lue-
g0 enviarlos a sus destinos finales, Los cosios de enviar por via aérea un dispositivo s
muestran en la tabla 58, Widgetco quiere minimizar ] costo total de enviar los dispositi-
vk regueridos a sus clicntes.
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TaBLA 58

Castas de enwiy §ara Irasdarias

L k|
1 Whairgind Desiuii Ll hizige LE eagloa
Memgphis il - & 13 r 28
Denver {1 15 Id 2 Fa]
MY, - 0 B I i)
Chicago fh ] 14 |
L.A. - - - ]
Hasion il

En este problema, Memphis ¥ Denver son pumtos de sumimistro, con sumimistros de 1 540
v 200 dispositives por dia, respectivamente, Mueva York v Chicagoe son puntos de transbor-
do. Los Angeles ¥ Boston son puntos de demanda. cada uno con una demanda de 130 dis-
positives por dia. En la figura se da una representacion grifica de los envies posibles.

Ahora se describe como se puede determinar ko solucion dptima para un problema de
transhordo resolviendo un problema de tnsporte. Dado un problema de trunshordo, se
crea un problema de transporte equilibrado mediante el procedimiento sigusente (suponga
que el suminisiro todal excede a la demanda iodal):

Pazs 1 5i es necesario, agregue un punto de demanda ficticio (con un suministro de O v
una demanda igual al suministro en exceso del problema) para equilibrar el problema. Los
envios al punto ficticio v desde un punio a si mismo tendrin, por supuesio, un costo de en-
vio cero, Sea & = suminizire disponible total,

Pase 2 Construya un tableay de transporte como sigue: serd necesanio un renghon en el
tableau para cada punto de suministro ¥ punto de transhordo, ¥ serd necesana una colum-
na para cada punto de demanda v punto de transbordo, Cada punto de suminisimo fendri
un suministro igual o su suministro original, v cada punto de demanda tendni una deman-
da igual a su demanda original, Sea 5 = suministro disponible wtal. Entonces cada punio
de transhordo tendri un suministro igual a (suministro original del punto) + 5 ¥ una de-
manda igual a (demanda origingl del punto) + 5 Esto asepura que cualgquier punio de
transhbordo que sea un abastecedor neto tendrd una salida neta igual al suministro original
del punto v, de manera similar, un demandador neéto tendrid una entrada peta 1gual a la de-
marnda ongmal del punto. Aungue no se sabe cudnto se envian por cada punto de ans-
bordo, se puede asegurar que la cantidad total no excederd el valor de », Esto explica por
qué se agrega 5 al suministro v la demanda en cada punto de transbordo. Al sumar las mis-
mas cantidades al suministro v la demanda, se asegura que la salida neta en cada punto de
trunshordo serd correcta, v también s¢ mantiene un tobleau de transporte equilibrado.
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Para el ejemplo de Widgetco, este procedimiento da como resultado el tablean de trans-
porte v su soluckon optima dada en la tabla 59, Debido a que 5 = (suministro total) = 150
+ 200 = 350 y (demanda total) = 130 + 130 = 260, el punto de demanda ficticio tiene
una demanda de 350 — 260 = 90. Los otros suministros ¥ demandas en el tableau de trams-
porte se obticnen sumando £ = 350 a cada suministro v demanda del punto de transbordao,

En la mterpretacion de la solucion del problema de transporte creado de un problema de
transbordo, simplemente se ignoran los envios al punto ficticio ¥ desde un punto a si mis-
ma. De la tabla 59, se encuentra que Widgetco debe producir 130 dispositives en Memp-
his, enviarlos a Nueva York v de alli pasarlos a Los Angeles. Los 130 dispositivos produci-
dos en Denver deben enviarse directamente a Boston, La salida neta de cada ciudad es

Memphis: 130 + 20 = 150
Denver: 130 « 70 = 200
MY 220+ 130 — 130 — 220 =0
Chicago: 350 - 350 =0
LA =130

Boston: =130

Drurmirmiy: =20 — T = —0

Una salida neta negativa representa una entrada, Observe que cada punio de transbordo
(Mueva York v Chicago) tiene un flujo neto de cero; cualquier cosa que enire al punto de
transbordo debe salir de éste. Una representacion grafica de la solucion dptima para el
ejemplo de Widgetco se da en la figura 10,

Suponga que s¢ modifica el ejemplo de Widgeteo v se permiten los envios entre
Memphis ¥ Denver, Esto conformaria los puntos de iranshordo de Menphis v Denver v
afiadiria las columnas para Memphis v Denver al tableau de la tabla 59. El renglon de
Memphis en el tableaw tendria ahora un suministro de 150 4 350 = 500, v el renglin
de Denver tendria un suministro de 200 + 350 = 550, Por dltimo, suponga que se permi-
ten los envios entre los puntos de demanda LA, ¥ Boston. Esto constiluiria los puntos de

TABLA 59 [ LA Chczagn LA Bextar Dy Sumnztm
Representacida de mn B 13 25 28 0
problema ot raeshonde come 130 I_ l_ l_ L" 20 L 150
o prolana de iranspns
vt =1 =] [ =] o]
S 130 T 200
0 f 16 17 0
w 20 l_ l— 130 1— l— I_ 350
o] ol e e [@]
Chleags 350 350
Demanda 350 asn 130 130 )
150 (i1
Ficura 10
Selucidn bplima para ¢
problema de Widgetco .
130
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transbordo de L.A y Boston v agregaria renglones para L.A. v Boston, E] suministro para
los renglones de LA, v Boston seria 0 + 350 = 350, La demanda para las columnas de
L.A. v Boston seria 130 + 350 = 480

PROBLEMAS

Grupo A
1 General Ford produce awtoméviles en LA, y Deiroat ¥
tene wn almscén en Adlanta) |a compafia suminisie sulo-
miviles o clienies en Houston v Tampa. El costo de enviar
un subosidyil entre los pasios st ds e L wbls 60— sig-
nifica gue no se permmite un envio), LA, puede producar has-
ta | 100 auscmadviles ¥ Dhetroit puede producie hasta 2 500
automoviles. Houston debe recatar 2 400 automaviles y Tams-
pa diebe recibir | 500 automdiviles.
8 Formile un problema de transporte aquilibrado que
pueida utilizarse parn minimizar los costos de eovio en
ques 5 incurre parn satisfecer [as demandas de Housion v
Tampa
b Modifique la respaesta al inciso a) 8i po s¢ permilen
low envios entre LA ¥ Detroa
€ Modifique la respuesia ol inciso a) si se permiten los
envics entre Houston v Tampa o un costo de §5

2 Sumeco Onl produce petrdbes en dos poees, Bl poem | pros
duce |50 000 harmiles por dia ¥ ¢l poee 2 produce 200 (0
barriles al dia. Es pl.r:ihh: ETIvaar pf.-l.n'ﬂﬁr direcianmente de lox
poans o los chientes de Sunco en Los .-‘..ngi:lﬁ v Muevn York,
Alternativamente, Sunco podria transportar petribes a los
puertos de Mobile vy Galveston y luego enviardo en un bu-
gue cisterna o Mueva York ¥ Los Angebes. Esta aftima ciu-
dad requicre |60 000 barriles por dia ¥ Mueva York reguie-
re 140 (00 barriles por din. El costo de ermviar 1000 barriles
entre dos pumios se muesira en la tabla &1, Formule un pro-
Blensa de transhordo (v el modela de transporte equivalente)
que podrin. whilizarse pam minimizar los cosios de fmnspor-
i & fin de satisfacer las demandas de peirdleo de Los Ange-
les v Mueva York

3 En ¢ problema 2, suponga que amtes de ser enviado a
Los Angeles y Mueva York, indo el petrdleo producide on bos
pozes debe refinarse en Galveston o Mobile. Refinar | 000
harriles de petroleo coesta 512 en Mobile ¥ 510 em Galves-
ion. Suponicnde que Mobile v Galvesion tienen capackdac
de refinacién infinit, formule un modelo de transbordo v

TaBLa &0
4 {5}

i LL it dnanla Foanlin Targa
LA, fl 144l 100 an 225
Dietrodl 145 L[] 11 110 | 1%
Ailania L1 L] 115 L] I3 TH
Houston Ha 1o 121 i

Tampa 210 117 B2 -- 0

TABLA &1
A {5

-5 Parat Parad Mobilk Gabesim MY LA
Pazo | ] -— {1} i3 L ]
Pazo 2 0 15 e 26 15
Mobale - - LI} [ 1] 7
Lialvesion [/ 0 14 16
MY o1
L.A, 15 i

M, bom iones indcan gue oo cslin permitidos na crvios

uno di irmnsporle equilibado pam minimszr ¢l costo diamo
de transportar y refinar los requerimbenios de petrdlen de
Los Angeles v Mueva York

4 Reswelva de nuevo o problema 3 suponlendo que Cial-
veston tene una capacidad de refinacion de 50 000 barri-
les por dia v Mobdle tiene una de [BO000 barriles por dia
{Agereacia: modilique el método ahlizade para determinar
] suministoo ¥ I demanda en cada punto de transhordo pa-
ra incorporar las restricciones de capacidsd de refmacion,
pero asegurese oo mantener equilibrado ¢ problema )

§ Genernl Ford thene dos plantas, dos almacenes y tres
clsentes, Sus ubicacionss son los uﬂ;uil:nl:c;'

Plantas: Detrodt v Atlanis
Almacenes; Denver y Nueva York
Clientes: Los Angeles, Chicago v Filsdelfia

Los amtomiviles se producen en las plantas, luego se envian
a los almacenes y, por Gliimo a los cliemtes. Detrodt puede
praducar 50 putomdiviles por semana y Atlanga produce 1104
aubomdviles por semana. Los Angeles requiere 80 awo-
mivibes por semana; Chicagn, 70, v Filadelfin, 6. Coestn
S10(0H) didlares producir un satomdvil en cada planta, y el
costo de enviar un sutoersbvil emtre dos cudades se da en la
ahia &2, Determune como sbsfacer las demandas semana-
b2z de Genernl Ford a costo minima,

Grupo B

B’ Una compadiia debe satisfacer las demandas siguienies
die efectivo al comieneo de cada une de bos seis meses i
guienies: mes 1, 52005 mes 2, 5000; mes 3, $50; mes 4, 580;

"Hasndo en Srinivessn [ 1974)
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ThBLA B2

(1]
Derresi Maiva Yirk
Detroit | 253 637
Atlants 1 10 Bil
A5

Lus knpeies Chicagn Fisdelfia
Desver | 059 96 1691
New York 1 786 #i02 100

TABLA 63

Bara i t i i § B

¥021 5009 %007 3003 3000 5005
P50 RODLSO0 O ROS0 5033 000 S0.00
£l00  S100  £100  $0.000 5100 S0.00

mes 5, B160; mes 6, 5140, Al comienzo del mes 1, la com-
jpafita tiehe 5150 en efectivo v un bono | con valor de S200,
un bono 2 con vabor de 000 v un boso 3 con valor de 5400,
La compailin tendrd que vender alguncs bonos para satisfa-
cer las demandas, pero se cargara una penalizacion para
¢m1qui¢rhmmmm:qmmﬁmulruuﬁ.m“-
nalizaciones por vender un valor de %1 de cada bono se

msestran en o tabla 63,

4 Suponiendo que todas las cuenfas deben pagarse a
e, formule un p'rlr.llﬂ.u'rn de transporte equilibrade
que pueda wtilizarse pars minimizar ¢l costo de satisfacer
las demandas de efective para os siguienles sems meses,

b Suponga que ¢l pago de las cucntas se puede hacer
dﬁﬂ.&i&mmmmmuuﬁmm penaliza-
cidn de 3¢ por mes por cada dilar de demanidas de efiec-
i Quie S pOSPONE Para un mes. Suponiendo gque todes
las cuentas deben pagarse al final del mes 6, construya un
mindelo de transhondo que puesda wilizarss para minim-
zar ¢l costo de pagar las cuentas de los siguientss sews
mieses. (Sugerencia: [os punios de transhondo son necesa-
rios, en la forma O = efective disponible al comienzo
el mis ¢ después que se vendieron bos bonos para el mes
£, pero antes de que se cumpla la demanda del mes . Los
emvios hacla CF ocurren de bas ventas de bonos v OF — 1,
Los envios fuera de Cf ocurren para Cf + | y las deman-
dlas para bos meses 1,2, .. 1)

RESUMEN

Notacion

m = numero de puntos de suministro,

n = numero de puntos de demanda,

Xy = numero de unidades enviadas del punto de suministro §/ al punto de demanda ;.

oy = costo de enviar | unidad del punto de suministro § al punto de demanda J.

#; = suministro en el punto de suministro £

dy = demanda en el punto de demanda ;.

&y = coeficiente de xy en ¢l renglon 0 de un tableau determinado,

2y = columna para x;, en las restricciones de transporte.

LUmn problema de transporte estd equilibrado si ¢l suministro total s igual a la deman-
da total. Para usar los métodos de este capitulo parn resolver un problema de transporte,
primero s¢ debe balancear mediante un punto de suministro ficticio o un punto de deman-
da ficticio, Un problema de transporte equilibrado se podria escribir como

Ll P

min > epry
i=] f=1
J==
5.0 ‘ZI{":E'
l—-
2 xy=d,

{Restricciones de suministro)

(Restricciones de demanda)

Camj=0L2. ...
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Coémo hallar soluciones basicas factibles para
un problema de transporte en equilibrio

Se puede hallar una b para un problema de iransporie equilibrado medianic ¢l método de
la esquina noroeste, of método del costo minimao o el méodo de Vogel. Para hallar ana sth
por medio del méodo de la esquina noroeste, comiznce én la esquina superior iEquicrda
{0 noroeste) del tableau de transporte v fije el valor de x,; tan grande como sea posible.
Claramsenie, ©;; no puede ser mis prande que el valor mads pequefio de 5, v o). 5i 55 = 5.
entonces cancebe e primer renglin del tableao de transporte; esto indica que ya no proven-
drin mis variables bisicas del rengldn | del tableaw, Asimismo, cambie oy a dy — £, 5i
xy; = d), entonces cancele la primera columna del tableau de transporte ¥ cambie 5 a 5, —
dy, Sixyy = 5 = oy, cancele el rengldn | o la columna 1 (pero no ambos) del tableau de
iraneporic. 51 cancela ¢l renglon 1, cambie o) a0; 51 cancela la columna 1, cambie 5, a (),
Continie aplicando este procedimiento a la celda mas al noroeste del tablean que no se en-
cuentre en un renglin o columna que se haya eliminado. Por Gltimo, se llega a un punto
donde silo hay una celda que puede asignarse o un valor. Asigne a esta celda un valor igual
a su demanda de rengldn o columna, v cancele tanio e renglon de la celda como su co-
lumna. Ahora va se tiene una solucion factible basica.

Como hallar la solucién éptima para un
problema de transporte

Pago 1 5i es problema estd desequilibrado, equilibrelo,
Paso 2 Utlice uno de los métedos descritos en la seccidn 7.2 para hallar una sfh

Paso 3 Unlice el hecho de que ) = 0y & + v, = ¢, para todas las variables basicas con
la finalidad de encontrar [y 83, . .4 vy Vp...o¥,] para fa sfb

Pasad Siw + v, — ¢y = 0 para laz varables no bisicas, entonces la sfb actual es dpti-
miL. 51 éste no es ¢l caso, entonces s¢ introduce en la base la vanable con ¢l valor positivo
mis grande de w; + v, = oy Para hacer esto, encuentre el bucle, Luege, comtands sdlo las
cetdas en e hucle, marque las celdas pares. También marque las celdas impares. Ahora en-
cuenire ki celda impar cuya variable toma el valor més pequefio, 8. Los valores de las va-
riahles que no estan en ¢l bucle permanecen sin cambio, El pivode ahora esti completo. 51
fl = [}, entonces |a variable entrante serd igual a cero, v una variable impar que tiene un
valor actual de 0 saldra de la base. En este caso, resultara una sfb degenerada. Si mis de
una celda imgpear del bucke cs igual a 8, se podria clegir de manera arbitrana gue una de es-
1as celdas impares salga de la base: de nueve, se obtiene una sfb degenerada. Este pivoteo
produce una nueva sfh.

Pasa 8 Usando la nueva sth, vuelva o los pasos 3 y 4,

Para un problema de maximizacidn, proceda como se indica, pero sustituya ¢l paso 4 por
¢l paso 4',

Pasa &' Siw + v — oy = 0 para las variables no bdsicas, la sfb ez dptima. De otro mo-
do, introduzca la varable con el valor negativo mis grande de w; + v, — ¢y en Ia base por
medio de procedimiento de prvoteo.

Problemas de asignacion

LUn problema de asignaciin ez un problema de transporte equlibrado en el que los sumi-
nistros vy demandas son iguales a |, Un problema de asignacion de m < mr s¢ podria resol-
ver de manera eficaz por medio del método hingaro.




OBSERVACIONES

Pasa 1 Encucnire ¢l clemento minima ¢n cada renglon de la mamz de costos, Construva
urrs nueva matrie restando de cada cosio el costo minimo de su renglén, Parm esta maeva
mafriz, encuentre el costo minimo en cada cobumna. Construya una nueva matriz (matriz
die costos reducida) restands de cada costo €] costo minimo de su columna,

Pasa 2 Cubfa los ceros en la matriz de costos redecida por medio del mhmero minimo di
lincas necesanas, 51 s¢ requicren m lineas, entonces estd disponible una solucion opfima
entre los ceros cobicrios en la matriz. 5i se necesitan menos de o lineas, entonces proce-
da con &l paso 3.

Pags 3 Encuentre ¢l elemento no cero mids pequens (F) en la matriz de costos reducida
gue no ex1d cubkerta por las lineas trazadas en el paso 2. Ahora reste & de cadn elemento no
cubierto v agregue b a cada elemento que estd cublerto por dos lineas, Yuelva al paso 2.

1 Para pesobver un problemna de asigrachin en el que el objetive o8 maxinnzar la fancion objetivi,
mulliplygue ke matne de ubiwdades por = § v resuckvala ooome un problema de mmimeacm,

2 50 ¢l mimero de renglones en la matriz de costos 5o es bgual al de columinas, smtonees el pro-
bilema et desequuhbrads, El melado hingan podnia produsir ufia solucin snootmecta si2l prokde-
ritd st deseguilibrado, Asl, cualguicr problema de asignacion debe estar equilibrado (por b adi-
cith dbe i 0 s puattos Geticios) antes de reselverls por el método hinngano.

Problemas de transbordo

U problema de ranshordo permite o emvio entre puntos de suministee v eotne puntos di
demunda, ¥ podria contener puntos de transbordo por los que se podrian emaar los bienes
en s trayecio de un punio de swminising 4 an punto de demanda, Con el método simnente,
un problema de iranshordo se podria transformar en un problema de transporie equilibrado.

Pase 1 50 o3 necesanio, agregue un punio de demanda ficticio (con un suministro de Oy
wiea demands igual al suministro excesive del problemal para equilibrar ¢l problems, Los
envios al punto ficticio v de un punio a si mismo, por supuaesto, tienen un costo de covio
cer, Sed 5 = suministro disponible fofal.

Paso 2 Comstruva un tableau de fransporie creando un renglon para cada punio de sumi-
nistre v punto de tanshordo, y una columno parn cada punio de demanda y punic de trans-
bordo. Cada punto de suministro tendsd un suministro igual a su seministro orginal, ¥ cada
punito de demanda rended una demanda igual o su demanda orginal. Sea s = suministro dis-
ponible total, Entomces cada punic de transbordo tendm un suministto igual a (suministne
orginal del punto} + & ¥ un punto de demanda igual a (demanda onginal del punto) + =

Analisis de sensibilidad para problemas de transporte
Drespués de describir el analisis de sensibilidad en el capitulo 6, se pusde analizar como un
cambio en el problema de transporte afecta a la solucidn dptima del problema,

EBambio 1 Cambiar ¢l cocficiente de la funcion objetivoe de una vanable no baseca, Sizmipre
que el coeficiente de x;, en el renglin O dptime sea po positiv, b hise actal es optima

Eambia 2 Cambiar ¢l cochiciente de la funciin objetivo de una vanable basica, Para ver
si & base actual e dplima, encuentre las nuevas w, v vy ulilice estos valores para valorar
las variables no basicas. La basc aciual es optima siempre gque las vanables no hasicas ten-
gin un coeficiente no positive en ¢l renghion 4.

Cambio 3 Incrementar fanto ¢l sumimistno s; como la demanda o, en &,

Mueve valor de z = anhiguo valor de z + A, + Ay,

gariTann 7 Problemas de raespris, ssiguaciin v varsbod



Podriamos encontrar kos nuevos valores de las variables de decision como siguee:

1 5ix;es una variable Bisica en la solucion dptima, entonces incremenie x; por &,

2 5ix,es una variable no basica en la solucion Gptima, encuentre ¢l bucle en el que in-
ferviene x; v algunas de las variables bdsicas. Encuentre una celda impar en el bucle que
esté en el renglhon i, Incremente el valor de esta celda impar por A v vayva alrededor del ci-
clo, incrementando v luego disminuyends de manera alternativa las variables bdsicas ac-

tuales en el bucle por A.

PROBLEMAS ODE REPASO

Grupo A
1 Televeo produce cinescopios de imagen para TV en tnes
plantzs. La plantn | puede producir 5 cinescopios por sema-
ni; la plamta 2, 100 cinescoplos por semans, v ka plasta 3, 50
cinescopics por semana. Los cinescopios se envian a ires
clienies. La gananpcia obtenida por cinescopio depende diel ai-
oo dooude se produjo el cinescopio v del cliende que lo com-
pra (véase Ia tabla 64). El cliente | estd dispuesto a compear
B cinescopios. por semand; ¢ cliente 2, tantos como 9, ¥ el
clieme 3. |0, Tebeveo quicre encontrar un plan de envio ¥
produccién goe maximice las gansncias.
& Formule un problema de tmnsporie equilibrado que
pueds wilizzmse pars maximizar s ganancias de Televeo.
b Utilice ¢l mitodo de [ esquing norseste para Sncon-
trar wna sth para gl problema,
& Litilice simplex de transporte para encontras una so-
Tucitm dptima al problema.
2 Cipco tabagadores estin disponibles pam lbevar a cabo
cuatro fanees. El Hempo que tanda cada irabajsdor para [e-
war a cabo la taren s do en ln wbia 65, El objetivo es asig-
nar los trabajadores & las waress, con ¢l fin de minimizar ¢l
empo requernido total para lbevar a cabo cuatro tereas. Lin-
lice el metode ingane pam resolver el problema.
3 Una compadita debse satisfascer las demandas sipuienses
para un producto; enero, M unidades; febrero, 30 unidades;

TABLA &4
(YL

1] Chinedi 1 Chianss 1 Cagnie 1
Flanta | k] i f4
Planta 2 L T3 ]
Planta 3 HE 76 Tl
TABLA B5

Tieenge (heras|
Trabajadai Tra Eans 2 Tarea 3 Ravead 4
| 10 15 10 15
2 12 .1 20 16
| 12 9 12 18
L 3] i2 15 15
5 16 12 B 12

marza, 2 unidades. La demanda podria acumularse a un
costo de $5humdad'mes, Todas la demamda debe satizfacerse
al final de marzo. Asi, si | unidsd de demanda de enero se
satisfce durame mareo, s incurre en un coste de pedidos
pendientes de 52 = $10. La capacidad de produccion men-
suad ¥ el costo de produceidn unitario duranie cada mes s
dain en La tnbln 6. 5S¢ estima un costo de tenencia de S0 umni-
dad en el inventario al final de cada mes.
8 Formule un problema de temsporte equalibrado que
pudiers wiilizarse para deberminar como minimizar o
cosin otal (entre obros, cosios de pedidos pendienbes, -
nencin y produccion) de satisfacer ka demanda
B Unilice el méwods de Vogel para hallar una solocida
factibde hisica.
e Llice el stmplex de tramsporie para detesminar o-
e satisfcer |a demanda de cada mes. Asegiirese de dar
una interpretaciin de su solucion dplima (por gemplo,
20 unidades de demanda del mes 2 se satisfocen de la
produceion del mes 1)
4  Appletree Cleaning tiene cinco trabajadoms domésticas.
Para completar la limpseza de una casa deben nspirar, lim-
piar la cocina, limpiar el bafio v lacer un ableau general. El
fiemipo que tarda cada emplesda en hacer ¢l tmbajo se maes-
tra en la wabla 67, A cada sirvienta se le asigna una tansa,

TabDLa &8

' ] miiarm
Emero 15 400
Febrer 30 L% | ]
Marzn 1 A1

TABLA BT

Tlerepa {banaz)

Limpiars o8 Limpiers de s Loplaza Airegle
Lriaga wmgindam Erond el Gania pesemal
| L] 3 F) 1
2 '] ] 1 3
3 B 3 ) 4
4 1 7 B 3
5 5 3 i 4
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Ltilice ¢l métndo ingaro par determinar Ins asignaciones
qui mundmuean el ndmero ofal de hors-crads necesaras
para limpiar ka casa.

§' En la actualidad, State University puede almacenar 200
archivos en disco dure, 100 archivos en la memona de la
computadorn v 304 archivos en cints, Los usannos gueeren
almacenar 300 archivoes de procesamicnto de fextos, 100
archives de programa por pagquetes v 100 archivos de daos.
Cada mes s tiens acceso ocho veces a un archivo caracternis-
Hoo de procesamientio de bexies; cuatio veces a un archivo
representativo de progmma por pegquetes, ¥ dos veces a un
archive de dates comidn. Cusndo se tiene acceso al archive,
el tiempe que toma recuperar al archivo depende del tipo v
dil medio de almacenamiento (viase takla 68).
8 Siel ohjetrve es minumizr e empo tolal por mes
g los usuancs gastan cusndo temen acoeso a sus anchi-
v, formule un problema de transporte equilibrado que
o puedn usar para determingr donde s deben almacenar
bos anchives,

B LUtilice ¢l mésodo de costo minimo para hallar anea sfh.

e Utilice ¢l simples de ransporie pasa ballar usa solu-

cifn dptima.
B La policia de Gotham City recibsl recientemente ires
llamadas. Cinco sutomeviles estin disponibles. La distancin
{en cundms de ba ciwdad) de cada sutomdwvil desde cada [la-
miada 5¢ da em ba tabla 9. Gotham City quiere minimizar la
chstancia ol que deben recorner los aubomdvibes para aten-
der lns tres llamadas. Utilice el método hingaro parn deder-
minar qué amomivil debe responder & cudl llamada.

T Hay tres distritos escolares en ¢l centro de Busville, EI
nimero de eshxdianies negros v blancos en cada distrito se
mikestnt en la eabla 70, La Suprerna Corte requaere gue las es-
cuclas de Busville estén equilibradas en cusnbo a meas, Asi,
caia escucla debe wener exactamenie 300 estodianes, v cada

TaABLA &8
Tiempo (munptas)

Metic de Procesamieais Pragrami
UmacEnanierz de fextas po paqeies Db
Disco dure 3 4 4
Melizrmoma FJ 1 1
Cinia M i L
TAELA B3

Dhstamcis [cuadrad)]
Mgl Demada 1 Lbamada ? Usmada 3
1 TH 11 18
2 & T 7
3 7 f 5
4 i b 4
5 Q 4 T

"Est problema s basa on Evans [1984),

TAaBLA TO

He. de estudianies Disizncia a [milas]
eatrity Bleeis Megees Distritn 2 Dislritn 3
1 e} [1] 120 i 3
2 210 an — 4
3 |80 150

escueln debs tener el mismo nimere de estudiomes negros.
Las distancias entre los distritos sz mucstran en la @bla T

Formule un problema de tramsporie equibbrado que s
pueda utilizar para determinar la distancia total minima por
In que se debe levar en autobis a los eshadinntes, con la que
alin s¢ satisfacen los requerimientos de la come,

8 Usando el méndo de ln esquina noroeste para hallar una
afb, emcuentre (via ¢l simplex de transporte) una solwcion
dptima para ¢l problema de mansporte (minimizecion) mos-
trado en la tabla T1.
9  PResuelva el sigabente LP:

mi“:=z}f1 + 1[1 +"*I1 + 3\.".1

5.4 .I|+J.'1 = 4
Ny ta=3

Y +I_l| =3

i +I+Eﬁ

minx =0 {(f=1 1,34}

10 Determnine la solucion Gptisms para ¢l problema die trans-
porte equilibrado de ba tabla 72 (minimizacion ).

11 En el problema 10, suponga que se incrementa s, a 16y
d}lII.ElTer:]muuheﬂemiﬂndn.yd:hidujqu:u
deben emviar 31 unidsdes (en bugar de 300, se pensaria que
habria un aumento en los costos de envio udales. Muestre
que &l costo de envio iotal disminuyd en realidsd en $2. A es-
to e be conoce como paradopa “mis. por menos”, Expligue
por iqué al incrementar tanto ¢ suministro com la demanda
disminuyd el cosio, Por medie de la teorda de los precios
somhra, explique cémo se podria haber predicho gue incre-
eenitar a 5 ¥ oy 60 | dissninuiria el costo total en 52,

12 Utilice ol método de ba esquing noroeste, ¢l método del
cosis minima v el méodo de Vopel para hallar ks soluciones
factibles hisicas del problema de transporie de la tabla 735,

13 Delermine la solucidn dptima para el problema 12

el [ [
I3 Y i
A 7 1
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TABLA T2

4| L2 L4 ]
15
I 12 | 8 | 4
|5
10 10 10
TABLA T3
=T ] - __|_:_.1:, | —
| 5
| 5 [ 9 | [ 10 | 2
[[1]
1% | [ 7 4 |
' | 15
3 3 12 12

M Ohleo tiene camipos petroleros en San Deego v Los An-
geles. El campo de San Diego produce 500 000 barriles por
din ¥ el campo de Los Angeles produce 400 000 barriles
por dis. El petrides se anvia de los campos 8 uno refineria, va
wea en Dallas o oen Houston (suponga que cada relimeria tiene
capackiad ilmitada), Coesin 5T refinar 100 (040 barmles de
petmiben en Dallas v M) en Houston, Bl petrileo refinado
s ervim i los clientes en Checago v Moeva York, Los clhienies
de Chicago requieren 400 000 barriles por dia de petrilen re-
fmada: oz clienbes de Nusva York requsEren 00 0N, Los
costos de enviar 100 000 barriles de petrdleo (refinado o sin
relinar) emine ciudsdes ¢ dan én la abla 74, Fornube un mo-
delo de transporie equilibrado de esta stascion

18 Para el problema de Powerco, encusntre ¢l intervalo
e valores de cay parn los que la base actanl sigee siendo
Gpima.

18 Pam 2l prishiema de Powerco, determine e mtervalo
de valores de or; para los que la base actual sigue siendo
oplima,

7 Una compadiia produces automdéviles en Atlamta, Boston,
Chicago v Los Angeles. Los automdwiles g2 envian a alma-
cenes en Memphis, Milwaukes, Mueva York, Demver v Sam
Francisco. Bl ndmero de automdviles disponibdes en cula
plantn %2 da en |n tahla 75

Cada almasctn necesra tener disponabse e nurmen de au-
tomdviles mostrads en la eabla Té

La distancia (en millas) entre las cisdades se da en la ta-
bln 77

A  Supomicndo gue el costo (en dlares) de enviar un au-

tomovil e igual & la destancia enire dos cnsdades, deter-

i un programa de envio Gptimao,

B Suponendo que el costo (en dilares ) de envar un ag-

rarvil cs igesl a la miz cusaddmda de In distancia endre

disz cludsdes, determime un programa de eemvdo dplamio,

TABLA T4
PRk

fie (ailas limatin i Chcago
L.A. 300 110 - -
San ['ll:'-gn 420 [T
Dallas 450 S50
Homston 470 530
TABLA TS
Flanis Astomasibes disgoaisley
Adlanta 5 (i
Hoston i L
Chicago 4 (M)
LA 3 [H}
TABLA T6
Aimagin R lomivilis ragueiidag
Memphas £ CHiMF
Sihwaukes o [k
MY, 4 My
Denver 2 (WD
San Francisco 00
TABLA TT

L iy Demeer 3E
Atigeta 371 Tl 41 | 308 2496
Bestan 1 29% 1 O34k ol | S i{as
Chcagn 50 T =g G0 2142
LA 1817 2002 2 Thh | 059 e

18 Durunte bos sigusenies tres tnmesines, Airco enlrenta
las siguienies demandas para compresores de acondiciona-
dores de aire tbestre 1, 2060k tnmsestre 2. MEE Bhirmesire 3,
[ Drurante cada trimestre se pueden proglucir unos 240
compresones de aire. Los costos de produccitn por comipae-
sor durante cada frimestre se dan en ka tabla 72, El costo de
manbeEner ¢n inventario un comipresor de aire es § 100 rimes-
tre. La demanda podria scumularss (siempre ¥ cusnde s
cumpla al final del wmesre 3) a un costo de 60 compre-
sortrimestre, Formule el tableau para un probiema de rans-
porte equilibrade cuya solucion indica o Aireo cdmo mini-
mizar el costo gal de satisfacer bas demandas para los
irimesires | a 1.

18  Una compadiia estid comsiderando contratar genie pam
cueatro tipos de trabajos. Le gustaria contratar e ndmem de
personas die la tabla 79 para cada tipo de wrabago

L.a compaiiin puede contratar custro clases de personas.
Cada clase cstd califscads para levar a cabo dos tipos de
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TaBLa T

5200 S180 5240

TaABLA T

Himemm e persarss K1 30 40 20

TAaBLA BD

Tip de aereein
1 2 3 ]

Tobojos soliciades 1y 3 2y3  3y4  Iyd

de acuerdo con la tabla 80 Un total de 20 perso-
nas han soliitnde e trabajo tipo 1, 30 el tpo 2, 40 2 tipo
3y 20 ¢l tipo 4, Formule un problema de transporte equili-
brado cuya solucidn le indicard a la compatda cbmo maxi-
mizar el mimere de empleados asignados a los trabajos ade-
cumlos, (Nara: sc puede asignar a cada persona & lo sumo
& un trabajo )
20 Durante cada uno de [os dos meses sigaientes s¢ pue-
den producir antas como 30 unidades'mes de un producto a
un costo de §1 2unidad durante el mes |y $15%anidad duw-
rame el mies 2. El clicoie esth dispuesio a comprar unas G0
unidades'mes durante los dos meses sigwientes, El chents

S unidad duramie ¢l mes 1y Dbunidad duranie el
mes 2. Coesta 51 /unidsd manbener en inventario una unidad
en inventario durante | mes. Formule un problema de trans-
porte equilibrado cuyn soluckin mdicard como maximizar
EANARCES,

Grupo B

21" La compaiiin Carte Caterer debe tener ¢l siguiente ni-
mern die servilbeias de limpieza disponibles al comienzo de los
siguientes cuatro dias: dia 1, 15; din 2, 12, «ia 3, 1K; dia 4, 6,
Diespués de ser usada, una servilletn s¢ limpea por medio de
uno de dos métodos; servicio rpido o servicio lemo, Bl ser-
vickr rapsdo coesta 10¢ por servlletn, ¥ una serilletn que se
limpia via répada estd disponible para uso el dia posterion 2 sa.
altimo uso. El servicio lenio cuesta &¢ por servilbela, v estas
servilleins s¢ pueden volver a usar despoés de que se usaron
por dltima vez. Las servilbslas muevas s¢ compran & un costo
die 20¢ por servilbeta. Formule un problema de iranspore
equilshmids para minimizar el costo de satisfacer la demanda.
de servilletas duranie los siguienies cuatro diss.

22 Braneast Airlines debe dotar de personal los vuebos dia-
rios entre Mueva York ¥ Chicage mostrados en |a tabla 81,
Cada ana de las trpulaciones de Braneast vive en Mueva
York o Chicago. Cada dia una tripulacion debe realizar un
vuelo Mueva York-Chicage v une Chicago-Mueva York con
por lo menos | homa de tiempo de reposo entre vuelos. Bra-
neast quiete programar las tripulaciones pars minimizar <l

YEste problema se basa en Jacohs ([ 954)
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TaBLA 81

Sale du Liega & Saln de Uega 3
Tty Chicaga Boeva York ‘eelo  Nuewa York Chizaga
| LN 10 . 1 T am. 9 A,
F3 o A M. 1 maa, i B oA, ik a3,
3 mediodia 4 el 3 10 awi mediodia
i} 3 rm. T e, i mdsodia 2 mm
5 5P O 5 2 P 4 P
fy T ERL 11 Esa. fs 4 pa, 6 P
T Epv.  medianoche 7 6 maa LR AT

tiempo de reposo tidal. Establesca un problema de asigna-
ciim que se pueda utilizar parn completar este objetivn, (Si-
gerencia: sea Xy = [ s Lo mipulacidn que realiza e vucke |
mﬁéﬂhmermhj.yd:lum:,-n.ﬁxqu,
EOONGCES 5 IMCUTTE € UM SOSE0 ¢y, que correspande al fiem-
wﬂnmu:udmmmmh:ﬁtquhmﬂm
ko f v €l vuedo £) Por supuesto, algunas asignacioncs ni son
poaibles. Encuentre las asignaciones de vuelo que minima-
zam el tiempo de reposo total. JCwints mipulscionss deben
hasarse en cada cisdad? Suponga que al final del dis, cada
trypulacion debe estar en su cnsdad de residencia.

23  Una firma que produce un sobe producio tieme tres plan-
iag v cuatry clienies. Las ires plantas prodwcirin 3000, S000
v 5000 wnidades, respectivamente, durnnte ¢l siguients pe-
rindio. La firma tiene ¢l compromise de vender 4000 unida-
des al cliente 1, MM unidades al cliente I ¥ por lo menos
3000 umidsdes al cliemie 3. Ambos clienies, 3 v 4, wambibn
quienen comprar tantas unidades restantes como sea posible,
La ganancia asociada con el eavio de una unidad de la plan-
ia i al cliembe j se da en la whia 82, Formule un problema de
transporte equilibrade que se puede utilizar para maximizar
la whilidad de la compaiiia.

24 Una compafiia puede producir unas 35 anidsdea’mes.
Las demandas de sus chientes principales deben cumplirse a
tiempo cada mes; i lo desea, la compaiila tambifn podria
wvender unidades a chienles secundanios cada mes. El cosio
de retencidn de $1unidad s evalia contra el imventario fi-
nal de cads mes. Los datos pertmentes s muesiran en la -
bia 83, Formule un problema de equilibrado que
se pueds wiilizar para macamizar las wilidades obtenddas do-
ranie los tres meses sigmientes.

25 Una casa fiene cuakno pinturas valiosas que se ponen a la
venta., Cuatra chentes hacen ofertas para las pinturss. El clen-
e | esth daspuesto a compnis dos pinfuras, pero los cliemes en-
tre si estin dispoestos & comprar 8 o sumo una pintura. Los

TABLA B2

Ll chate ()
e 1 2 3 4
Manta | L] 63 il 4
Plama 2 i} &7 % 62
Manta 3 B3 L1 5 ]
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TABLA B3 TABLA B8
Caxin de fermanda Il—hm Precin da 10
Mes  peedecciiwusided () primaris wecwdes weteshided (3)  0° ad » - st =
| : 215 '3 = Atlanta fal 2152 6.74 ion 789
2 2 15 20 i Houston 1520 1387 1067 789 300
3 13 25 15 I
PFittshurgh ¥ Chicago, Las fechas de bos viajes se muesiran
TABLA BS en la tabla 87, Lo Mosca B debe comprar cuntro boletos de
vigje redonda, Sin uma il de descuento, un bobeto de vaa-
Dtertn pars [3) je redondao entre Pittshurgh v Chicago cuesta $500. i la es-
Clasaim Piatura 1 Firtara 3 Parhara 3 Fintara 4 tancis de Mosco en una crudad mchiye un fm de ssmans, en-
tomces obtiene un descuento de 20%% en la lanfa de vige
! . 2 2 = redondo. 51 su estancia en una ciudad e por lo menos 21
I 9 13 12 T dins, entonces recibe un descuento de 35%, v si su estancin
L] 9 - 11 - dura mis de 10 dias, entonces recibe 3% de descucato. Por
4 e . 12 L] supuesto, silo se puede aplicar un descuento en la compra

precics ques cadi cliente esth duspuesio a pagar s dan en b -
bila 84, Utilice of método hlngaro pam determinar odmo mea-
ximazar el ingreso iotal recibido de la venia de bs piniurss.

28 Powerhouse prodece capacitores en tres lugares: Los
Angeles, Chicago v Mueva York, Los capaciiores 2 envian
desde estos lugares o empresas de servicio pablica en cinco
regiones del paks: noreste (ME), noroeste (MO medio ocs-
te (M), sudleste (SE) v suroesie (5Wh. El costo de prosla-
cir v emviar un capaciior desde cada planta a cada regicn del
pais se da en la tabla B85, Cada planta tiene una capacidac] de
procheccidn amual de 10000 capacitores. Cada afio, cada re-
gitn dbel pals debe recibir e siguienic ndmero de capaciio-
res: WE, 5 000k WO, S00000: MO, 6000: SE. &l 00 SO
45 0. Powerbouse siente que los costos de envio son mey
altos ¥, por consiguiente, ba compaiiia estd consaderando
constrair una o dos plamtas mis de prodoccion. Los sitios
posables son Atlanta ¥ Houston. Los costos de producir un
capacitor ¥ ensiadlo a cada region del pals se dan en la ta-
bda B6. Cada planta tiene una capacedacd de proguceon amal
e 100 000 capacitones. Cuesta $5 millones (en ddlares ac-
tunles) construar una mueva planta, v ol operar cada planta se
imcurre &n un costo fijo {ademds de los costos vanables de en-
vio y produccidng de 50000 pescs por afio, Una planta en
Atlania o Houston lendrd la capacidad de productr 100 000
capacitores por Atk

Suponga que los patrones de demanda fituros v los cos-
el produceidn permanecerin sin cambio. 8i los cosios se
desgusentan a wna inss de | !é"«i por aik, jedmo Poserho-
s& puede minimizar ¢l valor presente de los costos asociados
con stisfacer las demandas actaal ¥ futum?

2T Durante of mes de julio, Mosca B residemie de Fins-

de cualguier boleto. Formule ¥ resuelva un problema de
asignacian que mimmice ¢l cosio il de comprar los cua-
o holetos de viaje redondo. (Rigerencia: Sea x; = | 58 s
compra un boleto de viaje redonde para uso en el i-&imo
vuelo fuera de Pittsburgh v el j~&simo vuelo faem de Chica-
2o, También, considere ddnde Mosca debe comprar un bo-
leto 5i, por cjemiplo, x5 = 1.}

M Tres profesores deben ser asignados para enseilar seis
secciones de finanzas, Cadn profesor debe ensefiar dos sec-
ciones ¥ cada uno clasifict bos seis periodos durante bos que
% enseia [inanzns, como s lusira en la tabla B Una cla-
sificaciom de 10 significa que el profesor quiere ensefiar en
ewe pervodio, ¥ una clasiflcacion de | indica que o quiere
ensefinr en s thempo, Debermime una ssypnacsin de profe-
sofes & |as secciones que muimizarin B ssisfaccion totsl
die los profesares,

28° Tres incendios acaban de comenzar en Nueva York.
Los meenchos 1 ¥ 1 megquieren cada wno dos bombas contra
incenlss v 2l incendio 3 requiene tres bombas contr incen-
dioa. El “costo™ de responder a cadn incendio depende del
LempHs e ol e "-"Eﬂ-“ las bombas. :-'.z-a.ru el Inemmipd | mi-
mrtas) cuanddo ln j~ésima bomba llega al incendio 4. Enton-
ces &l costo de responder a cada incendio e8 come sigues:

Incendir 1: &8 + iy
Incenden 2: Ty + 3iss
Incendss 1: '}I'1| + Bz + 5!11

Tres compafiias responden a los res incendios, La compa-
fita | ticoe tres bombas dispomibles v kas compafifas 2 v 3
cadln wna tienen dos bombas disponibles, El tempo {en mi-

TABLA BT

burgh debe hacer cuatro viajes redondos por avitn entre faln de Pilishumgh  Eale de Chicage
Lunes, | de julio Viernes, 5 de julio

TABLA BS Maories, 9 de yulss Jueves, 11 de julvo

] Lunes, |15 de julio Wiernes, 19 de julio

e WE T [ 14 5E 50 Miércoles, 24 d.l!‘jlﬂlu Jtrl:"nﬂ.. 4 lk'_:ll.l]l'ﬂl

LiL 2786 4.00 54 21.52 L3187

Chicaga B2 M54 2 b 6. 74 167 :

(1 100 2786 K02 241 1520 Basado o Hamsen y Wendell (1982).

*Masado mn Denardo:, Rochhlum v Swersey { | 985,
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TaELA BB

TABLA BS

Prodiser  Bam Wis faw e Erm  JRm
1 B 7 i ] 7 L
2 U 9 & ] 4 4
3 [ ] 9 b o 9

Compafia__incentin 1 _incentio 2 lceadin 3

! fi T 9
2 5 B I
3 f 9 ]

nitos) que tards una bomba en viagar de cada comipafiis a
cada mneendio se muoesira en la tabla B9

a Formule v resszlva un problema de transporte que se
piseda utilizar para minkmizar ¢l cosbo ssociado con asig-

nar las tres bombas, (Sugerencla: serdn necesanos sicte
painitos de demanda )

b ;Seria vilida sin la formulacion del inciso (a) s el
costo el imcendse | fusra 46, + 6ig;?
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8.1

Oefiniciones bdsicas

Linn grathca, o red, se deting medianie dos conjunios e stmbolos: modos ¥ arcos, Pome
ro, 52 define un comjunio {[lmels ¥ ) de puntos extremos o vértices. Los vértices de unn

grafica o red mbidn se lia

También s define un co

DEFIMICION B LUn arce consiste ¢n un par ordenndo de puntos extremos v representa uni posibic

direccion de movimienio que podrin ocurrie entre punios exinemos (0 verices), m

Parn los fines que aqui s¢ persiguen, 51 una red contiens s area (. &), endonces e mo-

13 Tl

ST I
vimibento es posible del nodo ¢ al nodo & Suponga que bos nodos b e |& Tigara

representan ciud
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nodo imicial 2

arcd 0 &) v del nodo ol miho A &l areo (2, 37 tiene ¢l
el miado bermnaniel 5, vie del ioda 2 al neddo 3, El aron (£, 3) 8¢ podnil considenir €omo
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FIGURA 1

Ejempln de una red

CEFINICISON B LUna trayectoria s una cadena en la que el nodo terminal de cada arco es idénti-

co al node inicial del areo giguiente. =

Por cjemplo, en la figura 1, (1, 2§-(2, 3)-{4, 3} c5 una cadena pero mo una trayectona;
(1, 22, 3)=(3, 4) &5 una cadena v una irayectoria, La wavectoria (1, 2)-(2, 33, 4] repre-
senta una forma de viajar del nodo 1 al 4.

Problemas de trayectoria mds coria

En esta seccidn, se supone que cada arco de la red tiene una longitud asociada con €1, Su-
ponga que s¢ empieza en un nodo particular (digamos, el nodo 1), El problema de encon-
trar la trayoctona mas corta (trayectoria de longitud minima) del nodo | a cualguier ofro
nodo en la red se llama problema de trayectoria mas corta. Los gjemplos 1 v 2 son pro-
blemas de trayeciona mas corta,

Trayectoria mas corta

414

FiIGuRa 2
Red para Powerco

Congidere ¢l ejemplo de Powerco (figura 2). Suponga que cuando se envia potencia de la
planta | (nedo 1) a la ciudad | (nodo 6), ésta debe pasar por subgsiaciones de rétransmi-
sidn (nodos 2 a 5), Para cualquier par de nodos entre los que se puede transportar la po-
tencia, la figura 2 da la distancia (en millas) entre los nodos. Asi, las subestaciones 2 y 4
estin separadas tres millas, v la potencia no se puede enviar entre las subestaciones 4 y 3,
Powerco quiere que la potencia se envie de la planta 1 a la crudad 1 para que recorra la dis-
tancia minima pesible, asi que debe encontrar la trayectoria mas corta en la figura 2 que
une &l nodo 1 con ] nodo &,

Si el costo de enviar potencia fuera proporcional a la distancia que viaja la potencia, en-
tonces conocer la trayectoria mads corta entre la planta 1 v la ciwdad | en la figura 2 (v la
trayectona mis corta entre la planta # v la ciudad 7 en disgramas similares) seria necesario
determinar los costos de envio para la version de transporie del problema de Powerco ana-
lizados en ¢l capitulo 7.

Suhesiacinnmes

garitoie 8 e e el



Heemplaro de equipo

Acabo de comprar (en el tempo 0) un automdvil nuevo por $12 000, El costo de mante-
ner un automavil durante un afko depende de su cdad al comienzo del afio, como se da en
la tabla 1. Para evitar costos de mantenimicnto altos con un automdvil mis antiguo, podria
entregar a cuenta mi aulomdvil ¥ comprar uno nuevo. El precio que recibo por dejar a
cuenta mi automovil, depende de ko edad del automdvil al momento del intercambio (véa-
s¢ la tabla 2), Para simplificar los chloulos, suponga que en cualgquier instante el cosio de
un autamdvil nuevo son 512 000, El objetivo es minimizar e costo neto (costos de com-
pra + costos de mantenimiento — dinero recibido en ¢l intercambio) en que s incurme en
los cinco afios siguwientes, Formule este problema como uno de trayvectoria mis coria.

La red tendrd seis nodos (1, 2, 3, 4, 5 v 6). El nodo 7 es ¢l comienzo del afio i. Para i < j,
un arco (§, /) corresponde a comprar un automdvil nuevo al comienzo del afo § v conser-
vario hasta el comienzo del afio j. La longitud del arco ({, ) (llamela cy) es e costo neto
tolal en que se incurre por tener v operar un automdvil desde el comenzo del afio 7 al co-
micnzo del afio § si se compra un automdvil nuevo al comienso del afio § ¥ este automdvil
se intercambia por uno nuevo al comienzo del afio 5. Asi,
£y ™ eosio de mantenimiento en que 2 incurrid durante los afios L0+ 1. .., — |
+ costo de comprar automovil al comienzo del afio i
— valor de intercambio recibido al comienzo del afo /
Al aplicar esta firmula a la informacidn del problema, se obtiene (los costos estin en miles)
ep=2+12-7=1 Cle=2+4+549412412-0=44
fp=i+d+]2=—6m=]2 Cpy ™3 & |2 =T =]
Ca=2+4+5+12-—2=121 cyy=2+4+12-6=12
cs=2+4+5+9+12-1=131 cis=21+4+5+12-2=11

TABLA 1
Caztas de mantenmieni de! sramivi

[dad el Cosfay de
ira il marteriments

[mtes} anul

100
i [
5000
0 (M)
12 0s

K ]

TABLA 2
Pracin: da inescambio el avtomivil
Friad adsl

LT Preca de mlercaehs

T
L L]
200
| CHi]

]

LF R SR PO
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FiIGUuRA 3
Red para mimimizar los
coztos ded auinmivil

3 =2+4+5+9+12-1=31 cu=2+12-7=7
cu=2+12-T=7 u=2+4+12-6=12
es=2+4+12-6=12 e =2+12-7=7

c=2+4+5+12-2=2]

Ahora se ve que la longitud de cualguier trayectona del nodo 1 al nodo 6 &5 el costo neto
en que s¢ incurric duranie los siguienies cinco afos correspondientes a una estrategia par-
ticular de intercambio. Por eemplo, suponga que dejo a cambio mi automdvil al comien-
#iv dbel afto 3 v luego intercambio el automedoil al final del afio 5 (&l comienzo del aflo &),
Esta estrategia corresponde a la irayectoria 1=3 =6 en la figura 3. La longited de esia ira-
vectoria (o3 + ©35) €5 el costo neto total en gue se incurnid durante los siguientes cinco
afios s dejo a cambio mi sutomdvil al comienzo del afio 3 v al comienzo del ano 6, Asi,
la longitud de la trayectonia mas corta del nodo 1 al nodo & en la figura 3 es el costo neto
minimo en que se incurre al operar un automdvil los siguientes cinco afios.

Algoritmo de Dijkstra

Suponiendo que as longitudes de arco son negativas, el método siguiente, conocido como
algoritmo de Dijkstra, se pusde usar para determinar la rayectona mas corta de un nosdao (di-
parms, el nodo 1 a bos demsas nodos. Para empezar, mangque el nodo | con una etgueta per-
mancnte die 0. Luego, etiquete cada nodo § que esié conectado al nodo 1 mediante un solo
arco Com una etiqueta “Temporal” igual a la longitud de arco que une al nodo 1 con el nodo 7.
Caxda uno de los otros nodos (excepto, por supuests, el nodo 1) tendri una etiqueta termporal
de ==, Elija el nodo con etiqueta temporal més pequefia v haga permanents esta etiqueta,

Ahora supongs que el nodo i se convirtio en el nodo (k + 1) al que se le dard una ehi-
queta permanente. El nodo § es k-ésimo nodo mas cercano al nodo 1. En este punto, la
etiqueta temporal de cualquier nodo (digamos, el nodo /') es la longited de la fryectona
maés corta del nodo | al nodo §° gue pasa sdlo por los nodos contenidos en los & — 1 no-
dos mds cercanos al nodo 1, Para cada nodo [ que ahora tiene una etiqueta temporal v es-
td conectado al nodo § por un arco, s¢ remplaza la etiqueta temporal del nodo 7 con

. {f.-liqucu temporal actual del nodo /
TR | etiqueta permanente del nodo i + longitud de arco (i, )

{Avqui, min {a, b} es la mids pequefia de o v b.) La nueva etiqueta temporal para el nodo §
ex |a longitud de la trayectoria mds corta del nodo 1 al nodo § que pasa solo por los nodos
contenidos en los & nodos mibs cercanos al nodo 1. Ahora se comderie a la etiqueta tempo-=
ral més pequefia en una etigueta permanente. El nodo con esta nueva etigueta permanenic
es el nodo (F + 1) més cercano al nodo 1, Continde este proceso hasta que los nodos ten-
gan ung ctiqueta permanente. Para encontrar a travectoria més corta del nodo 1 al nodo J,
trabaje hacia atris desde el nodo f encontrando los nodos que tienen etiquetas que difieren
por exactamente La longitud del arco conector. Por supuesto, si se quiere |a trayectona mis
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corta del nodo 1 al nodo 7, se detiene ¢l proceso de marcado tan proato como el nodo § re-
ciba uma etigqueta permanenie.

Para tlustrar el algontmo de Dijksira, encontremos la frayectoria mas corta del nodo 1
al nodo & en la figura 2, Empecemos con las siguienies etigueias (un * representa una eti-
gqueta permanente, v el i-fsimo nomero es la etiqueta del podo ) [0F 4 3 = = 2],
El nodo 3 ahora tiene una efiqueta temporal méds pequedia. Por consiguiente, se¢ hace per-
manente la etiqueta del nodo 3 v se oblienen las etiquetas siguientes:

[0* 4 3* = = =]
Ahora se sabe que el nodo 3 es el mas cercano al nodo 1. Se calculan nuevas etiquetas

temporales para los nodos que estan conectados al nodo 3 mediante un solo arco. En la fi-
gura 2 se fiene que es el nodo 5.

Nueva etiqueta temporal del nodo 5 = min{=, 3 + 3} =6

El nds 2 ahora tiene la ctiqueta temporal més pequefia; ahora se hace permanente |3 eti-

quet del nodo 2, Ahora se sabe que el nodo 2 es el segundo nodo mds cercano al nodo 1.
El nuevo conjunto de etiquetas ahora es

[0* 4* 3* = § =)

Debido a que los nodos 4 v 5 estin conectados con el nodo 2 recién efiquetado permanen-
temente, s¢ deben cambiar las etiquetas temporales de bos nodos 4 v 5. Lo nuseva etiqueta
temporal del nodo 4 es min {eo, 4 + 3} = 7 y la nueva etiqueta temporal del nodo 5 es min
{6,442} =6 El nodo 5 ahora tiene |a etiqueta temporal mis pequefia, 851 que se hace
permanente |a etiqueta del nodo 5. Se sabe ahora que el nodo 5 es el tercer nodo mis cor-

cana al nodo 1. Las nuevas ehiquetas son
[0 4% 3% 7T .5% =]
Silo el nodo 6 esta conectado al nodo 5, asi que la etqueta temporal del node 6 cam-
biard & min {=, 6 + 2} = & El nodo 4 tene ahora la etiqueta iemporal mis pequefia, asi

que 52 hace permanente ka etiqueta del nodo 4. Se sabe ahora gue ¢l nodo 4 ¢s el més cer-
cang al nodo 1. Las nuevas etuquetas son

[O* 4% 3% T p& g1

Debide a que el nodo & estd coneciado al nodo 4 recién etiguetado como permanente, se
debe cambiar 1o etiqueta temporal del nodo 6 a min {8, 7 + 2} = 8. Ahora s¢ puede hacer
permanente la etiqueta del nodo 6, El conjunto final de etiquetas es [0* 4* 3* T §*
E*]. Ahora se puede trabajar hacia atris v encontrar la trayectona més corta del nodo 1 al &
La diferencia entre las efiguetas permanentes de los nodos & v § es 2 = longitud del arco (5,
6], asd que se retrocede al nodo 5, La diferencia entre las etiquetas permanentes de los nodos
5y 2es2 = lomgiad del arco (2, 5), asi que se podria i de regreso al nodo 2. Entonces, por
supuesto, s¢ debe regresar al nodo 1, Asl, 1= 2=5-6 es una trayectoria corta (de longitud &)
del nodo 1 al nodo 6. Observe que cuando estuviérumos en ¢l nodo 5, podriamos haber tra-
bajedo también hacia atrds al nodo 3 v haber obienido ka travectoria mds corta 1 - 3-3-6,

Problema de la trayectoria mas corta como un problema
de transbordo

Encontrar la trayeciona mads corta entre el nodo § v el nodo § en una red se podria conside-
rar como un problema de transbordo. Simplemente intente minimizar ¢l costo de enviar
una unidad del nodo { al nodo f (con los otros nodos de la red como puntos de transbordo),
donde el costo de enviar una unidad del nodo kol nodo £ es la longitud de arco (k, £') si
ial arco exigte v es M (un mimero positivo grande) si tal arco no existe. Como en |la sec-
cidn 7.6, el costo de enviar una unidad de un nodo a s mismo es cero. Siguiendo el méto-
do descrito en la seccidn 7.6, este problema de transbordo se podria transformar en un pro-
blema de transporte balanceado,
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TABLA 3 Nt

Reprasentaciin de transhardo Natin ) -] [] 5 ] Sminate
del probiera e Fapecienia
meis coty § 1 soluciin 1 IL-L L-i-' lH lH lH |
iptima (1)
Lo [ M | 3 L2 LM
2 i ]
LM L@ K IE I
| | i
LM L™ Lo I IE
4 I 1
| M | M LM Lo IE
5 | 1
Oemanda I 1 i i 1

Para ilustrar las ideas precedentes, se formula ¢l problema de transporte balanceado
asocizdo con encontrar la travectoria més corta del nodo | al nodo 6 en la figura 2, 5e de-
siza emviar una unkdad del nodo 1 al noedo 6. El nodo 1 es un punio de suministro, el nodo
& 25 un punto de demanda v log nodos 2, 3, 4 ¥ 5 serin punios de transbordo. Con s = 1,
s obtiene ¢l problema de transporte equilibrade mostrado en la tabla 3. Este problema de
rransporie liene dos soluciones dplimas:

1 :='¢+E+.I=E-..I|_1=.I!15=I_“,=f3]=x“_=I {Iﬂ.!-ma\‘lnlhhﬂmigﬂ&-
les a cero). Esta solucion corresponde a la travectoria 1-2-5-6.
2 z=3+3+2=8 13 = X5 = Xss = L33 = X = | (las otras variables son igua-

les a cero). Esta solucidn corresponde a la trayectonia 1-3-5-6.

OBSERVACION Después de formular un problema de trayecioria mis corla como un problema de rransbosdn, el pro-
blema se podria resolver ficilmente por medio de LINGO o un optimizador de hoja de cileubo.
‘éanse bos detalles en la seceion T.1.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Encuentre la travectoria mis corta del nodo 1 al nodo & FIGURA §

en la figura 3. Red para el problema 4
2 Deterrnine bn trayectoria méis corta del nodo 1 al nodo 5

en ba figura 4.

3  Formule el problema 2 como un problema die transbordn. i

4 LUrilice el algoritmo de Dijkstra para hallar la troyectonia
mis corta &l nodo | al pode 4 en la figura 5. [Por qué no se
obticne In respucsta commecta con ¢l algontmo de Dijkstra?

FiIGuRa 4
e para el problema 2

§ Suwponga que cocsta $10 000 comprar un automdsal nuoe-
i, El costo de operaciin anual ¥ & valor de reventa de wn
putomiévil usado se muestran en ks tobla 4. Supomiendo gue
cn la sctaalidsd s tiene un aatomdyvil aesvo, determme wna
politica de reemplazo que minimice los costos petos de po-
sEEr Y operar un subomsdvil durante bos siguiemes seis abos.
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TABLA 4

Edod dul swtomivil  Valor de Casto da

(M) reveala (5] ogeracidn [3)
T 0] 300 {afio 1]
3 DMk SO0 {afo 2)
4 CHIp B0 (a3
RJuil] 1200 {afio 4)
200k | 600 {afko 5)
1 D0y 2200 (mik 6)

oA e W Pl e

B Cuesta 340 comprar un teléfono de ks tienda de departa-
menios. Suponga que pusde mantener un teléfono duranie a
lo s $ afkos v que el eosto de manlenimiento estimado ca-
da afio de opemckin es como sigee: afoe |, 3205 afko 2, 5ME
afbo 3, 340; afbo 4, 560; abo 5, $70. Acabo de comgear un
reve teléfono. Sl.q:m:imlh q:.n:mt:léﬁul'rum tiene valbor de
salvamento, determine como minimizar ¢l costo total de com-
prar y operar un leléfono durante los siguentes sels afios,

T Al combenza del afio 1, se debe comprar una neeva ma-
gquina. El costo de mantener unn miquina con i nfos de an-
tigledad s da en la tabla 5.

El eosto de compra de una maguma en el micio de cada
afie se muestre en |o tabla &,

Mo ey wabor de intercambio cusndo se reemplazs una mad-
quini. Su objetivo es mimimizar ¢l costo total (compra
ks mantemimbenio) de temer una mdquin dusasite cineo afios.
Dietermine los afics en los que se debe comprar uma nueva mé-
L.

Grupo B

8" Una biblisteca debe construir estamies para colocar 200
libros de 4 pulgadas de ahio, 100 libos de B pulgadas de gho
y Bl libros de 12 pulgadns de abio, Cada libro tiene 0.5 pul-

TABLA §

Edad al comienze  Casto de maetesimisnty
el aiia pard al sl wiguients (3]
n ELLL G

| S0

1 QT

3 1820

d 304 (M)

YRaando en Ravimdran {1971),

TABLA B

Afs  Coviv g compra (5]
1 {7000

2 R

;| 210008

4 250 00K}

5 300 000

gndas de espesor, La biblioteca tiene vanias formas de alma-
cenar bos libros. Por gjemplo, se podria constrair um estanbe de
B pulgadas de alto pam acomodar ks Bbros cuya altura ssa
menor ¢ igual a 8 pulgsdas, v se podra construir un anaguel
de 12 pulgndes de ahio para los Iibros de 12 pulgades, Otma
opcion s constrair un anagqued de 12 pulgndss parn. guardsr
tados los libros, La biblicieca cree que cucsta 52 30 cons-
trair wn anaguel ¥ gue s mearre én un costo de 85 por pul-
fadn cusdrada por almacenaje de libros. {Suponga que el drea
requericla para almacenar un libro estd dada por la alura de
airea de almacenamiento multiplicada por ¢l espesor del i,

Formude v resueha un problema de ravecioria mis cona
gue pudiera utilizorse para myudar o la biblicieca o determinar
clame colocar bos libros a un costo minimo. (Segeremcia; s
tienen bos nodos 0, 4, 8 v 12, con oy como ¢l costo todal de
acomodar los |¥bros de akura = 0 y = § en un solo anagquel. )

B Una compafiia vende sicte tipos de cajas, que varian en
vilumen de 17 & 33 pies clbicos. La demanda v tamafio de
cada caja se dan en | tbls 7. El costo variable (en dblanes)
de producir cada caja es igual al volumen de la caja. Se in-
curre en un costo fijo de $1 000 pars producir cualguaer ti-
pir de caja. Silo desea la compafiia, la demanda correspon-
diente & una caga se podria satisfacer con una caja de mayor
tamafio. Formule ¥ resuelva un problema de trayectona mis
corta cuya soluckon minmice o coslo de satsfacer la de-
mandn para las cajas.

10 Expligue como resolviendo un problema de trangbordo
simple 52 encuentrn ka trayectonia més corta a partir del no-
do 1 en una red & cade wro de for demds nodos de Ba red.

TaBLA T

Caga
1 2 1 i 8 i 7

Tareaste 33 0 26 24 1] 1% 17
Demands 400 300 500 700 200 400 204

8.3 Problemas de flujo maximo

Muchas situaciones se modelan mediante una red en la que se podria considerar que los
arcos Bienen una capacidad que limita la cantidad de un producto que se podria enviar a
través del arco. En estas situsciones, a menedo se desea transportar la cantidad madxima de
fujo de un punto de partida (conocido como fuente) a un punto terminal (llamado sumi-
dern). Esta clase de problemas se llaman problemas de fujo méximo. Existen varios al-
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FIGURA B
Red para Sunco O

gortmos especializados para resolver problemas de flupo maximo. En esta seccion, se em-
pieza demostrando como se puede wilizar la programacion lineal para resolver un proble-
ma de fujo maximo. Luego se analiza el método de Ford-Fulkerson (1962) para resolver
problemas de Aujo miximo,

Solucion por PL de problemas de flujo maximo

Flujo miaxRimo

Sunco 06l quiers enviar la mixima cantidad posible de petrGleo (por hora) via tuberia del
node 20 al nodo 57 en la figura 6. En su camino del nodo so al nodo si, el petrdleo debe pa-
sar por alguna o todas las estaciones |, 2 v 3, Los distintos arcos representan uberias de
diferentes digmetros, El nimero maximo de barnbes de petrdleo (mallones de barnles por
hora) que se bombean por cada arco se muestran en la abla B, Cada nimero se llama una
capacidad de arco. Formule un PL que permita determinar &l ndmers maximo de barri-
les de petrdlen por hora gque pueden enviarse de 5o a 5,

El nodo 5o 52 llama el nodo fisense porque el petroleo sale de él pero no entra. De manera
andloga, el nodo si se llama el nodo swmidero porque ¢l petrdleo fluyve hacia él ¥ no sale,
Por razones que pronto se aclararin, se agregd un arco artificial ap, desde el sumidero a la
fuente. El flujo por @ en realidad no es petrdlen, de ahi el término arco artificial,

Para formular un PL que produzca el fiujo miximo del nodo so al 5i, se observa que Sun-
co debe determinar cudnto petrdlen (por hora) se debe erviar por el arco (7, 7). Asi, se define

xy = millones de barriles de petrileo por hora que pasarin por el arco (i, j) de la beria

Comio un ejermplo de flujo posible (denominado fuio factible), considers ¢ Mujo identifi-
cado por los nimeros entre paréntesis en la figura 6.

=2 xp=l, xap=d el =l K =) xo3=0

TaBLa 8
Gapauates oo o
pn Smel il

dia Capazidad
ixo, 1) F 1
{5, 21 1
(1. 2) 3
il 3} 4
i3, 5] 1
{2, s F
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Para que un flujo sea factible, éste debe tener dos caracieristicas:

0 = flupo a través de cada arco = capacidad de arco (1)

et

Fiupo hacia ¢l nodo § = flujo que sale del nodo i Fl|

B¢ supone que no se perde petrdleo mientras se bombea por la red, asi que en cada no-
da, un flujo facnble debe satsfacer (2), la restriceon de conservacion de fwo. La mino-
duccitn del arco arificial ay permite escribir ba restriccion de conservacion de fujo para
la fuente v el sumidero

5i x5 es el Aujo por el arco arificial, entonces la conservacion del flujo significa que
iy = cantidad total de petroles que entra al sumidero. Asi, ¢l objetivo de Sunco 5 maxi-
e xy sujeto a (1) v (2}

X & = 1y
5.3 Koy = (Restricciones de capacidad de arco)
Kig2 =3
Iis = 8
ks =2
Ty =4
£y, = 1
Ep = Xggq + Xeoz (Restriceion de flujo del nodo so)
L i = Xy3 + Xy (Restriceion de fujo del nodo 1)
Xeuz T+ X2 = X34 (Restriccion de flupo del nodo 2
X3 = X3 [ Restriceion de flupo del nodo 3)
Byn * Tan T [ Regtriceion de ﬂu_||1 del modo =i
Iy =10
Una solucion optima paraesie PLesz= L a =L ap=Lip=lLia= L xau=

I, X2, = 2, x5 = 3. Asl, el flujo maximo posible del petrdleo del nodo o a 5 es 3 millo-
nies de barnbes por hora, con 1 milkon de harmles enviados via las frayectonas siguwientes!
0= | =2=5i, go~1=3=4i, ¥ 20-2-41,

La formulacidn de programacion lineal de los problemas de flujo mbsimo s un caso
especial del problema de Aujo de red de costo minimo (FMOCM) analizado en la seccién
.5, 5¢ puede utilizar una generalizacion del simplex de transpone (conocido como sim-
plex de red) para resobver el (FMOCM),

Amtes de analizar el método de Ford-Fulkerson pam resolver los problemas de Aujo ma-

i, s& dan dos ejemplos para situaciones en las que podria surgir un problema de fugo
TN I,

EJEMFLO 4 Flujo de asrclinea en maximo

Las acrolineas Fly-by-Might deben determinar cudntos vuelos de conexidn diarios se pue-
den concretar entre Juneaw, Alaska v Dallas, Texas, Los vuclos de conexion deben dete-
nerse en Seattle v despuda parar en Los ."in.n;,_;tzlm o Denver. Debido al espacio de alerriza-
je limitado, Fiv-by-Night esta limitado a hacer ¢l numero de voelos dianos entre los pares
de ciudades que se muesiran en la tabla 9, Establezca un problema de fujo maximo cuya
goluckin le permita saber a la serolinea como maximizar ¢l namero de voelos de conexion
diarios de Juneau a Dallas.
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FIGURA T
Red para aemlineas
Fiy-by-Night

TABLA B

Capacidades de arc pan las aerliness Fy-by-Night
Himer mixima de
Giisdandes vuelia diatias

Juneau—Seatile (£ 5) k]
Seattle-L.A. (5 L) 2
Seattle-Denver (5, De) 3
L.t ~Drallas (L, £2) 1
Denver-Dallas (De, (1) 2

Loa Angeles

La red apropiada se ilustra en la figura 7, Aqui, la capacidad de arco {7, 7 es el nimero mi-
ximo de vuelos diarios entre la ciudad v 1a ciudad §. La solucidn optima para este proble-
Il |.1"3 “uju rl'I.i:'l:lI'I!-IJ EhI =I5 = 3.. Tig = 3.. gy = i...[_l,'_.l]‘. = .1. Tpp= I'-'.:l'.ﬂr.l!:l - : .‘!ﬁil..
Fly-by-Might puede enviar tres vuelos diarios que conectan a Juneau v Dallas. Un voelo
conecta via Juneau-Seattle-L. A -Dallas v dos vuelos conectan via Juneau-Seattle-Denver-
Drallas.

Actividad de casamenteno

Cineo artistas varones ¥ cinco mujenss estan en un baile. El objetivo del casamentero es
emparcjar cada mujer con un hombre de manera que maximice el mimero de personas ci-
va pareja e compatible. La compatibilidad de los artistas se describe en la tabla 10 Dibu-

je una red que haga posible representar el problema de maximizar ¢l nimero de parejas
compatibles comio un problema de flujo mixima,

La figura 8 es la red apropiada, En la figura &, hay un arco con capacidad | que une la fuen-
te con cada hombre, un arco con capacidad | que une cada par de parejas compatibles v
un arco con capackdad 1 goue une cada mujer con el sumidero. El flujo méximo en csta red
s gl mimere de parejas compatibles que puede crear el casamentero, Por ejemplo, si el ca-

TaBLAa 10

Compatiiidadas pars formar parsja

Lewi Meryd Kalharims Linita Wicloria
Krvin Costner — C -
Burt Reynaés C - - —
Tern Ballach C i - — —
Michael Jacksan [ i i
Tom Gruiss — — C C C

Nowg: I madica compertibeladad
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FIGURA B
Aed para
cxsamentem

samentero forma pargjas con KC v M5, BR v LA, M] ¥ VE v TC v KH, 3¢ obtendria un
flujo de 4 de ka fuente al sumidern, (Esto resulta ser un flujo méximo para la red. )

Para ver por qué la representacion de red modela correctamente el problema del casa-
meniero, oheerve que debido a que el arco que une a cada mujer con el sumidero tiens una
capacidad de 1, la conservacion del fujo asepura que cada muper formara pareja con, a ko
surmn, un kombre, De manera similar, debido o que cada arco de la fuente a un hombre tie-
ni una capacidad de 1, cada hombre puede formar pareja con a ko sumo wna muojer. Debi-
do & que no existen arcos entre pargjas no compatibles, se puede asegurar que un Mijo de
& unidades de la fuente al sumidero representa une asignacion de hombre a mujer en la que
se crean k parejas compatibles,

Solucion de problemas de flujo maximo con LINGO

El Aujo maximo en una red se pusde encontrar por medio de LINDO, pero LINGO dismi-
muye en gran medida el esfeerzo necesano para comunicar la imformacion necesaria a la
Mallew bag computadora. El siguiente programa de LINGO (en el archivo Maxflow Ing) se puede uti-
lizar para encontrar ¢l flujo maximo de la fuente al sumidero en la figura 6,
FLEL:
L15ETE
2]HODESSE . (54,
1 | ARCEH |HODES . NOOESE 71 .2 Lad ded o i I .
4] 1 CAF, FLOW|
%] EMBEETE
O HMES=FLIN |3,4]F
T18FOR [ARCE (T, J) | FLOW (T, J1<CAPIT.J)
B SFOR (WODES (L) : 8SUM{ARCI T, ) FLOMW (I, 11}
¥ =R CARCS (T, ) s FLOWET. I bz
10 DATA 1
L1jCAPsz, 3.3, 4,21, 1000;
L | ENOOATA
N

51 s utilizan nimeéros para sdentificar algunos nodos, entonces LINGO no le permutind
identificar otros nodos con nombres en los que intervienen letras, Asi, se identificd el nodo
| en la linea 2 con el nodo so en la figura 6 v el nodo 5 en la linea 2 con el nodo &/, Asimis-
mo, bos nodos 1, 2 v 3 de la figura 6 corresponden a los nodos 2, 3 v 4, respectivamente, en
la linea 2 del programa de LINGO, Asi, [ linea 2 define los nodos de la red de Mujo. En la
linea 3, se definen los arcos de la red Listindolos (separados por espacios). Por gjemplo, 1,
2 representa el arco de b fuente al nodo 1 en la figura 6 v 5,1 &5 el arco artificial, En la b-
nea 4, s¢ mdica que con cada wreo 52 asocian una capacidad de arco ¥ un fujo. La linea 5
termina la definicion de los conjuntos relevantes.

En la linea 6, 3¢ indica que el objetivo ¢3 maximizar ¢ fujo a través del arco artificial
{esto iruala el fujo hacia el sumidero). La linea 7 especifica las restncciones de capacidad
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FiGUR:a 9
llesirackin de los
arcas [y R

del arco: para cada arco, el fluje por el arco no puede exceder la capacidad del arco. Las
linzas § ¥ 9 crean la conservacion de restricciones de fluje, Para cada nodo 1, ascpuran que
el Auje hacia ¢l noda [ es igual al fuyo que sale del nodo 1

En la linga 10 comienza ta seccion DATA. En la linea 11, se introducen las capacida-
des de arco, Dbserve que se dio al arco artificial una gran capacidad de 1 000, En la linga
12 termina la seccion DATA v la expresion END termina ¢l programa. Al escribir GO se
obtiene ia solucidn, un fAgjo mixime de 3 descrito antes. Los valores de la variable FLOW
{11} dan ¢l fiujo por cada anco.

Ohserve que cile programa se pucde wtilizar para encontrar ¢l Gujo midximo en cual-
quier red, Cormyence por Hstar los nodos de ba red en la linea 2. Luego liste los arcos de la
red en la linea 3. Por Gitimn, liste |a capacidad de cada arco en lared en ba linea 11, (v ya
se esta leto para hallar el fhajo mdximo en la red!

Método de Ford-Fulkerson para resolver problemas
de flujo maximo

Se supone que s¢ encontrd un Aojo miximo (haciendo ¢ fujo en cada arco igual a cer,
s obtiene un flujo factible) v se pone atencido & las siguienies preguntas iImpoTtantes:

Preguata 1 Dado un Aujo factible, jcomo e pusde decir 51 sé trata de un flupo dptimao {es
decir, maximiz x,)7

Pregumin 2  Si un flujo factibde ¢s no dptimo, [ como se modifica ef Awpo para oblener un
ouevo o factible que tiene on fujo mds grande de la fuente al sumidero?

Primero, contestamos la pregunta 2, 5S¢ determina cudles de las progiedades siguientes
posee cada arco en la red:

Propiedad 1 El fujo por el arco (f, /) estd por debajo de b capacidasd del arco (F, /). En es-
te caso, s¢ pucde incrementar el flujo por el arco (7, 7). Por esta razén, se permite qoe T re-
presente el conjunto de arcos con esty propicdad.

Progledad 2  E| flujo en el arco (4, f) es positive. En este caso, se puede reducir el Awoe por
¢l arco {f, f). Por esth razdn, sea K el conjunio de arcos con esta propiedad.

Como una ilustracion de las definiciones de [ v B, considers la red de la figura 9. Los ar-
cos en exla figura podrian clasificanse coneo sigwe: (se, 1 estd en [y B (30, 2) cstan en §;
(1, &) estd en B (2, o) estd en S, v (2, 1) estd en [

Ahora se puede escnbir ef procedimacnio de marcado de Ford-Fulkerson utilizado para
modificar un Mujo fectible en un esfoerze por incrementar el Hujo de la fuente al sumidero.

Paso 1 Erniquete la fuente,

Pass 2 Etiquete los nodos ¥ los arcos {excepio el arco ag) segin las reglas siguentes; (1)
g e marca ¢l nodo x, enfonces no se marca e nodo ¥, ¥ el arco (x, ¥) es un miembro de 1
loego margue el nodo v v el arco (x, ¥). En este caso, el arco (x, ) se llama areo directo.
(2} 5i no estd marcade el poda v, el nodo x estd marcado v ¢ areo (x, ) 28 un miemben de
E; marque el nodo v v el arcs (p, £). En este caso, (v, x) 22 conoce como areo hacks atris,
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FiIGURrRa 10
Wustracion del cxss 1
del método de
eliquetado

FiIGura 11
Fujo mejorado de la
fugnie & sumidern:

caso 1

Paso 3 Continde esle process de marcado hasta que haya sido marcade el sumiders o has-
ta que no se pueda etiquetar mds punios exiremos,

51 ¢l proceso de etiquetado da como resultado el sumidero gue estd siendo etiquetado,
entonces habrd una coadena de arcos etiquetados (Ilimela O que va de la fuents al
sumiders, Al ajustar el Mujo de los arcos en O, 22 puede mantener un fujo factible ¢ incre-
mentar ¢l flujo total de la foente al sumidero. Para ver esto, observe que © debe consistir
de uno de los sigumientes casos:

Cago 1 O consiste por completo de arcos direcios.
Caso 2 ( contiene arcos directos ¢ inversos.'

En cada caso, se obtiene un nuevo flujo factible que tiene un Aujo mis grande de la fuente
al sumiders que el Aujo factible actual, En el caso 1, la cadena C consiste por completo de
arcos direcios. Para cada arco directo en O, sea ifx, v} la cantidad por la que el flujo en cl
arco {x, v) s puede incrementar sin violar la restricciin de capacidad para el arco (x, v} Sea
k= min ix. ¥}
LE. ¥l

Entonces & == 0, Para crear un nuevo flujo, incremente el flujo a traviés de cada arco en ©
por k umdades. No se violan restricciones de capacidad v ain se mantiene la conservacion
de flujo. Asi, el nuevo fujo es factible, v el nuevo flujo factible ransportard k unidades adi-
clomales de o fuente al sumiders de lo que leva el Awo fachble actual.

Se utiliza la fgura 10 para ilustrar ¢l cado |, Actmalmente, estin siendo transportadas dos
unidades de la fuente al sumidero. El proceso de etiquetado da como resultado el sumidero
que estd siendo etiquetado por la cadena O = (zo, 1) = (1, 2} = (2, &), Cada arco estd en
LeHso, 1'=5-2=%il,2)=3—-2=1eil2 sz} =4 — 2 = 2. Por consiguicnte,
k= min(3, 1, 2} = 1, Asi, 3¢ puede obtener un flujo factible mejorado al incrementar el
fuje en cada arco de C por | unidad. El flujo resultante transporta 3 unidades de la foen-
te al sumidero (véase la figura 11).

En el caso 2, la cadena O que va de la fuente al sumidero contiene arcos imversos v di-
rectos. Para cada arco inverso en O, sea fix, ¥) la cantidad por la que se puede reducir el
o por el anco (x, w). Asimisms, defina

b= IR0 Y b )

ki

ns| _,-—@_ *@—..__ 14
— o,

o ®

o
e 7 =

— e
Flijo de La Tigivie al samiden = 1
La cadena g5 (s 11— {1 20— (L sib

H-hh___ ()] ____A-F’f/

Flags de ko fuerie al sumiders = §

"Dehido & que se excluye £l anco a, del procedimients de etiguetndo, ningusa cadeny constitnida por compleio
i arcees imversos posde llevar de la fuente al sumadens
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FIGURa 12
llustracida del caso 2
del méfnde de

eliquetadn

FilGura 13

Flujo mejorade de ks
Tuente &l sumiders;

Por supuesto, tanto &y v k2 v min (&, &) son = 0, Para incrementar el flujo de la fuenie al
sumidero (mientras s¢ mantiene un flujo factible), disminuye por min (k;, &) el flujo en
todos los arcos inversos de C v se incrementa el fujo por todos los arcos directos de O por
min (k. k). Esto mantendri la conservacion de flujo y asegurari que la restriccidn de capa-
cidad del arco no sea viokado. Debido a que el Gltimo arco en C e un arco directo onenta-
do al sumidero, se ha encontrado un nuevo flujo factible, v s¢ ha incrementado el fujo ol
hacia el surmiders en una cantidad de min (&, k). A confinuaciin, se ajusta ¢l flujo dentro
del arco gy para mantener la conservaciin del flujo. Para flustrar el caso 2, suponga que s¢
encontrd el flupo factible de la figura 12. Para este flujo, (so, 1) E B (so. ) EL(L, DI E L
(LDESYR (2, s)ERy(3, sME L

Se empieza por etiquetar el arco (so, 2) v el nodo 2 [asi que (so0, 2) ¢5 un arco directo].
Luego se marca el arco (1, 2) v el nodo 1, El arco (1, 2} es un arco inverso, debido a gue el
nodo 1 no tenis etiquets antes de etiquetar el arco (1, 2) v el arco (1, 2) estd en & Los no-
dos 5o, | v 2 estin etiquetados, asi que podemos etiquetar el arco (1, 3) v el nodo 3. [El ar-
co (1, 3) es un arco directo, debido a que ¢l nodo 3 no ha sido etiquetado todavia.] Por al-
i, s¢ efiqueta el arco (3, 50 v el nodo i, El arco (3, s7) es un arco directo, debido a que
todavia no ha sido etiquetado el nodo si. Ahora va se etiquetd ¢l sumidero via la cadena
€ = (s0,2) — (1,2) — (1, 3) — (3. si). Con excepcitn del arco (1, 2), los arcos de ka cade-
na son directos. Debido a que fso, 2) = 3; {1, 3) = 4, (3, &) = 1: ¥y r(1, 2) = 2, se tiene

pmin  rxp)=21 y  min_ iy =1

Asi, se puede incrementar ¢l flujo en todos los arcos directos en O por 1 v dismimuir ¢ flu-
jo en los arcos inversos por 1. El nuevo resultado, ilustrado en la figura |3, incrementd el
flupo de la fuente al sumidero por 1 unidad (de 2 o 3). Esto s¢ lleva a cabo desviando la
unidad | que se transportd por el arco (1, 2) a la trayectoria | —3—si. Esto permile trans-
portar una unidad extra de la fuente al sumidero via ko trayectonia so—2 — 5. Observe que
el concepto de arco hacia atrds fue necesario para encontrar este flujo mejorado.

Si no s puede etiquetar el sumidero, entonces el ujo actual es dptimo. La demostra-
citn de este hecho depende del concepto de corre para una rod.

m  Elija cualguier conjunto de nodos F7 que contiene ¢l sumidero pere no contiene la
fuente. Entonces €l conjunto de arcos (i, f) con § que no pertencce a F' v/ un
miembro de F* es un corte para lared. =

Fluje de s fueme al semider = 1
L cdlest e (i, 20— (0, T3 =00, 31 -(3, &}

Flujo de la fueniz al ssmidero = 1

caritove B Mool de
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DEFINICION m Lacapacidad de un corte e la ssima de los capacidades de los arcos en el corle. ®

En resumen, un corie s un conpunto de arcos cuya elimimacion de la red hace imposi-
ble viajar de la fuente al sumidero. Una red podria tener muchos cortes, Por ¢jemplo, en la
red de la figura 14, F° = {1, si] produce el corte que contiene bos arcos (so, 1)y (2, 57),
cuya capacidad es 2 + 1 = 3. El conjumto F° = {1, 2, 2i} produce el corte que contieng
los arcos (so, 1)y (5o, 2), cuva capacidad s 2 + 8 = 10,

Ellema | y el lema 2 indican la conexidn entre cortes v flujos maximos.

El flujo de la fuente al sumedero pam cualquier flupo factible ¢s menor o 1gual a la
capacidad de cualguer corle

Demostracion  (Consudere un core arbimne especibcado por un comjunto de nodkos
F* gue contrene al sumidero pero o contiene a la fuente, Sean ¥ los obrod nodos de
la red. También, sea x, el fupo del arco (4, /) para cualgueer flujo factible v el fujo
de la fuente al sumider para este fluo facthle. Suponiendo que [as ecuaciones de
balance de Bujo (fujo que sale del nodo 7 — Ao gue entra al nodo § = 0) sobre los
findod i s f', 2 TN qee los teriminos e bog (LTECR HE N iEhEn bog aisog L, 1l Ee
tenen iy § ambos miembros de | s¢ cancelan, v se abbiene

e = e P i3]

I [L =N |
Alwora ln primera suma en 3 ) cs menor que o igual o la capacidad del corte, Cada 1,
€5 10 negEtiva, endonces s¢ observa que = capacidad dél conle, que s ¢l resultacdo
descadi.

El lema 1 es andlogo al resultado de dualidad débil analizado en el capitulo 6. Del le-
ma 1, se observa que [a capacidad de cualquier corte en una cota superior para el flujo ma-
ximo de la fuente al sumidero. Por consiguiente, si se puede encontrar un flujo factible v
un corte para ¢l cual el fujo de la fuente al sumidero es igual a la capacidad del corte, en-
tonces s¢ ha encontrade ¢l Aujo miximo de fa fuente al sumdadero.

E'i.upnnuu ue € enconinrd un Hu_;ll [actible ¥ N e '|,'.||,11,.‘|;J.¢ ¢Li:,||,|1,:l:|r el sumsdero, Sea CUT
el corte que corresponde al conjunto de nodos no etiquetados,

LEMA 2

51 mo se poede etiquetar ef suministro, entoRces
Capacudad de CLUT = thygo octual de la foenie al sumaden

Dempairacida Sca |7 2l u-::ll!niun[ll e mohos Ao L'|i|.|':I|:_'[i|l:5'II\ W Vel -:.'I.:ulil:unu l.|l.' r||H.|-.:--
chquetndos. Uonswdere un anco (i, /) tal gue 1 eésta en F v festa en . Entonces se
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Figura 1B
Red para Sunco DI
(fhsjn incrementada)

sabe que x; = capacidad del arco {f, /) que se debe cumplir; de otro modo, se podria
etigquetar el nodo § (via un arco directo) v el nodo § podria no estar en F°. Ahom con-
sidere un arco (4, §) tal que i estd en 17 ¥ § esti en V., Entonces s2 debe cumplir x,, =
0 de: by comtranio, se podria etiquetar el nodo 1§ (via un arco inverso) v el nodo § podria
no estar en V', Ahora (3) muestra que se debe satisfacer el flupo actual

Capacidad de CUT = flujo actual de la fuenie al sumidero
que = el resultado deseado.

De las observaciones del lema 1, cuando no se puede etiquetar el sumidero, s¢ ha obte-
fido el Mujo miximo de la fuente al sumidero,

Resumen e ilustracion del método de Ford-Fulkerson

Fago 1  Encuentre un fujo factible {se tendra que Gjar en cero ¢l Mupo de cada arco).

Paso 2 Con el procedimiento de etiquetado, intente marcar el sumidero. 5i esto no &5 po-
sible, entonices ¢ flujo factible actual s un fujo micomo; s esta ehiquetado o sumidero,
entonces vaya al paso 3,

Paso 3 Con el método descrito antes, ajuste el flujo factible ¢ incremente el flujo de la
fuente al sumiderc. Vuelva al paso 2,

Para ilusirar el método de Ford-Fulkerson, encontremos el flujo médximo de la fuente al
sumiders para Sunco Odl, ejemplo 3 (véase la figura 6). Se empieza por permitir que el fle-
jo de cada arco sea igual a coro. Luego se infenta etiquetar ¢l sumidero: etiquete la fuente
¥ luego el arco {so, 1) y el nodo 1; después etiquete el arco (1, 2) v el nodo 2; por altimo,
eliquete el arco (2, 50) v el nodo &, Asi, O = (s0, IH1, 242, &), Cada arco en O es un
arco directo, de modo que se puede incrementar el flujo a través de cada arco en C por min
(2, 3, 2) = 2 unidades. El Aujo resultante se ilustra en la figura 15,

Como s vio antes (figura 12), se pusde etiguetar ¢l sumidero por miedio de la cadena
= (g, 2H1, 2H1, 33, &) Se puede incrementar en 1 unidad el flujo por bos arcos di-
rectos (se, 20, (1, 30, ¥ {3, & ¥ disminuir en 1 unidad el ujo a través del arco imverso (1,
Z). El flujo resultante se ilustra en la figura 16, Adora es imposible etiquetar el sumidero.
Cualquier intento por etiquetar el sumiders debe comenzar por marcar ¢l anco ( so, 2) v el
nodo 2; entonces se podra marcar el arco (1, 2) ¥ el arco (1, 3). Pero no hay forma de et-
quetar el sumidero.

Se puede comprobar que el fujo sctual es miximo determinando la capacidad del cor-
te que corresponde al conjunio de puntos extremos (vértices) no etiquetados {en este caso,
si. El corte correspondiente a s es el conjunto de arcos (2, &) v (3, &), con capacidad
2+ 1 =13 Asi, el lema | implica que cualguier flujo factible puede transportar a lo sumo
3 unidades de ln fuente ol sumiders, El Aujo actual transporta 3 unidades de la fuente al
sumidern, asi que debe ser un fwjo Gptimao.

Ohro ejemplo del método de Ford < Fulkerson se ilustra en la figura 17, Observe que sim
¢l concepto de un arco inverso, s¢ podria haber obtenido el flujo méaximo de 7 unidades de

Fluja de la Tugmie al vemidenn =1
Ensgueie el sumiders medianie (se, 30025 - (0. %= (% sip

garivuie 8 Wedshos de red
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FIGURA TF
Ejemplo del metodo
Fortd-Falkerson

[ Einjissis @ susindens modesic -1 -2 -1 - & O Enlgisske &l seiilen oo se — 2 — | — i [ agiegan
s agregan 2 anidades de Mujo usando w30 ancos direcing) 3 enidadies de Mujo usando wn arco inversa (0, 2k
s bl un Pajo masimo de 7

la fuente al sumidero. El corte minimo {con capacidad 7, por supuesto} corresponde a los
nodos 1, 3 ¥ oMW CDmsia de los arcos (5o, 1), (x50, 1) ¥ [2, 1}

PROBLEMAS

Grupo A

1=3 Las figuras 18-20 muwestran las redes pars los proble- igual al flujo méximo en la red. Tambigén, prepare un PL que
mias 1 a 3. Encuentre el fupo mdxime de la fuemte al sumiders s pudiera ussr para determinar el Aujo mbximo en b red
en caily red, Encuentre un corte en la red cuya copacidad sea

FiGura 18
Red para el probdema 1

N SRS, o = :
I .
o« N\ ®

oy, 2 "-,._ L

g . e
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FiGura 19

Red para el problema 2

FIGURA 20

Red para &l problema 3

Flaura 21

Red para & problema 4

FIGURAs 22
Ped para el problema §

Tz

48 Para las redes de ks figuras 21 v 22, determine el flu-
jo miximi de la fuente al sumidero. También encuenine un

corte cuva capacidnd es igual ol fujo méximo en ba red

B Cimco camionss eniregan siebe tipos de paguetes. Hay
tres pagueles de cada tipa, ¥ bas capacidades de los cinoo ca-
miones son 6, 4, 5, 4 v 3 pagquetss, respectivamente. Prepa-
re un problema de fAujo méximo que se pueds usar para de-

430 cerdtonn 8 Midslis da rsl

terminar si pusden cargarse los paguetes de modo que nin-
i camibdn lleve dos paguetes del migmo tipa.

T Cuatro trabajadores estin disponibles para efectuar bas
tareas | a 4. Desaforturadamente, tres trabajadores pueden
hacer sibo cierins tareas; el trabagador 1, s6lo 1o tarea 1; el
trabajaidor 2, sdlo a8 tareas 1 v 2; el irabajador 3, slo la ta-
rea 2; el trabajador 4, cuabquier tarea. Dibuje la red para el
problema de Aujo méximo que permits determinar =i las a-
reds & pueden asgnar o un trabajador adecusdo,

B Los Hatfields, los Montagues, los MoCowvs w los Capu-
beis s van a su dia de campo famdliar ameal Se dispone de
cuatre automiyviles para transportar las familias. En los
aulomdyviles caben los siguientes nimeros die personss: au-
tomifnl 1, cuatre; awtomdwil 2, tres; automdvil 3, tres, v
automdwil 4, cuatro, Hay cuatno personas en cada familia,
v nangiin awicamdvil puede llevar més de dos personss de cual-
quier familia. Formude el problema de transpontar el nirmen
miximo posible de personas al din de campe como un pro-
blema de flujo medxino.

S-10 Para las redes de las figuras 23 y 24, encuentre el ffu-
Jo miiximo de la fuente ol sumidero. Tombién encuentre un
core cuya capacidad sea igual al flujpe miximo en la red.

Grupo B

11 Suponga que una red contiene un nimens finito de ar-
cos ¥ la capacidad de cada arco & un entere. Explique por
quit con &l métods de Ford-Fulkerson se encuentra &l fugo
muiximo en un mimero finito de pasos, También muestire que
el fujo miximo de la fisente al sumidero serf un enteno.

12 Conssdere un problema de flujo en red con varias fisen-
tes ¥ vanos sumideros en la que ¢l obgetivo es maximazar el
flujo total en los sumideros. Muestre como tal problems se
pucde comvertir en un problema de Aujo mdximo enbendo
sl uma sela fisente ¥ un solo sumidero.

FiGUuRaAa 23

N

FiGURAa 24




13 Saponga que ¢f flupo iotal hacia us podo de una red es-
ti restringido & 10 wnidades o menos. (Comoe se representa
esin restriceion via una restriccion de capacidad de arco?
{Este adn permite usar el método de Ford-Fulkerson parn
determinar el fujo mbximoa.)

W Suponga que uncs 300 aatomdyibes por hors viajan en-
tre dos de las cludsdes 1, 2, 3 v 4. Prepare un problema de
flujo méiximo que permita deberminar cusbnios automayikes
e pueden enviar en bas siguientes dos boras de la cludad |
a la ciwdad 4. (Swgerenchr: permita que las porciones de la
red represenien £ = L f = |y = 2)

18 La aecrolinea Fly-by-Might esti considerando realizar
tres voebns., Los ingresos de cada veelo v los aeropuertos
utilizados por cada vuelo se muestran en la tabla []. Cuan-
do Fly-by-Might utilizn un seropuerts, la compafiia debe pa-
gar las siguienics cundas de aserrizape (sin imponiar ¢ nidme-
fo die vioekos que usen el aefopuerio): acropuwsrio 1, S300;
aeropuerio 2, ST0; seropuerto 3, 5500, Asi, g1 52 hacen los
vuelos | v 3, se obtendri una ganancia die 900 + 200 — 300
= T = 5] = SH0, Muestre que parn la redd de la fgura
25 (ganancia mixima) = (ingresos totales de bos woelos) —
(capacidad de corte minmo). Expligque como se podria use
esbe resultado para ayudar a Fly-by-Might 8 maximizar |a ga-
nancia (mcluso g Gene clentod de voelos posibles). [Supe-
remcia; considere cualguier compunto de voelos I (digamos,
viaelos | v 3). Considere el conte que corresponde al sumi-

FiGuRra 25
Red para el problema 13

TABLA 11

Wity ingress (5] Mesepwerts slizato
i 90 1y2

2 600 2

3 £00 2y¢3

dera, kos nodos asociados con los vuelos que no estian en
v bos nodos asociados con los aeropuerios quse no wiliza F.
Muscsire que (capacidad de este corie) = (ingresos de los
vuelos que no éstan en F) 4+ (Cosios asociados en loe aero.
puertos: wilizados por FL]

18 Dumante los siguienics CUaino Meses, U empresa cons-
tructora debe completar tres proyecios. El proyecto | debe
completarse dentro de thes meses y requiens 8 meses de tra-
bajo, El proyecto 2 se debe completar én cuatm meses ¥ re-
quiere 10 meses de irabape. El provecto 3 debe completarse
al fimal de bos 2 messs v requiere 12 meses de mabajo, Ca-
da mes, estin disponibdes 8 trabajadores. Dumnte an mes,
no mis de 6 tmbajadones poueden desempeiiar una sola tarea.
Formule un problema de flujo maximo que permita determi-
nar &1 log thes provecios se poeden completar & tempo. (Sie-
gerenche sioel fluje miximo de la red es 30, entonces los
provectos s completan a tempo, )

8.4 [PMy PERT

Los modelos de red se pueden utilizar como una ayuda en la programacion de proyectos
complejos de gran tamafio que consisien de muchas actividades, Si la duracidn de cada ac-
tividad se conoce con cerieza, entonces ¢l métodoe de la trayectoria critica (CPM, por sus
siglas en inglés) se utiliza para determinar la longitud del tempo requerido para comple-
tar ¢l provecto, EI CPM también se uiiliza par determimar cuanio se puede retardar cada
pctividad del provecto sinretrisar la terminacion del mismo, Investigadores de DuPont v
Sperry Rand desarrollaron el CPM a finales de la década de 1950,

51 la duracion de las actividades no se conoce con cerei, |a cnica Program Evaluation
Review Technigque (PERT) se utiliza para extimar [a probabilidad de que ] provecio se com-
plete en una fecha especifica. Asesores que trabajaban en @l desarrollo del masil Polans de-
sarmollaron PERT a finales de la década de 1950, A CPM vy PERT se kes dio una manyor par-
te del crédito por el hecho de que o misil Polans estuvo en operacidn dos afios antes de lo
programado,

CPM v PERT 22 han utilizado con éxito en muchas aplicaciones, entre otras:

1 Programacion de proyectos de construcciin, como edificios de oficinas, carreteras y al-
bercas,
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2 Programacidn del movimbento de an hospital de 400 camas de Poriland, Oregon, a una
uhicacion suburbana.

3 Desarrollo de un procedimiento de conteo regresivo ¥ procedimiento de “reserva™ pa-
rat ¢l lanzamiento de vuclos espaciales.

4 Instalacion de un mucvo sistema de compuiadora,
§ Disetto v comercializacion de un nuevo producto,
B Completar una fusiin corporativa

T Construccidn de una nave.

Pars aplicar CPM v PERT, s¢ necesity una lista de actividades que conformen ¢l pro-
ducto, Se considera que el provecto estd completo cuando s¢ terminan todas las activida-
des. Para cada actividad, hay un conjunto de actividades (llamadas predecesores de la
actividad) que deben completarse antes que comience la actividad. Un provecto de red se
utiliza para representar las relaciones de precedencia entre actividades. En este andlisis,
las actividades s¢ representan por arcos directos, v los nodos s utilizan para representar
I terminacion de un conjunto de sctividades. (Por esta razin, 3 menedo se hace referen-
cia a los nodos del provecto como eventos.) Este tipo de red de provecto se lama red
AOA (por sus siglas en inglés-nethvidad em arco).

Para entender como una red ADA representa relaciones de precedencia, suponga que la
actividad A s un predecesor de la actividad B, Cada nodo ¢n una red ADA representa
la terminacion de nna o mbs sctividades, Al el nodo 2 de la figura 26 representa la term-
macion de la actividad A v el comienzo de la actividad B, Suponga que Las actividades A v
B =¢ deben completar antes que empicce la actividad C. En la figura 27, el nodo 3 repre-
sents el evento de que s completen las actividades A v B, En la figura 28 a2 mucstra la
actividad A como un predecesor de las actividades B v C.

Dada una hsta de actividades v predecesores, una represemiacion ACA de un provecio
(lamado una red de proyecto o diagrama de proyecto} sc puede construir por medio de
hs reglas siguenbes:

1 FElwodo 1 representa el comienzo del provecio. Un arco debe Hevar desde el nodo 1 pa-
ra represeniar cada actividad gue no tene predecesores.

&——0—0

I

"B png el de provecto ADN [aetrvidad en el nodod, los nedes de lared e wtilizan para represeeiss s getivi-
dades. Viianss los detables en Waiest v Loy {19770,

EhriTiin B [odsiad e red
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2 Se debe incluir en la red un nodo (llamado nodo de terminaciéng que represenie la
terminacion del provecto,

3 MNumere los nodos de la red de modo que el nodo que representa ks lerminaciin de una ac-
tividad siempre tenga un ndmero mas prande que ¢ nodo que representa el comienzo de una
sctividad {es posible que haya mds de un esquema de numeracidn que satisfaga ka regla 3).

4 LUnp actividad no se debe representar por mas de un arco en la red.
§ Dos nodos pueden estar conectados por mis de un arco,

Para evitar violar las reglas 4 v 5, a veces ¢s necesanio utilizar una actividad fictlcla que
lewva el tiempo & cene, Por ejemplo, suponga que las actividades A v B son predecesoras
de la actividad C y pucden comenzar al mismo tiempo. En ausencia de ka regla 5, esio se
podria representar por la figura 29. Sin embargo, debido a que los nodos | v 2 estin co-
nectados por méds de wn arco, la figura 29 viola 1a regla 5, Por medio de una sctividad fic-
ticia (indicada por un arco de linea discontinua), como en la figura 30, se podria represen-
tar el hecho de que A ¥ B son predecesores de C. La figura 30 asegura que la sctividad C
o puede comenzar hasta que se completan A v B, pero esto no viola la regla 5. El proble-
ma 10 al final de esta seccidn ilustra cudn necesarias podrian ser las actividades ficticias
para evitar violer la regla 4
En ¢l ejemplo & se ilusira una red de proyecto.

EIERMPLO & Como trazar una red de proyecto

Widgetco csta a punto de introducir un nuevo producto {producto 3). Una unidad del produsc-
i 3 sz prosdujo ensamiblando | unidad del prodhicto |y una unidad del producto 2. Antes que
comience la produccion del producio 1 o 2, se debe comprar las materias primas v capacitar
a los trabajadores. Antes de poder ensamblar bos productos | v 2 en el products 3, es nece-
gario inspeccionar el producto terminado 2. La tabla 12 es una lista de actividades y sus pre-
decesares v de ka durscion de cada actividad. Para esto dibuje un diagrama de provects.

TaBLA 12
Quraciin de sctivelaies: y relaciones predecidans pad Wadgelcn

Dairpisdan
Actvidad Predecasme {iiaa)
A = capacitar a los rabagadores ]
B = comprar malerias primas '
C = prodducir gl producio | AH ]
[} = progucir el producio 2 A H T
E = probar ¢l producte 2 (b 10
F = ensambiar los producios | ¢ 2 CE 12
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P | o= oo e rnaEe
Ml 6 = s e Merminacion

Bolugidn  Observe que aunque s6lo se histan Oy E como predecesores de F, en realidad es cierto que las
actividades A, B v D también deben completarse antes que comence F. Sin embargo, C pue-
de comenzar hasta que se completan A v B, ¥ E no puede empezar hasta que se completa I,
asi que es redundante expresar que A, B y D son predecesores de F Asi, para dibujar s red de
proyectn, silo o5 necesanio interesarse en los predecesores inmediatos de cada actividad,

La red ACH para este provecto se da en la figura 31 (el mimero armiba de cada arco re-
presenta la durackin de la actividad en dias). El nodo 1 es el comienze del provecto, v el
nodo & es el nodo que representa ka terminacion del provecio. EI arco ficticio (2, 3) es ne-
CESAND para asegurar gue no se viela la regla 5.

Laos dos componentes clave en CPM para un evento son los conceplos de tiempo inicial
(ET} v 2l tiempo tardio (LT} de evento,

DEFINIGION ® El tiempo de evento inicial para el nodo i, representado por E700), 5 el primer
mamenio en que ocurme el evenito que cormesponde al nodo i, w

El tiempo de evento tardio para el nodo i, representado por L0, e2 el dltiomo
momento on gue pucde ocurnr un evento que corresponde al nodo § sin retrasar la
termimacion del provecta, =

Calculo del tiempo de evento inicial

Para encontrar €] tiempo de evento inicial de cada nodo en la red de proyectn, se empieza
por observar que debido a que el nodo | representa el comienzo del provecto, ET(1) = 0,
Luego se calcula ET(2), ET3), etcétera, detenséndose cuando se caleuld ET nodo de ter-
minacidn). Para ilustrar cémo se caleula ETY{), supdngase que para el segmento de una red
de provecto en la fgura 32, va se determind que ET(3) = 6, ETT4) = &, v ET(5) = 10. Pa-
ra determinar £T16), observe que el tiempo més proxime en que peede ocurnr el nodoe &
es cuande se completaron las actividades que corresponden al arco (3, 6, (4, 6) ¥ (3, 6).

FiIGuRrRa 32
Determinacion de £ T(E)
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FiGURA 33
Clcalo de L T(4)

ENN+8=14
ETI6) = max 1 ETI4) + 4 = 12
ENM5)1+3=13

Asi, el tiempo meés proximoe en que ocurre el nodo & es 14, v ETT6) = 14,

A partir de este ejemplo, resulta charo que el cileulo de ETT) regquaere {pam /7 < 1) conocer
uno o mis de los ETT /). Esto explica por qué se comienza por bos ET predecesores, En gene-
ral, 5i i se determinaron ETTUL ET2), ... ETU = 1), envtonces ET{) se calcula coma sigue:;

Paso 1 Encuentre cada evento anterior al nodo ¢ que esté conectado mediante un arco al
nixdo 1. Estos evenios son predecesores inmediatos del nodo i,

Paso 2 Para el ET de cada predecesor inmediato del nodo § agregue la duracion de la ac-
tividad que conecta el predecesor inmediato al nodo £

Paso 3 ETi/) ¢s igual al miximo de las sumas calculadas en el paso 2.

Ahora se calcula el ET({) para el ejemple 6. S¢ comienza por observar que ET(1) = (0,
El nodo 1 es el dnico predecesor inmediato del nodo 2, asi que ET(2) = EN) + 9 =9
Los predecesores inmediatos del nodo 3 son los nodos 1 v 2. Asi,

ET}+6=6

ETUY) = max ET2) + 0 = o™

a9
El Gnico predecesor inmediato del nodo 4 es ¢l nodo 3, Por consiguiente, ETT4) = ET(3)
+ 7 = 16. Los predecesores inmediatos del nodo 5 son los nodos 3 v 4. Asi,

EN3+ 8=17 _

ETi4) + 10 = 26— ¢

ETI5) = max [

Por dltimeo, el nodo 3 es el dnico predecesor inmediato del nodoe 6, Entonces, ETI6) = ET(5)

+ 12 = 3K Debido a que el nodo 6 representa la terminacion del provecto, se ve que el

tiempo mis proxino en que se puede ensamblar el producto 3 es 38 dias a parir de ahora.

Se puede demostrar que 710 es |a longitud de la trayectona mias larga en la red de pro-
yvecto del nodo | al nodo ¢

Cilculo del tiempo de evento tardio

Para calcular los LT, se empieza con ¢l nodo final v se trabaja hacia atris (en orden nu-
mrico descemdente) hasta que se determina LT 1), El proyecto del ejemplo 6 se puede come-
pletar en 38 dias, entonces se sabe que LTI6) = 38, Para ilustrar cdmo se calcula LT pa-
ra kos nodos distintos al nodo final, supéngase que se estd trabajando con una red (figura 33)
para la cual ya de determind que LT{5) = 24, LT(6) = 26 ¥ LT(7) = 28. En esta situacion,
jeomo se caleunla LT{4)7 51 el evento que commesponde al nodo 4 ocurre después de LTT3)

5, el nodo 3 ocurried despuds de LT(3), v se retrasard | terminacion del provecto,
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D manera similar, i €l nodo 4 ocurre despuds de LT16) — 4 o 1 el nodo 4 ocurre despuks
de LTVTY — 5, se retrasard | terminacidn del provecto.-Asi,

L5y =3=21
LT{4} = min {LT{6) — 4 = 22 = 2]
L =5=123

En general, si se conoce LT para § > §, se peede encontrar LT como siguee:

Pase 1  Encuentre cada nodo que ocurre después del nodo § v estd conectado al nodo § por
un arco, Estos eventos son 1os sucesores inmediatos del nodo i,

Pasa 2 A parir del LT para cada sucesor mmediate al nodo ¢, reste la durmcion de la ac-
tividad que une ol sucesor con el nodo .

Paso 3 LT00) es la mis pequedta de las diferencias determinadas en el poso 2.

Ahora se caloalan los LT para ¢l ejemplo 6. Recuerde que LTTay = 38, Debido a que
el nowdo 6 s el dnico sucesor inmediato del nodo 5, LT5) = LTi6) — 12 = 26, El dnico
sucesor inmediato del nodo 4 es el nodo 3. Ast, L) = LI5S — 10 = 16, Los nodos 4 v
5 son sucesores inmediatos del nodo 3. Asi,

Lidy—7=%9

LTI5) — & = 18

El nodo ¥ es ¢l dnico sucesor inmediato del node 2. Entonces, LIT2) = LT3 -0 = 9,
Por dbtime, el nodo | dene a los oodes 2 v 3 como sucesores inmediatos, Asi,

I3y —-6=73
L2y -9=10

LTU3y = mim {

LIl = min{

Laos cllenlos para el ejemplo 6 se resumen en la tabla 13, 5 LT = ET(), cunlquier re-
tardo en la ocurrencia del nodo § retrasard b terminacion del proyecte, Por ejemplo, delbi-
s gue LI4) = E74), cealquicr retardo en |3 ocurrencia ded nodo 4 retrasarh s teomd-
nacitn del provecto.

Tiempo libre total

Antes de que se empiece el provecto, s¢ desconoce la duracidn de I actividad, v lo dura-
cion de cada actividad utilizada para constroir la red de provecto es silo una estimacion
del vempo de termbinacion real de la actividad. El concepto de tiempo libre total es una ac-
tividad que se puede unihzar coma una medida de cuan importante ¢s evitar que la dura-
cion de cada actividad exceda en gran medida la estimacidn de su tempo de lerminacidn,

TABLA 13

£Ty T paca Widgitza

Hedz 3] L)
0
9

L]

|

2 g

X 4 9
& 16 16
] 26 26
f 1] E}]
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CEFINICION & Pam un anco arbitrano que represents la actividad (4, /), ¢l empo libre total,
representado por TF, 1), de la actividad represestada por (4 /) es la cantidad por
I que se podein retrasar el tiempe de inicio de la sctividad (f ) mbs alld de su
tiempo de inicio mids proximo posibbe sin retrasar la lerminacion del provecto
{ suponicndo que minguna oira sctividad se retrasa). =

De manera equivalente, el tiempo libre total de una actividad es la cantidad por la que
=¢ puede incrementar la duracidn de la aetividad sin retardar la terminacion del provectn,

Si definimos £, como la duracion de la actividad (i, 7). entonces TFU7, /) se expresa fi-
cilmente en términos de LT v ETI). La actividad (4, /) comienza en el nosdo £ Si la ocu-
rrencia del nodo J, o la duraciin de la actividad (7, /), s retarda por § unidades de tiempo,
entonces la actividad (i, /) se completard en el tiempo ETU) + & + 1. Asi, la termimacion
del provecto no se retandari i

ET + & + 4, =< LIT)J) o E= LT — ENy — Iy
Por consiguiente,

TR ) = LIy — ETUE) — &y
Para &l epemplo 6, los TF(F, j) son como sigue:

Acivided B: TR, 2) = LN2) = EMI} =9 =10
Actividad A: TR D =LM3) - ETI) -6 =13
Actvidad Dx T3, ) =LA4)-ENN—-T=10
Actividad C; TFA, 5= LT3 - EN3)—8=9
Actividad E: TF(4, 5) = LTT(5) — ET{4) — 10 =1
Actividad F:  TF(5, 6) = LT{6) = EF(5) = 12 =1)
Actividad ficticia: TR2, 3) =LA - EN2)-0=0

Determinacion de una trayectoria critica

Siuna actividad tiene un tiempo libee 1otal de cern, entonces cualquier retraso en el comien-
7o de la actividad (o la duracion de la actividad) retardari la terminacion del proyecto. De
hecho, incrementar A dias la duracién de una actividad aomentara A dias la duracion del
provects, Esta clase de actividad es critica para |3 terminacion del provecis a tiempo,

CEFINICION B Cuslguier setividad con un tiempo lbre total de cero & una actividad eritica. =

Uing travecioria del nodo | al node de ferminacidn que consisie por comipleto en
actividades criticas se llama trayectoria critica, =

En la figura 31, los actividades B, D E, F v la actividad ficticia son actividades criticas,
vy la rayectoria | —2—3—4—5—6 es la travectoria critica {es posible que una red tenga mas
de uma travectoria critica). Una travectoria critica en cuabguier red de provecto es la trayec-
toria mis largs desde el nodo de micio al nodo de terminacion (véase ¢l problema 2 ¢n la
seccion 8.5}

Cualguier retardo en la duracidm de una actividad critica retardard Ta terminacion del
provecto, asi que os recomendable vigilar de cerca la terminacion de actividades criticas,
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Tiempo libre

Como va se vio, ¢l tiempo libre total de una actividad se puede utilizar como una medida
de la flexibilidad en la duracion de una actividad. Por cjemplo, la actividad A puede tomar
hasta 3 dias mis de su duracidn programada de 6 dias sin retrasar la terminacion del pro-
yecto, Otra medida de la flexibilidad disponible en la duracidn de una actividad es el tiem-
po libre u holgura,

CEFINICION B El tiempo lbre de la actvidsd que cormesponde al arco (i, /), denotado por FF ),
s la cantidad por la que el tempo de inicio de la actividad que comesponde al arco
i1, j) (o la duracién de la actividad) se puede retrasar sin retardar el inicio de cual-
guier actividad posterior mds alli de su tempo de inicio mds proximo posible, =

Supdngase que la ocurrencia del nodo §, o la duracion de la actividad (i, /), se retrasa
por & unidades. Entonces lo mis pronto que puede ocurrir el nodo § es ETUE) + 1, + & Asi,
st ETi) + 1y + k= ET(j), o k = ET( ) = ETUi) = iy, entonces no se retarda el nodo j. 5i
no s¢ retarda el nodo §, enfonces ninguna otra actividad se retarda més alla de su tiempo
de inicio posible mis proximo. Por consiguiente,

FFi ) = EN) = ET) = 1y

Para ¢l ejemplo &, los FFI, f) son como sigue:

Actividad B: FF(1,2)=9-0-9=10

Actividad A: FF(1,3)=9%-0-6=13

Activided D: FR(3,4)=16—-9—-T=10

Actividaed C: FF(3,51=260-9-8=19

Actividad E: FFR4,5)=26-16-10=10

Actividad F: FF(5,6) =38 = 26 - 12 =0
Por gjemplo, debido a que el tiempo libre para la actividad C son 9 dias, un retraso en el
inicio de la actividad C (o en la ocurrencia del nodo 3), o un retardo en la duracion de la
actividad C de més de nueve dias, refardard el micio de alguna actividad postenior (en es-
12 caso, la actividad F).

Uso de la programacion lineal para hallar
una trayectoria critica

Aungue ¢l méodo descrito antes para hallar una trayectoria critica en una red de proyecto
s¢ programa ficilmenie en una computadora, la programacidn lineal ambién se puede uli-
lizar para determinar la longited de la trayectonia critica, Se define
x; = ticmpo en ¢l que ocurre € evento que corresponde al nodo

Para cada actividad (i, /), se sabe que antes que ocurra el nodo j, debe ocurnir el nodo 7 v
s debe completar la actividad (4, /). Esto significa que para cada arco (1, /) en la red de pro-
yecto, x; = x; + 1y Sea F el nodo que representa la terminacion del proyecto. El objetivo
€3 minimizar ¢l tempo requerido para completar ¢l provecto, asi que ¢ usa una funcidn
objetivo de z = xp = 1.

A fin de ilustrar como se usa la programacion lineal para hallar la longitud de la trayec-
toria eritica, s aplica el método anterior al gjemplo 6. El PL apropiado es

min 2 = ¥g — X

50 HEx +6 (Restriccion del arco (1, 3))
pa=x+9 {Restriccion del arco (1, 27}
=+l {Resiriccion del arco (3, 51)

438 caritTons 8 Nodeles de red



Ty =Xy F T {Restriccion del arco (3, 4))
Iy = x4 + 10 { Restriecion del arco (4, 53]

Iy

T, + 12 {Restriceibn del arco (5, )
X3 = X3 (Restriceion del arco (2, 3))
Variable nrs

R

Una solucidn dplima para este PLesz = 3,5, = 0y =9, 0 = 0 5, = 16,65 = 26, ¥
& = 38, Esto indica que ¢l provecio se puede completar en 38 dias,

Este PL tiene muchas otrus soluciones dptimas, En general, el valor de x; en cualquier so-
lucida dptima podra asumir cualquier valor entre ETT v LT Sin embargo, las soluciones
aptimas para este PL indicaran que b durscitn de cuplguser tryectorea critsca es 38 dias.

Una travecionia critica para esta red de prosecio consisie en una trayectona del inicio del
proyecio a la terminacion en la que cada anco de la trayectona cormesponde o una restriccion
que tiene un precio dual de — 1. A partir del resultado de LINDCY en la figura 34, s encucn-
brat, Como anies, gque 1-2-3-4-5-6 ¢3 una irayecioria critica. Para cada restriccion con un
precio dual de — 1, imcrementar & dias la duracion de la actividad que cormesponde a esa res-
treccion incrementa & dias la duracion del provecto, Por gjemplo, un incrervento de A dias
en la duracitn de la actividad B incrementara A dias ba duracion del provecto. Esto da por
hecho que la base actual es dptima.

Aceleracidon del proyecto

En muchas situaciones, el sdministrador del provecto debe completarlo en un Hempa mendor
& la duracion de la trayectoria critica. Por ejemplo, suponga que Widgetco cree que tiene al-
puna oporunidad de ser un éxito, el producto 3 debe estar disponible en el mercado antes que
el del competidor, Widgetco sabe que el producto del competidor estd programado para
que aparczca en ¢ mercado 26 dias a partir de ahora, asi que Widgetco debe introducir el pro-
ducto 3 dentro de 23 dias, Debido a que la trayectona critica del ejemplo 6 tiene una duracion
de 38 dias, Widgetco tendrd que gastar mas recursos para cumplir con la fecha Hmite del pro-
yecto de 25 dias, En esta situacion, la programacion lineal se wtiliza a menudo para determi-
nar la asignacion de recursos que minimiza el costo de satisfacer la fecha limite del provecio.
Supdngase que al asignar recursos adicionales a una actividad, Widgewco reduce la du-
racion de cualquier actevidad por unos cinco digs. El costo por dia de reducir la duracion
de una sctividad se muesira en b tabla 14, Para hallar ¢l costo minimo de completar el pro-
yecto por la fecha limite de 25 dias, defina fas vanables A, B, C, D, E v F como sigue;

A = nlimero de dias por los que se reduce la duracion de la actividad F

F o= nomero de dias por los que se reduce la duracidn de la actividad F
X = tiempo en que ocurre el evento que corresponde al nodo §
Entonces Widgetco debe resolver la siguiente PL:

min z = 104 + 208 + 3C + 30D + 40E + 50F

5.0

= 5
E 5
= 5

Iy

I
L WA

AS

B
C=
D=
E

=
]
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FIGURA 34
Resultade de LINDD
para Widgetco
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Widgetling

FIGURA 35
Duraciin de
aclividades despuis
de la aceleraciin

=5 +9=-F {Restriceion del arca (1, 210

ty=x +h— A {Restriccion del arco (1, 3))
g =X +B—C {Restrccion del arco (3, 5))
NExn+il-0 (Restriccidn del arco (3, 4))
xsEx+ 10-E [ Restriceion el arco (4, 5))
g = x5+ 1= F (Restriccion del arco (5, A))
1y =xp+. 0 { Restnccian del arco (2, 3))

t, — x =25

A, B, C,.DEF=0,zars

Las primeras seis restncciones estipulan gue |a duraciin de cada actividad =2 puede reducir
a bo sumo 5 dias. Como antes, las siguientes siete restricciones aseguran que el evento j no
puede acurrir hasta después que ocurre ¢l nodo 7 ¥ se completa la actividad (7, 7). Por ejem-
plo, lo actividad B (arco (1, 2)) ahora tiene una duracidn de 9 — B, Asi, w2 necesita la
restmocion x; == &y + (9 — H). La restncckin x, — iy = 25 asepura que ¢l proyvecto se
complete dentro de la fecha limite de 25 dias. La funcidn objetivo &5 el costo total en que
s incurre 4l reducir la duracion de las actividades. Una saluciin optima para cste PL gs 2 =
Ry =lapwdned o=l npelidel Bl el D=5 E
1, F = 0. Después de reducir las duraciones de los provectos B, 4, I y E por las cantida-
des especificadas, se obtiene la red de provecto ilustrada en la figura 33, El lector debe ve-
rificor que A, B, I, E v F son actividades criticas y que 1-2-3-4-5-6 v 1-3-4-5-6 s0n
rayectorias criticas (cada una con una duracidn de 25). Asi, la fecha limite del provecio de
25 dias se puede satisfacer por un costo de S3%90,

Uso de LINGO para determinar la trayectoria critica

Muchos paguetes de computadora (como Microsoft Proyect) permiten al usuano deter-
minar (jentre ofras cosas!) lafs) rayectorias} criticals) y las actividades criticas en una
red de provecto. Siempre se pusde encontrar una travectoria critica y las actividades cri-
ticas por medio de LINDO, pero LINGO facilita transmitir la informacion necesana a la
computadora. El siguicnte programa de LINGO (archive Widget] Ing) genera la funcidn
objetivis v las restmccionss necesanas pin encontrar ka traveciona critica para la red de
provecto del cjemplo & via programacein limeal.

MODEL
1] SErs-
£ |RODESS1 ., &/ i TIME)
3] ARCE (HODEE , KODER)
1.3 s e e i | 3.4 5.5 4.5 .6 - ;
| FADISETS
INTH=TIME{&| -TIHE(L ;
JEFOR(ARCS (1, J) sTIMECT i >TIMEC D j RN ET, Th 1 ¢
B BATA:
) oe=5, 6 ,8,7,8,950,02;
1§ ENCIGAT A

=4 I =il

La linea | comienza la TM1|L'i1'1|'| SETS del PR TR, En la linea 2, se definen los seis
nodos de |a red de proyecto y con cada nodo se asocia un tempss en que ocurren bos even-
tos que corresponden al nodo, Por gjemplo, TIME(3) representa el tiempo cuando se han

®
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FIGURA 38

HIH -ET{1 + ETI&
SURSECT TO
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CIORE ¥, 4] T. 120000 0. 03D 0EN0E+D
Dimg X, 51 8. 000000 3. 0GD0SDOE+D
oomi &, 51 10 . 900600 . 000030 0E»
BORi &, 6] 1. 00000 G. 0ED0S00E00
Tl SLACE OR STRIFLIS IRl FRICE
i 16 . 00500 b . 0&00G0
2 §. 100G 00E+0Q -1. 00000
3 3. 000800 0. 00 0S0EDF
i & S0 0G00x+ 30 =1, 00080
L] & M0 00E+D -1.000000
& 9. 000000 0. 0000 00E~DT
T O G0 G000 ESD = . 00300
B 0. 000 0SE+SD -1.090000

completado las actividades A v B, En la linea 3, se generan loa arcos de la red de provec-
to listindolos {separados por espacios). Por ejemplo, el arco (3, 4) representa la actividad
[, En la linea 4, s¢ asocia una duraciin (DUR) de cada actividad con cada arco, La linea
5 termina ln seccion SETS del programa.

La linea & especifica el objetivo, para minimizar el tiempo gue le ioma completar el pro-
yecto. Para cada arco definido en la linea 3, la linea 7 crea una restriccion andloga a x, =
&+

L:Ti::r:-EmiﬁuullmibnDATAdelpmgmm.En]:hlruﬂ,uHmhdwiﬁu
de cada actividad. La linea 10 concluye la entrada de datos v [a expresion ENDY concluye
el programa. El resuliado de este modelo de LINGO 22 da en la figura 36, donde siguien-
do los arcos gue corresponden a las restricciones que tienen precios duales de — 1, s en-
cuentra que la travectoria critica es 1-2-3—4-5-6.

Para encontrar ka trayecionia critica en cualquier red, se empezaria por listar los nodos,
arcos ¥ ¢l tiempo que duran las actividades en el programa. Luego se modificaria la fun-
cidn objetivio creada por a linea 6 para reflegjar el nimero de nodos en ka red. Por ejemplo,
5i hubiera 10 nodos en la red de provecto, se cambiaria la linea 6 a MIN = TIME(10)—
TIME{1}; v jeso seria todo!

El siguiente programa de LINGO {archivo Widget2.Ing) permite al usuario determinar
I irayectoria critica v el tiempo libre total en cada nodo para el gjemplo & sin usar progra-
macién lineal.

MR

1 | BEOEL: 5

2| BETS:

J)NOCOES/ L. L6/ BT, LT;

4 | ARCE (HODES , MOOES) f1,2 1,3 2,3 3.4 3.5 4.5 5, 6/:DUR, TFLOKT;
5) ENDEETS

& DATA:
7pMR = 3,6,0,7,8,00,12;
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B ] ENDDATA

PIETILN =g

10] BPOR IMODES|J] | JeOTELl:

L1]EPLT) = BMANJRRCE{I,J): ET|Ij«DORiE, I8}z
13 | LNODE=@5IZE (RIDES] ¢

13| LPILNODE] = ET{LMODE|;

L4 | §FCR (MODES 1T} | I4LTHLEODE

ISILTIT) = GMIN[ARCE|I,J): LT(J} - DORCE.Jk);h:

L6 @POR (ARCS (T, J) s TFLOAT | T, 3] LT | J) ¥ [T} ~DOR{E, JHT;
EHNT

En la linea 3, se definen los nodos de la red de provecto v se asocia un tiempo de even-
to imicial (ET) ¥ un tiempo de evento tardio (L) con cada nodo. Se definen los arcos de la
red de proyecto, listindolos en la linea 4. Con cada arco se asocia la duracidn de la activi-
dad del arco v el tempo libre ioal de la actividad, En la linea 7, se introduce la duracidn
de cada actividad,

Para comenzar el calculo de los ET(J) para cada nodo, se establece ET(1) = 0 en la li-
nea 9, En las lineas 10=11, 22 calcula ET(J) para los otros nodos, Para ) > 1 ET(Il ez el
- valor maximo de ET([) + DUR(L J) para todo (1, J) tal que (L, J) es un arco en la red. Por
miedio de la funcidn @SLEE, gue devuelve el nimers de elementos en un conjunto, s¢
ientifica el nodo de terminacion en la red en la linea 12, Asi, la linea 12 define al nodo 6
com el dltimo nodo. En La linea 13, se establece LT{6) = ET(&), Las lingas 14-15 funcie-
nan hacia airds desde el nodo & hacia el nodo 1 para calcular los LT{I). Para todo nodo |
distinto al altimo nodo (6), LT{L s ¢l minimo de LTi1) — DURQL I, donde el minimo se
toma en todo (1, Ty tal gue (1, Ty es un arco en la red de provecio.

Por altimo, la linea 16 calcula el tiempo libre total para cada actividad (1, J) a partir del
tiempo total libre para la actividad (1, I} = LT(Nodo J) = ET{Nodo 1) = Duracidn (1, 1)
Todas las actividades cuyo tiempo libre total es igual a 0 son actividades criticas.

Despuis de imtroducir una lista de nodos, arcos v duraciones de actividad, este progra-
ma s puede usar para analizar cualquier red de provecto (sin cambiar ninguna de las li-
neas 9 a 16). También es facil escribir un programa de LINGO que se pueda usar para ace-
lerar la red {véase ¢l problema 14)

PERT: Evaluacion del programa y Técnica de evaluacion

CPM supone que b duracion de coda aciividad se conoce con certeza. Para muchos proyec-
tos, esto claramente no es aplicable, PERT es un intento por corregir esta deficiencia de
CPM modelando la duracion de cada actividad como una varable aleatoria. Para cada acti-

vidad, PERT requicre que el administrador de provecto estime las tres cantidades siguientes:
& = estimacion de la duracion de
la actividad en las condiciones mis fnvorables
b = estimacion de la duracion de la actividad en
las condiciones menos favorables

m = valor mas probable para la duracion de la actividad

Sea T, (las variables aleatorias se imprimen en negrita) la duracion de la actividad (7, 7).
PERT requiere la suposicion de que T sigue una distribucién beta. La definicién especi-
fica de una distribucidn beta no debe preocupamnos, pero es importante entender que ésta
puede aproecimar una amplia variedad de variables aleatorias, entre otras muchas variables
aleatorias sesgadas, sesgadas negativamente y simétricas. 51 T, sigue una distribucion be-
ta, entonces s¢ puede demostrar que la media v la vananea de T, se podria aproximar por

a+4m+ b

E(Ty) = 40> @
-
varT, = i% ]
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PERT requiers la suposicion de que las duractones de las actividades son independien-
tes. Entonces para cualguier trayectoria en la red de provecto, la media v la vanancia del
tiempse requenda para completar las actividades de |a trayeciona cstan dadas por

E E(T,) = durnciin esperada de L actividades en cualquier trayectoria {B)
{¥, fHE FnvEol=in

‘_"*_- vr'T, = varianza de la duracion de sctividades en cuakquier trryectonin M
L {H T

Sea CP lo vanable aleatona que denota la dumeion total de las acinvidades en una trayectona
eritica encontrada por CPM. PERT supone que ka trayectonia critica eocontrada por CPM con-
tiene suficientss actividades que permiten imvocer ¢l Teorema del limite central y conclhur que

cP= v T,

14, FHE Eweecinrml. critica
Estd normalmente distibuida, Con esta suposicidn, (4)—{7T) se pustlen wsar paty contestr
preguntas relacionadas con la probabibdad de que el proyecto se complete en una fecha es-
pecifice. Por elemplo, supdngase que pama el ejemplo 6, a, & v pamn cads sctividad se
muestran en la tabla 15, Ahora con (4) v { 5), se obtiene

E(Ts) = ELIE"'J = 0 varT,; {13 - 5y 1,78

i1 & I
-E-I.Tl_lr = JML = ﬁ "-'ﬂ-I.T'I1 = 1— = I.?H
fi 36
_ 3+ 13+ 32 13 - 3)°
E(Tys) = - 5 B varTy = 23 Lo

E“[Tld:.=m;_=:r '-'u:r'r_1_|=5|3 |]'_4

6
N L P e

ElTys) = 6 = 1l T T
o A9 15 4B (15 — % _

E(Tse) . 12 ”

Por supuesto, ¢l hecho de gue e arco (2, 3) sea un arco ficticio, da como resubtado

= 44

varT s, |

E[T_”:I — VAr T:} =1l

Recuerde gue la trayectona critica para el ejemplo & fse 1-2-3-4-5-6. De las ecuaciones
061 w17,

LICPF) =9 04 7+ 104 12 =33
varlCP =578+ 0+ 4+ 044 + 1 = 7.22

Entonces la desviacion estindar para CP es (7.22)'7 = 2.60.

TAELA 15

& &y o pars s actividades en Miget
Acheidad I B |
{1, 2} 3 13 g
{13 . 11 i
{3, 5% 1 ] ]
{3, 4h 1 I3 7
i, 5% B I2 i
{5, B) 9 15 12
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Aplicando Ia suposicidn de que CF esti normalmente distribuida, se pueden contestar
preguntas como la siguiente: [cudl es la probabilidad de que el provecto se complete en 35
dias? Para contestar esta pregunta, se¢ debe hacer también la siguiente suposicion: sin im-
portar ciles reslten ser las dwraciones de las actividades del provecto, §-2=3-4-5-8 serg
wma trayectoria critica, Esta suposicion implica que la probablidad del proyecto se comple-
e en 35 dias es ACP = 35). Estandanzando v aplicando la suposicidn de que CP esta
normalmente distribuida, se encuentra que £ es una variable aleatoria normal estandariza-
da con media 0 v vananza 1. La funcidn de distnbuckon acumulativa para una vanable alea-
boria wormal s tabula en la abla 16, Por gjemplo, MZ = - =0158Ty AE = 1) =
09772, Asi,

: 'CPF — 38 35 — 38
= 158} = =
PCP =< 35)=P ~ 169 T

]-—P{IE ~1.12) = .13

doade F{—1.12) = .13 se podria oblener por medio de la distribiecion NORMSDIST én
Excel. Introduciendo Lo formula NORMSDEST(x) se obtiene la probabilidad de que wna
vartable aleatoria normal estindar con media 0 y desviacion estandar | sea menor o igual
a x. Por gjemplo con = NORMDIST(—1.12) 52 obtiene 1313,

Dificultades con PERT

Hay varias dificultades con PERT:

1 Es dificil justificar la suposiciin de que las duraciones de actividad sean independientes,
2  Las duraciones de actividad pueden no seguir una distribucion beta,

3 Es posible que no se justifigue la suposicion de que la frayectona critica enconirada
mediante CPM siempre serd la trayeciona critica para €l proyvecto

La dltima dificuliad es la mds importante. Por ejemplo, en ¢l asdlisis del ejemplo 6, 52 su-
puso que |=2-3-4=5-6 siempre seria la traveciona critica. 5in embargo, 51 la actividad A
fuviera un refraso significativo y la actividad B se completara antes de o programado, en-
tonces la trayectonia critica podna ser 1-3-4-5-6,

A continuacion s¢ da un gjemplo mis concreto del hecho de que (debido a la duracion
incierta de las actividades) la trayectona critica encontrada mediante CPM pudiera no ser
en realidad ka trayeciona que determina la fecha de terminacion del proyecto. Considere la
red de provecto simple de la fgura 37, Suponga que para coda actividad de 1a fabla 16, a,

TABLA 18

& by mpin |2 ligae 37

Aelieded r '] m
& 1 W

B & 14 L]
C ) T f
(& 7 9 ]

A .ﬂ“"@“‘“ #
FIGURA 37 \
Red de proyecio
para ilustrar las
dificuliades con PERT C o
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FIGURA 38
Red para determinar |a
frayectoria enitica si
cada duracidn de acti-
vidad es igual 3 m

A5 i I

by w gcurren cada una con prohabilidad 1 50 s aplicara CPM (usando la durscidn cspe-
riska de cada activided como la doracin de la actividad), entonces se obtendria la red de
la figura 38, Para esta red, la trayectona cribea es 1-2-4. 5m embargo, en realidad la fra-
yectoria critica podra ser 1-3-4, Por gjemplo, @ ogurriers la domacidn opiimista de B (6
dias} y las otras actividades tuvieran una duracion m, entonces 1-3-4 seria la ruta critica
de la red. Suponiendo que las cuatro actividades son variables aleatorias independientes,
cntonces oon probabilidad elemental {vease el problema 1 al final de esta secowin), s¢ de-
rruestna. que hay una probabilidad de % e que 1-3-4 sea la irayectona critica, una proba-
bilidad 43 de que 1-2-4 sea la trayectoria critica y una probabilidad de £ de que 1-2-4 y
1-3-4 sean las trayectorias criticas. En este ejemplo se observa que se debe tener preca-
cidn en designar una sctividad como erftica. En esta situacion, la probabilidad de que ca-
da arco sea en realidad una actividad critica se msestra en la tabla 17,

Cuando la duracidn de las actividades es incierta, la mejor maners de analizar un pro-
weCho 25 usar un programa de avoda de simulacion de Monte Carlo para Excel. En & capi-
tubo 23, s muoestra como usar ¢l programa de syuda de Exncel fRisk para llevar a cabo
sirulaciones de Moate Carlo, Con [@Risk, s¢ puede determinar fcilmente la probabilicdad
di gue un proyecio se complete a tiempo y determinar la probabilidad de que cada activi-
dad sea critica.

PROBLEMAS

Grupo A

1 Ok probiema surgirla s3 ls red de la figuera 39 fuera ans 2  Uma compafila esth plancando fabricar wn producto que
porcein de unn red de proyecio” congste en tres partes (A, By O} La compaiiia anticipa que

FiIGURA 38

toma, & semanas diselar las mes parics y determyinar [a for-
mA en que s dehen ensamblar eitas paries para conformar
,. gl prodecin, Entonces ln compailin estima ges fomars 4 se-
manas hacer la parte A, 5 semanas la paric B y 3 semanas

Feedd paras &l problema 1
r”f/ II la parte ©. La compadia debe probar In parte & despuis de

g8l termingciin (este toma dos semanns). Asi, €] proceso
de la Hnes de ensamblado procederd oomo sigue: chsamblar
las pactes A v B (dos semanas) v luego afadic la parcte ©
{una semana). Luego @l producto final debe cxp-:ﬁm:nin:
unp semana de precba. Trace la red de prosecio y emcuenlre

parirnie & Maidsles de il



In trmyectonin critica, o tiempo hbre fotal ¥ el bempe libee
para cada actividad. También prepare o PL que pudscra ser
utilizado para deserminar lo trayectona critica,

Al determmar la tniyectona critica en bis Trml:\lerl'lau | ¥
4, suponga que m = duracidn de la actividad

3 Conssdere ka red de proyecto de fa figura 4. Para ca-
da actividad se dan [as estimaciones de a. by m en la wbda
18, Determine |a tmyectona critics pam esta red, el tiemipo
libre total para cada sctividad, ¢ tiempo libre para cada ac-
tividad v |a probabilidad de que el provecto se complete en
4i) dias. Tambaén prepare un PL que s¢ puede wiilizar para
encontrar la frmyeciona cribica
4 El promotor de an concieno de rock en Indiandpolis de-

bz llevar o caba kas tareas mosiradas en ba bla 19 antes de
cebebrar el conciero (las duraciones estin en dias).

4 Tmce lnred del provecto
b Dewermine ka trayectoria critica,
€ 5i el promotor anticipacio guiere tener una probabili-
dad de 99% de completar las preparaciones el 30 de ju-
nio, Jeudndo debe comenzar ¢l trabajo de hallar un sitio
e el comciena?
d Prepare ol PL que puede ser usade encontrar el
proyecio de rvectona crilsca.

B Considere ks lista (siplificada) de actividades v prodece-

sores en relockn con la construcceon de una casa (tabla 207,

FlGura 40

Red para # probbema 3

Mctvided & L] o
(1 2) 4 B b
(1, 3) 2 B 4
24 1 7 1
(3, 4) b I |
{3 3 5 15 1]
{3, ) 7 18 12
4.7 5 12 9
(5,7 I 3 2
(6, 8 FJ ] L
(7.9 10 20 15
8.9 i 1 ]

TABLA 18

Predecasones

Letwdad Dascripeiin nnedistn d m
A Encontrar el siiio — 1 4 13
B Escontrar a los ingenieros = A | 3 2
L Contratar 2l scio de apertum A . 1] 4}
D Poner asuncios de mdio v TV C | ¥ 2
E Preparr ngentes de baletos A | i 3
F Preparar by relacionado con

la electramica 3 F 4 3
Ui Impromr anumeios L 3 7 4
H (rpanizar el transporie C s 15 1
| Ensayos FH 1 4 1.5
1 Detalles de dhimo minuio | I 3 o
TAaBLA 20

Predecerares Dutsciin

Agiiwdad Oracrigeiin inmedais i
A Construir In cimentacion - §
B Construir paredes y plafones A ]
C Construir ¢l techo B 1o
D Hacer la instalacion eléctrica B 3
H Cobocar ventanas B 4
F Revestr las paredes externas E f
G PFintar la casa CF (]

8 Trace una red de provecto, determine la tryectoria
critics, encuentne ¢l tempa libre total it caila activadad
y determine el tempo libre para cada actividad,

b Supongs que sise contrata o mis trebajadores, s re-
duce In durscion de cada actividad. Los costos por dia de
reducir |a durscidn de las actividades se dan en la tabla
21. Escriba un PL por resolver para minimizar el cosio
total de completar el promeecto dentros de 20 dias.

B Horizon Cable estd a punte de expandir sus ofertas de
TV por cable en Smalliown agregando MTY ¥ ofras estacio-
nes excitantes. Las actividades de b tabla 22 se deben com-
pletar antes de lerminar el servicio de expamsion,
a8 Dibuje la red de provecto v determine n travectoria
critica para la red, el tempo Hbre total para cada activi-
dad ¥ €] tiempo libre de cada actividad
b Prepare un PL que s pusda usar pam encontrar la
trayecioria criticn del provecto,

T Cuando uns empresa de contabilidad suditn una corpo-
racam, ks pramera fase de la auditoria tiene que ver con ob-
tener “conocimienin del negocio™, Esta fase de la suditoria
reguiere las actividades de la tabla 23,
8 Trace ln red de provecto v determine la troyeciona
eritica para la red, el tiemipo libre total pam cada activi-
dad ¥ el Hempo Hbre de caxda actividad. Tambesén prepane
un PL gue s¢ pueda usar parn determinar ln tmyvectoria
critica del provecto.
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TaBLa 21 TABLA 24
Redeciis miainis Redecciss
Casto par cia oe pesibie e 2 Costa por dia de redecir mising prebiz
ey 1 Burmciin dusmcidn de 1 I3 deEaciin de & |3 duracién de
Ketividad de la achvidad aciridad [ﬂl Kecliwidad I aciieidad H!I la actividad [dias)
Cimentacidn 0 4 A 1000 3
Paredes v plafomes 15 i B 80 4
Techi n | C [all] 5
Cableade cléetrico 40 2 D T 2
Wentanas n z E 30 4
Revesumienio 30 3 F 20 4
Pimtura el | G A0 4
TABLA 23 FiIGUuRa 41
PEP——— Resultade de LINDO pars el problems 8
Actwidad Descripiin inmefiatas  (semanaz] . e
. . BURTEST T
A Elqlr estacHmes F Fh - X1 = N2 pm 5
B Conseguir gue ¢l ayunbamienio Loontn L
apruche la :smnsir'lrl A 4 8y - N4 = X8 »= 10
= By - % = ¥% == £
L Ordenar los comvertidores B 3 I HE - M P §
necesarios pars expandar el seracko by W W-omae
[ Instalar nuevas antenas par
e . N : LF GETINUM POUWD AT BTEPF £
E Instalar convertidones C, D 10
F Comvertir el sistema ORIECTIVE FUMCTION WALIE
de facturacion 1] 4 11 36, L20000D
TARTARLE TALIIE REDINCED C1O&T
26 1§, DODEAN 1. 0bedan
Hl T .. 00 D804 . 00OEaa
TABLA 23 2 % . D000 3, D003
a3 13. DOEEaa & 000D
i) 17 . 00E30 % . 10Dl
— — w w x5 13 0BEsa0 #0005
. Pl LAC " # DURL FRICES
A Determinar los tdrminos 1) o ?un;:ﬁ” -!:.um':u::
T M — ml &, 00D =5 300 0EsE
de pul:mrp?m-:ln 3 4i 2., 0005 -1 300008
B Evaluar el resgo de A f 5 PR B_a00 D8
HH o U -] o . 0ODDsE] =1.1000%
controlabilidad v La importanciz = Siiran Siatn
C [dentificacidn de tipo de Y B 00D0E -1 SQ000E
I:I'H.II.'IIEiI:II'!.E ¥ HO. TTERATIONS= 3
erromes posibles A 14
4] Descripcion de sistemas c L RARGES IN WHICH THE BASIS IS THCHANGED
E "|h1ﬁ3:c|ur| de descnpoion ¥ 4 e S
dl:' SiglEmas TARTASLE CUREEST ALIOHKELE ALLSRALE
: . . COEF INCREARE CECERASE
F ":_'"“"“""'7'&“ de controles B E H £ L. GBS0 IMFLRITY R
|m5 XL 1. DESddan IMFINTTY 0. DEsaan
1 1 ¥ p ] a, Gpaaan IHFIRTTY Q. 02a00
G Diseio del método de auditoria F 9 I . 0000 IMFERLTY . e N
x4 4. obSaaa INFINTTY . 00EH3a0
Xl 0. 008Ean THFINITY 0, DFEaan
BISHTHEAND SIDE RASGES
b Suponga que ¢l proyecio se debe completar en 30 e i) ALLOMGBLE ALLIWAELE
5 ENCRELSE DECRER
dias, La durackim de cada actividad se puede reduscir al 1 5?::.;.,_.,_.; T'",.Hm:-,_-,. ,_nﬁgﬂu
ingurrir en los costos mostrados en |a tabla 24, Formule L] B.S0d000 LHF INITY L1.0pozag
. SR - [ i 30000 O, DE3ann A, ORI
un PL que permite minimizar ¢l cosio de satisfacer |a fe- E 10 B3000D P TETY 0 DDbE0
cha limite del proyecio. 1 . 830000 [T #. O063a0
T 5. 930000 B. 3000 IEFTHTTT
B El resultade de LINDC de la figura 41 se puede usar pa- L] 3, 920000 THFINETY EWTTT

ra determinar la ravectona cribea para el problema 5. Ui
lice este resultnde pam hacer [0 sagurente:;
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@ Trace ¢l diagrama de proyecio.
b Determine la longitad de la travectoria critica v kas
actividades crilicas par esie proyech
8 Explique por qué el tiempo libre de una actividad nanca
puesike ser mayor que &l tempo libre total de la ectividad.

10 Un provects esth completo caands s terminan 1as se-
tividades A=E, Los predecesores de cada actividad se mues-
tran en la tabla 25, Trece of diagrama de proyecto apropas-
i, [Mgereacia: no wole la mﬂ'ln 4.1

11 Determine las probabilukades de que 1-2-4 v 1-3-4
sean trayectorias criticas para la figura 37,

12  Dada informacion de la mhla 26, (a) race la red de pro-
yecto apropica v (b)) defermane ln Eravectona critica,

13  El gobserno va a construlr una computadora de alta ve-
locidad en Austin, Texas, Una vez que esté disefinda ln
computadora (D), se poede seleccionar el sitio exacto (5], l
coniratista de comstruecion (C) v el personal operative (P
Una ver selecciomado el sitio, 82 empieza a engir el edificio
(B}, 5S¢ empicea por construar In compuindora (COM) v pre-

TaBLA 28
Achvidad  Prodecesars
A —

£ A

L5 A

D B

E B, C

TABLA 28

Predecanires Mhraciin
ctividad inmeshates idias)
A A 3
B L)
C = 1
0 AR 3
E A, B 3
F B, C 2
L D.E 4
H E 3

FIGURA &3

parar ¢l manual de operaciones (M) sdlo desputs de selec-
cionar @l contratistn. Se poede empezar con la capacilacion
de los operadores de la computadora (T) coando se termi-
nen el manual de operacion y la seleccion de personal. Cuaan-
diov estén ierminados la computadora v el edificio, se podria
instalar ln computadom (T). Entonces se considern opermcio-
nal & la computadora. Trace una red de proyecio que =¢ pu-
daern whlizar para determinar cudndo es opermcional el pro-
yeckn,

M Escriba un programa de LINGO que se pueda usar pa-
ra acelerar la red de proyecto del gjemplo & con o costos
de aozleramiento mostrados en la tabla 14,

18 Considers ¢l dingrama del provecto en la figara 42,
Este proyecto debe terminarse em 90 dias, El diempo

requerido para completar cads actividad se pucde reducic
hasta en cineo dias a costos dados en la tabla 27,

Formule un PL cuya solucion permita minimizar el cos-
tr de completar ¢l proyecio en 90 dias.

1817  Deiermine la ravectoria critica, ¢l tiempa libre to-
tal v el tiempo Hbre parn cada pctividad en las redes de pro-
yecto de las figuras 43 y 44,

FIGURA 42

E30

TABLA ZT
Casto de reducir
la dersciin de e
hctiwidad  wchividsdes por an dia (§)
A 300
B 200
C 150
D 260
I 1210
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Al

8.5 Red de costo minimo para problemas de flujo

Los problemas de tranéporte, asigracion, imansbordo, tayectona mas corta, Aujo miximo
¥ UPM son casos especiales del problema de red de costo mdnimo (FMOOCM), Cualquicr
FMOCM se puede resolver medionte una generalizacion del simplex de transports ama-
do simplex de red.

Para definir un FMOCHM, sea

%y = nimero de unidades de fAujo enviadas del nodo ¢ al nodo § por el arce (4, §)
By = suministre neto {fujo salenie — Hujo entranie) ol nodao §
o = costo de fransportar 1 unidad del Mgo del nodo 7 al nodo 7 via el arco (i, f)
= limite imfenior del fAugo por e arco (i, 1)
isi no hay lmite inferior, sea Ly, = 0)
Ly = limite superior del fujo por el arco (1, f)
(51 mo0 hary limite superior, sea L, = =)

Entonces el FMOCM =2 puede escribir como

min >} Ciy
firhsn lin mrvem
%2 l xy :"__ g =y {para cada nodo ©en la red) (&)
] i
Ly X xy = Uy (para todo arco de la red) 2]

Las restriccionss (8] estipulan que el fujo neto que sake del node § debe ser jgual a b
Las restricciongs (R) a2 conocen como ecuacknes de balance de fujo para bred, Las res-
fricciomes (9) aseguran que el fhgo por cada arco satisfice las restricciones de capacidod
del arco. En los egjemplos anteriores, s¢ establecid que Ly = 0.

Se mostrard que los problemas de transporte v Tujo mdximo son cosos especiales del
proflema de flujo de red de costo rminimo.

Formulacion de un problema de transporte como un FMOCM
Considere el problema de iransporte de Is mbla 28, Los nodos 1 v 2 son los dos puntos de

sumimiztng, y los nodos 3 v 4 gon los dos puntos de demanda. Entonces b = 4, b, = 5,
by = —hy by = —3 Lared que corresponde a este problema de transporte conticne los
areos (1, 30,00, 40, 02, 30 v (2, 4) (wéase la higora 45). El PL para este problema de trans-
porie s¢ podria escribir como se muestra cn la tabla 29,

Las dos primers restricciones son las restricciones de suministro, ¥ ks dos Ghimas res-
trnccrones son {(despues de multiphicarlas por — 1) las restnicciones de demanda. Debido a
que este problema de transporte Bo fiene restricciones de capacidad de anco, las ecuacio-
nes de balance de flupo son las Gnicas restricciones. Se observa que 51 oo estuviera equiki-
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TABLA 28

FIGURA 45
Represenfackin del
problema de transporte
cama un FMOCM

4 (Mode 1)

§ (Mode 2)

[ E]
(Mode 3) {Mode 4)

Parlo de: i i | 'E:: g ! Pusio dc demands |

o
':._J-j‘ Funte & demands 1

TaBLA 29
Regresercacan FMOCM del problema o2 ranspere
mn oy b b w4 Ang 4 dE,

LT Iy L™ Eu | Retliocin
1 1 i 1] - 4 Modo 1
] | | | = 3 Mo 2

=] 1] =1 i = - Moo 3
I =1 i} =1 = -3 Modo 4

Lus vaninhles son no negativas

brado el problema, no se podria formular como un FMOCM. Esto se debe a que si el su-
miinistro total excede a la demanda total, o se sabria con certeza el Mujo neto saliente en
cada punto de suministro, Asi, para formular un problema de transporte (o transbordo) co-
me un FMOCM, podria ser necesanio agregar un punto Reticio,

Formulacion de un problema de flujo maximeo como
un FMOCM

Para ver como se ajusta un problema de flujo maximo en el contexto de Aujo de red de cos-
o minime, considere ¢l problema de encontrar ¢l flujo miximo de la fuente al sumidero
en la red de la figura 6. Después de crear un arco gy que une al sumidero con la fuente, se
tigne by, = b= by = by = b, = (1, Entonces ks restricciones del PL para hallar ¢l flujo
meiximo de la figura 6 se¢ podrian escribir como se mucstra en la tabla 30,

Las primeras cineo restricciones son las ecuaciones de balance de flujo para los nodos
de la red, v las dltimas seis restricciones son las cormespondientes a la capacidad de arco,
Debrdo a que no hay limite supenior en el flujo a ravés del arco artificial, no hay restric-
cion de capacidad de arco para aj.

Laz ecusciones de balance de Mujo en cualguier FMOCM tienen la siguiente propiedad
importante; cada variable x; = fewe wn coeficiente de + 1 en la ecuacion de balanee de [Tu-
Jo del nodo i, un coeficiente de =1 en la ecuacion de balanece de flujo del nodo | v un coe-
Sietente de () en los o ecuaciones de balanee de flujo. Por gjemplo, en un problema de
transporte, la varable r; wendrl un coeficiente de +1 en la ecuacidn de balance de flujo
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TABLA 30

Represaetzciin FMOCM dal prabiens fe fajy misim

B
I

Basiriceiin

Modo 5o
Moo |
Modo 2
Nodo 3
Mo 5i
Arco (5o, 1)
Arco (5o, 3)
Arco (], 3)
Arco (1, 2)
Arco (3. &)
Arco {2, 5 )

'y
3
y
g
4
4
F

e
|
1
-

2O O O = O

e e R T e s TR s s
O
R R I R
Ll = N L e B R e ]
EEIIEIDEILDHDD

[=1— I — W — B — N — I — ]

1T T O O I (O 1|

(RS S R -

=
=

a 1
Toddas las variables son no negativas

para el punto de suministro §, un coeficients de —1 en la ecuacitn de balance de flujo para
¢l punto de demanda § v un coeficiente de 0 en la otras ecuaciones de balance de flujo, In-
cluso si las restricciones de un PL al parecer no contienen las ecuaciones de balance de flu-
jo de una red, la transformackon infeligente de las restricciones de un PL muesiran a menu-
dor que un PL es equivalente o un FMOCM (véase ¢l problema 6 al final de esta seccidn).

Un FMOCM se puede resolver mediante una generalizacion del simplex de transporte
conocido como el algoritme simplex de red (véase la seccion 8.7} Igual que con el sim-
plex de transporte, los pivotes en el simplex de red tenen que ver s6do Con SUMas v restis,
Este hecho se puede usar para demostrar que si kas §; v las capacidades de arco son ente-
ros, entonces en la solucion dptima para un FMOCK, las variables serin ndmerns enferms.
Los coadigos de computadora que utilizan el simplex de red pueden resolver con rapidez
incluso problemas de red extremadamente grandes. Por ejemplo, los FMOCM con 5 (00
nodos ¥ 600 000 arcos se han resuelto en menos de 10 minutos. A fin de usar un codigo
de computadora pars el simplex de red el usuario sblo necesita introducir una lista de no-
dos y arcos de Ia red, las oy v 1a capacidad de arco para cada arco v las b, para cada nodo.
El simplex de red es eficaz v ficil de usar, asi que es muy importante formular un PL, s
es posible, como un FMOCM,

Para cerrar esta seccidn, se formula un problema simple de asignacidn de trifico como
un FMOCM.

FMOCM de trafico

Cada hora, un promedio de 900 sutoméaviles entra a la red de la figura 46 en el nodo 1 ¥
busca viajar al nodo 6. El iempo que tarda un automdvil en recorrer cada arco se muestra
en la tabla 31, En la figura 46, ¢l ndmero arriba de coda arco s el ndmero médxime de au-
tomdwviles que pasan por cualguier punto en el arco durante un periodo de wna hora,
Formule un FMOCM que minimiza el tiempo total requerido para gue kos automiviles via-
jen del nodo 1 al nodo 6.
Sea
Xy = miimero de awtomdviles por hora que cruzan el arco del nodo § al nodo §

Enfonces sc guiere minimizar

2= 10x; + S0y + Txgs + Mrgy + sy + gy + 60x, + 60ryy + 10xy,
Se tiene que by = WM, by = By = by = by = 0, v by = =900 (no 3¢ introduce ¢l arco ar-
tifictal que conecta el nodo 6 con el nodo 1), Las restricciones para este FMOCM se mues-
tran en la tabla 32.
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FIGURA 46
Aepresentaciin del
gjemplo de trifics

como FMOCM

TABLA 31

Tiempas de wae pana ol
aiemgha de vifics
Tampo
Ay (i les |
{1.2) Lk
(1, 3 |
(Z 5) T0
{2, 4) 30
(%, Bl 0
{4, 5} 30
4, &) il
i3, 5} 411
(%4 10

TABLA 32

Dpvstacke ot B B & M M W e M ST

_—T_ 1 B0 0 i 8 0 0 = 900 Nodo |
-1 0 1 1 N 0 6 0 0 = 0  Nodo?l
5 - a0 | 1 6 0 b = 0  Nodo3
6 0 -1 0 1 i | 1 0 = 0 Nodod
6 0 o -l | R 0 | = 0  Nodo S
il 6 0 0 0 0 0 | | = =00 ‘Nodo®

1 0 0 0 0 0 0 0 0 = B0 Arco(l.D)

il | 0 0 o 0t b0 b = 600 Arcoe(l, 3)

[} ] | 1] [1] [1] 1] L1] 1] = 511 Arco (2. 4)

i i iy i 0 i i 0 i = i (il Aurco (2, 5)

6 0 0 0 | o 0 0 0 = 00 Arco (3, 4)

0 i} 0 0 1 0 L] L] = AHy Arco (3, 5)

0 6 0 o o i 1 0 0 = 600 Arcold, 5)

9 o 0 0 0 0 0 1 0 = 400  Arco(d 6)

6 0 0 @ 0 i a0 | = 600  Arco(5, 6)

Solucién de un FMOCM con LINGO

Tralfic.Ing El siguwiente programa de LIMGD {archivo Traffic. Ing) se puede usar para hallar la solu-
crin Gptima del gjemplo T (o cualgquier FMOCK),
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BIDEL
11 SETS:
2] HICESSL. . 6S :SUFP;
1] ARCE [RODES, RODES) /1,2 1.3 X4 2.5 3.4 3.5 4.5 4,68 5,6
4] :=CAF,FLOW,TOET;
5] ENDSETS
€] HIN=@S{KRCE : OO5T*FLOW) ;
7] GFORARCE(T, I -FLOWIT, Jh2CRPIT, T80 -
8] SFOR[RODES (T) | -S5O ARCS) (7. Th | FLOW 3, I1k
9] «HSIM{ARCE (T.J) : FLOWI T, J) F=B0EF{ L] |2
187 DORTA:
11] O0ET=10.5%0.30.70,10,€0, 30, 60,30;
12] =UFP=9300,0,0,.0,0,=900;
131 CAP=#GD, 400,800,100, 300, 400, 400, 400, 600,
14] ENDDATA
XD

En la linea 2, se definen los nodos de la red y se asocia un suministro neto (fujo salien-
te = flujo entrante) con cada nodo, Los datos de suministro se introducen en la linea 12,
En la linea 3, se define, listando los arcos de la red v en la linea 4 se asocia una capacidad
(CAP), un flujo (FLOW) v un cosio por unidad enviada (COST) con cada arco. Los datos
de costos de envio unitarios s¢ introducen én la linea 11. La linea & genera la funcion ob-
jetivo sumando en todos 1o arcos (costo unitario por arce)®( Aujoe a través del arco), La li-
nca T genera la restriccion de capacidad de cada arco (los datos de capacidad de arco se
introsfucen en la linea 13). Para cada nodo, las lineas B v 9 generan la restniccion de con-
servacidn de flujo, Implican que para cada nodo 1, = (Aujo hacia el nodo 1) + (Aujo salien-
ie del nodo [) = suministro del nodo ). Cuando se resuelve en LINGO, se encuenira que
la solucidn para el ejemplo T es 2 =03 (00 minuios, x;; = T, £ = 200, x5y = 6K, 135
= [, xyy = 200, 145 = 400, x4 = SO0, x5, = SO0,

El programa de LINGO se puede usar para resolver cualguier FMOCM. Sélo introduz-
ca el conjunto de nodos, suministros, arcos v el costo de envio unitano; tecles GO v jlisto!

PROBLEMAS

Nowa: para formular un problema como un FMOCM,
s debe trazar la red mmpiada y determinar las oy, las
b, v las capacidades de arco.

Grupo A

1 Formule ¢l problema de encontrar la tryectonia meés cor-
ta del nodo 1 al & en la figara 2 como un FMOCM. (Suge-
rencia: piense en hallar b rayectona mds corla como el pro-
blema de minimicar el costo total de emaar 1 onadad de flupo
del nodo | al nodo 6.)

2 3 Encuentre ¢l dual del PL que se ush para determimar
la bongitud de ks trayectoria critica para el &jempls 6 de
la seceidn 8.4,
b Muesire que |a respuesta del inciso (a) 25 un FMOCM,
€ Expligue por qué el valor dptimo de la funcida obje-
tive para el PL encontrade en el mciso (2] es la tnecio-
ria mis karpa en ka red de provecto del nodo | al nodo &,
APor que esto justifica la afirmaciin anterior de que |2
trayectoria critica en una red de proyecio s la myectona
mis karga del nodo de inleio al podo terminal?

3 Fordeo produce sutomdviles en Detroit v Dallas, La plan-

ta de Detroit puede producir $500 sautomedviles v ba planta

de Drllns puede producir G000 aumomdvibes. Productr un aw-

tomedvil cuesta 32000 en Detroat v $1800 en Dallas. Los
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asormdriles s deben emviar a ires cisdades. La cnsdad 1 de-
be recibir 500K sutomdnales, bn ciudad 2, 4000 v la cisdad 3,
M), El costo de erviar un aulomdvil de cada planta 2 cada
ciudad == da en la tbla 33, A ke sumo se debe enviar 2 200
auioarsdwvibes de una plants & una cindad. Formude wn FMOCM
que s pusda user para munimizar & costo de satsficer o de-
marxia.

4 Cada afio, Data Corporal produce unas 400 computado-
s en Bostom v 300 en Baleigh. Los clientes de Los Ange-
ks deben recibir 400 computadoras v a los clientes de Aus-
tin 22 les deben suminisirar 300 computadoras. Producar
una compatadorn cuesta 5800 en Boston y $900 en Raleigh.
Las computadoras se transporian en svidn vy se poddrian en-
viar por Chicago. Los costos de enviar una computadomn
enire pares de ciudndes s muestran en la fabla 34,

A  Formube un FMOCM que se puede usar para minimi-

zar ¢l costo botal (produccion + distribucion] de satisfa-

cer |la demanda anual de Data Corporal.

TABLA 33

A 15
Oe Csiod 1 Ciodiad 7 Chuddad 3
Deetroit 00 00 300
Dallas S0l 200 200




TABLA 34

i g
i) Dhizage estn Lo ngeien
Baoston Rl 220 |
Raleigh 100 140 170
Chicaga - 44 |}

b o modificaria ka formulacein del inciso (a) s a o
sumn s¢ padicrn emviar 200 unidades via Chicago? | Sige-
remain: Epregue um modo y un arco & ka red del inciso (a).]

§ Oilco tiene campos petroleros en San Diego v Los Ange-
fes. Bl camipo de San Diego tiene una capacidsd de 500005
barriles por dis v 2l de Los Angeles produce 400 (0K barn-
les por dia. E] petrddes s eivda de los campos 4 usa refine-
rin, ¥ya s=a en Dallas o Houston (suponga que caila refineria
e capacidad ilimitada). Refinar 100000 barriles cucsta
5700 en Dallas v ME) en Houwsion, El petrdden refinadoe
s eaviia & los clientes de Chicago v Nuoeva York. Los clien-
fes de ﬂ_—hic;pa reguieren 400000 barmles por dia v los
clicntes de Mueva York requicren 300000 barriles por dia
Laos costos de eoviar 100 D barmles de prl.rr.llal.r {refenado
o ensda) entre ciodades se muestra en la fabla 33,

& Formule un FMOCM gue se pueda usar para deter-

minar cémo minimizar el costo total de satisfacer las de-

mitnidas

b 5i cwda refineria tiene una capacidad de S04 (K0 ba-

rribes por dia, Jedmo se modificania la respuesta del imci-

so ()T

Grupo B

B ‘Workco debe temer el siguicnie ndmero de trabajadores
daspomibles durante kos tres meses sigmendes: mes 1, 20; mes
2, 16 mes 3, 25. Al comienze del mes 1, Workeo no bene
rabajadores. A Workoo le cuesta 5100 contratar un trabaga-
dor y 350 despedirte. Coda tmbsjador recibe un salano de
S14mes. Se mostrard que ¢ problema de determinar una
estmtegia de contrato v despicdo que minimiza el costo folal
en que 3¢ incurte durante |os nes meses siguientes (o en ge-
neral, bos m sipuienbes) se pusde formular como an FRMOCM,
2 Sea
iy = namero de trabajadores contratados al comienzo
del mes i y despedidos despuds de irahajar hasta
el fin del mes j — |
{si J = 4, nunca s¢ despide al tmhajador). Expligue por
qut el siguienie PL produce una estrategia de contrata-
clon v despido de costo minma.

TABLA 35

i[5
1] Dallss Higitde Ruigan ik Chaagu
Los Angeles 30H0 1o
San Deepo 420 L] — —
Dallas - 450} 550
Hinsston — — 470 330

8.5 Raf de coshe miting pars prablemas de fujo

mim £ = HMxyx 4+ 13 + 1n)

T I'l.h:}l.l” T I T Xy TIn +X3q F Xyl

+ i'q{l'l_.i'”r + Xy + Tl

+ 28Ky + wag) + 450,
L (1) e+ x5+ 14 = =
(Restriccidn ded mes 1)
[ZI Kppn T X+ ¥y T Hag— 83 = [ ]
(Restriceion del mes 1)

— - 15

(Restriccion del mes 1)

Xy = 0o

3} x5+ Kyg T Xya

b Para obtener un FMOCM, sustiioyn las restnogiones
el ineisa (a) por

i Restriccion (1)

i Regrccwn (2) = Bestriesion (1)

il Resimccida (3 — Restricsion (2);

W — (Restriceiom (31)
Expligue por gué an PL con restricciones (ij-(iv) es un
FRIOHCM
£ Trace la red gue correspande ol FMOCM obenido en
lIn respuesta del imcezo (h).

r Braneasi Airlines debe delermmnar cuantos aviones dé-
ben servir ¢l corredor séreo Boston-Mueva York-Washingion
y gque voelos lbevar a cabo. Braneasy podria hacer cualguie-
ra de los vuelos dianos mostrados en la tahla 36, E] costo fi-
jo dee operar an acropiano o S200dE. Formule un FAROCM
que permita maximizar las ganancias dinnas de Braneast
[ Sirgerencia: Cada nodo de la red representa una ciudad v
un tiempo. Ademshs de los arcos que representan los vielos,
s¢ debe considerar In posibaladad de que 1 seroplano per-
manczca en ¢l mismo sitio durante uma hora o mas. Se de-
be asegurar que e modelo incluya el coslo fjo de operar un
avidn. Para inclair este costo, se deben incloir bos tres ancos
siguientes en la red: De Boston 7 pom. o Bosion 9 am; de
Mueva York 7 pom. a Noeva York 9 am., v de Washington 7
& a Washington 9 a.m.)

B Daisymay Van Line transporta personas entre Musva
York, Filadelfia ¥ Washington, [LC. Una camsonizta tards un
dia en viajar cntre cuabquicr par de cstas ciudades. La com-
rqﬁ:i.q incurre en costos de 51 por dia pars ona camione-
tay con carga completa v haciendo su recorrido, S50 par dia
pars una camionela vact que hace ¢l recormdo, $ 0 pe-
e unn camionetn llena que permancce en una cudad v
S400/dia pars una camionela vacia que permanece en una
ciilad. Cada dla de la semana, se deben enviar las cangas
descntas en ln tabla 37, El lunes, por gjemplo, se debe en-
viir dos camipmetas de Filadelfia n Mueva Yook (llegando g
miartesh Tambadn, dios camennetas deben ser enviadas de Fi-
ladelfia a Washington el viernes (suponga gque los envios del
viernes deben legar el Junes). Formule wn FMWMOCM que
permita mimimiar el costo de sabisfacer los requenmienios
semanales. Para simplificar la formulacidn, suponga que
los requermmientos s repiben cada semana. Emoness, pane-
ce plousibie suponer que cunlguier de bes camicnetas de o
compadits comensars cada semana on b misma cludsd en
Ia que empezaron la semann previa

YEzip problema s bt en Glover er af, (198X,




TaBLA 38

| — ngreses par  (Costo variable
Ciudadd Hea Cudad Hara Wi de weeln (5}
MY 0w Wash. 10 A 900 SRl
MY 2 R, Wash, EN.ITR S0 350
MY 10 . Has, 11 ame LRO0 i)
MUY 4 pw, Baos, 5 pm §1:200 450
Wash, 9 aM, N.Y. 10 a.me, £1 100 $0)
Wash. ER TN MY 4 pa 000 EL ]
Wash, 10 4.8, Bas, medaosdia §1.500 T}
Wash. S Em Baoa. T Es %1800 S}
Bas, 10 A m. MY, Il aa, 0 Sy
Bos. 2 rM MY 3 P, SR00 450
Haos, 18 Amii Wash, | P, 1100 [+ 111
Baos. ENATE Wash, 5 pm, 51 200 G50
TaBLA 3T
Yam Loy Maes Mo Jums Ve
Phil -M.Y, 2 — — - —
Phil —¥Wash, — 2 e — 2
M.Y.<Phil, 3 i -— - -
M.Y.-Wasgh — — 2 2 —
M.Y.=Phil, 1 = — - -
Wash MY —_ — 1 — 1

8.6

Problemas de drbol de expansién minima

Supbngase que cada arco (F, /) en una red bene una longitud asociada v que el arco (i, f) re-
presenta una forma de conectar el nodo § al nodo f, Por gjemplo, si cada nodo de una red
representa una computadora en la universidad estatal, entonces el arco (7, /) podria represen-
tar un cable subterrines que conecia la computadora § con la computadora §. En muchas
aplicaciones, se desea determinar el conjunto de arcos de una red que conecta bos nodos tal
qui s¢ minimiza la suma de la longitud de los arcos. Es evidente que este grupo de arcos no
debe comtener ningun bucle, (A un bucle a menudo se le llama fravectoria cermeda o ciclo.)
Por cjemplo, en la figura 47, la secuencia de arcos (1, 2342, 313, 1) cs un bucle.

DEFINICIGON & Pama una red con p nodos, un drbol de extension es un grupo de o — 1 arcos que

FIGURA 4T

Ihastraciin del bucle

y o drbol de
Expangiin minima

conectan los nodos de la red y no contiene bucles, =

4 (1. 2T, 3p=(3, M
T s un bacle
(L2 Nl
dirteod de enpansida mirima

gariterey B Modelos de rad



En la figura 47, hay tres drboles de expansion:
1 Arcos(l, Z) v (2, 3)
2 Arcos(l, 2)y (1, 3)
3 Arcos(l,3)v(2 3}

Un drbol de expansian de longitud minma en una red 25 un drbol de expansion mininma
(MST, por sus siglas en inglés). En la figura 47, ¢l drbol de expansion que consiste cn los
arcos (1, 3} v (2, 3} e= el dmico arbol de expansion minima.

Ez posible usar el método siguiente (algoritmo MST) para hallar un drbol de expanzidn
MuiTma,
Pasa 1 Comience en ¢l nodo i, v una &l nodo i con el nodo de la red (ldmelo nodo §) que
esté mis cercano al nodo §, Los dos nodos § v § abora forman un conjunto conectado de no-
dos O = i, f1, v el arco (i, /) estarh en ¢l drbol de expansion minima, Los demsds podos
de la red (limelos C°) s conpcen como conjunio desconeciads de nodns.
Pase 2 Ahora elija un miembro de O (lamelo 7)) que sea ol mis cercano a algin nodo
en . Sea o gl nodo on O que sea ol mas cercang a 7, Entonces ¢l anco (s, #) estard co ¢l
drbol de expansion minima. Abora actualice O v C°. Debido a que & ahora estd coneciado
a {f jt, Cahora gs igual a {{, §, v} v se debe eliminar el nodo »# de C°,
Pasod Repita este procesoe hasta que se encuenire un drboel de expansion minima, Los en-

Izces para el nodo v el arco mds cercanos que se incluirin en el drbol de expansiin mini-
ma s& pueden romper de manera arbitrana.

En cada paso el algoritmo elige el arco mis corto que se puede usar para expandir C, asi
que suele hacerse refercncia al algoritmo oomn “vido™, Es notable que ¢l acto de ser “avi-
do™ en cada paso del algoriime nunca puede obligar después a seguir un “mal arco™. En el
ciemplo | del capitule 9, se vera que para cieria clase de problemas, es posible gue un al-
goritmo dvido jno produsca una solucitn dptima! En el problema 3 se da woa justificacidn
del algoritmo MST al final de csta scocidn. En el ejemplo 8 se ilustra el algorifme.

Algoritma MST

El campus de la universidad estatal ticne cineo microcomputadoras, La distancia entre ca-
da par de computadoras (en cuadras de la cisdad) se da en la figura 48, Las computadoras
deben estar interconeciadas mediante un cable sobterrines, [Cudl ex La longitud minima de
cable requendo? Obsarve que 51 no S¢ fraza NINEUN Arco Qe conecte un par de nodos, es-
o aipnifica que (debido a las formaciones rocosas sulvterrineas) no &¢ pucde tender un ca-
hle entre estis dos computidons.

Salucién  Se desca cncondrar el drbol de expansion minima para la figora 48,

Heraclin 1 Siguiendo el algontmo MST, se elipe 4in ninguna razon en particular comen-
zar en €l nodo 1. El nodo mas cercano al nodo | os ¢l nodo 2, Abora O = {1, 2}, " = {3,
4, 5} vel arco {1, 2) serd el drbol de expansion minima {véase |a fgura 4%a).

Meracidn 2 El nodo 5 e el mis cercano (dos cuadras de distancia) a O, Debido a que el
o 5 estd a dos cusdras del nodo 1 v del nodo 2, se podria inchair el arco (2, 5o ¢l ar-
oo (1, 5% en el arbol de expansion mimma. Se elige de manera arbitraria mchor el arco {2,
5L Entonces O = {1, 2, 5} v O = {3, 4} {véase la Aigura 49%).

Herachin 3 E! nodo 3 esta a dos cuadras del nodo 5, asi gue se podria imchor el arco {5,
33 en el drbol de expansidn minima, Ahora O = {1, 2,3, 3] ¥ ' = 4 (véasc la figura 49¢).
Heracién 4  El nodo 5 ¢35 el mas proximo al nodo 4, asi que se agrega <l arco (5, 4) al ar-
bl die expansiin minima (véase la fiura 49d)

Ahora se tiene ¢l drbol de éxpansidn minima que consta de los arcos (1, 2}, (2, 53,05, 3 v
(5, 4). La longited del drbol de expansidn minima es | + 2 + 2 + 4 = 9 cuadras.
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FiIGURA 48

Distancias eatre las
camputadoras die la
universidad estatal

[ B

o= i
B leraciito |
" C o= [LEES Low sgonw £, 70,42, 5008, 3

= (4] w8, 4) s el MST
FiIGURA 48
Algwitmo MST para
o Ejemplo be lag

m £ leescuin 3 d  lzmuvind, s« cmeaini <] MET
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PROBLEMAS

Grupo A

1 Las distancias {en mallas) entre las ciodades de Indiana:
Gory, Fort Wayne, Evansville, Terre Haute v South Bend, se
muestran en |a tabla 18 Es necesanio consinuir un sistema
estatal de carreterns gue una todas estas cindades, Suponga
que por rzones politicas no es posible construir uns carre-
tern que una a Gary y Fort Wayne, ¥ tampoco una carreiern
que ana 3 South Bend ¥ Evansville, pCuk] &3 la longined mi-
nima &2 la carretera requerida’

2  Laciudad de Smalltown consiste en cinco subdivisionss.
El alcalde Jhom Lion quiere construlr lineas tebefinicas para
asegurar que |as subdivisiones se puedan comumcar entre s1.
Las distancias entre las subdivisiones se dan en la figura 30
JCuhl es la longined minima de la lines teleffnica requerida?
Supongi que entre las subdnisiones | y 4 no se puede cons-
truir mingura linea selefinica.

Grupo B
3 En esie problema, se explica por qué funcions el algorit-
mer MST. Definn
5 = drbol de expansidn minima
Cy = los nodos conectados después de completar
la beracitn § del slgoritmo MST
C, = nodos no conectados después que se completé
|a Meracion odel algentmo MST
A, = conjunte de arcos en el drbol de expansion
minima después de completar | eraciones
del algoritmo MST

TABLA 38

Fart Terr  Sauth

Bary Wame  Eonedle  Masle  Bend
Bary 132 217 164 58
Farl Wayse 133 - 290 201 19
Evarsville 217 200 — n: M3
Terre Hawte 164 21 113 - I
Sputh Bengl k1, ™ 303 196 —

FicGumra 50
Aed para e problema 2

Supdagase que ¢l algoritmo MST no produce un arbol de
expansiin minima. Entonces, para alguna ¢, debe ser el -
g0 que todos bos arcos en 4, estin en S, pero el arco cle-
gido en la teracsin 1 ([limelo a,) del algoritmo MST o es-
& en 5, EmSmﬂmmallﬁmd gue Heva de
un nodo en C,_y 8 un nodo en - . Muestre que sustituyen-
do el arco a; con el arco a, s¢ puede oblener un drbol de
expansiin més corte que 5. Esta contmalccrin demuestra
gue bos arcos elegidos por ¢l algoritmo MST deben estar en
5. Asi, el algoritmo MST de hecho encuentrn un arbol de
EXPANSION i
4 @ Tres ciudades estin en los vérices de un miingulo

equiliters de longitud wnitara, Las asrolineas Flymg

Lion mecesita suministrar servicics de conexifn entre es-

s tres ciodades, jCud] & la longited minma de las dos

rubas Necesarias para surministrar el servicio de conexidm?

b Ahor suposga gue Flying Lion agrega un nodo al

“pentro” del trangule equilitere. Musstre que la longi-

itud de las ruias necesarias pars conectar las tres ciudades

dusmanuyd en 13%. (Moo %2 ha demostrado que s im-

portar cuimios “nodos” s agregeen ¥ cuintos puntos de-

ban conectarse, nunca ¢ puede shorrar méds de 13% de
la dhistancia bolal necesarsa para. “sbarcar™ kos punios on-
ginales afiadiendo nodos. )"

8.7 Método simplex para redes’

En esta seccidn, se describe como se simplifica el algonitmo simplex para problemas de
fujo de red de cosio minimo (FMOCM), Para simplificar la presentacion, se supone que
para cada arce, Ly = 0. Entonces la informacién necesaria para describir un FMOCM de
la forma (B}-(9) s¢ podria resumir en forma grifica como en la figura 51, Para cada arco,
¢y 5e denota con el simbolo §, y el otro nimero en cada arco representa el limite supenor
del arco (L), La by para cualquier nodo con flujo saliente distinto de cero se lista enire pa-
réntesis. Asi, la figura 51 representa un FMOCM concpz = S s = Lo = 4, 005 = 8,

"Beasadio en Peterson | 1990},

Esa seocitm cubre lemas que se podrian omitic sin pérdida de continuidad.
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FiGura 51

Representaciin grifica
de un FMOCEM

FIGURA B2
Ejempio de un FMOGM

iy

4

Hi 54
- T

“-\\ 510
4 57
Y

€ia= T = 10 =5,y =10, by =dbym =3 by= ~d by= =T, Upp =4, Loy =
i, U5 = 1, Lss = 5, Uy = 4, Uy = 5, Ugs = 5. Para ¢l simplex de red que se usard, so
debe tener Zh = [ normalmente esto se puede asegurar afisdiendo un nodo ficticio,

Recuerde que cuando se utthza ¢l método simplex para resolver un problema de trans-
porte, se simplifican los gignientes aspacios del algoritmo simplex: hallar wna sobocwn fac-
fible hisica, culcular el coeficiente de una variable no basica en el renglon O v pivotear.
Ahiora se describe cimo se simplifican estos aspectos del algoritmo simplex coando s¢ e5-
i resolviendo un FMOCM.

Soluciones factibles basicas para problemas de flujo de red
de costo minimo

ACGmo 2 determina s wna soloesbn factible para un FMOCM es una sfh? Comicnce por
ohservar que cualguier sfb para un FMOCM confendra tres tipos de variables:
1 Variables hisicas: en susencia de degenercion, cada variable bisica r, stisfard L, <
xy <2 Ul con degeneracidn, es posible que una vanable basica x; sea igual al limite supe-
por o inferior del areo (), /L
2  Vanables no basicas x;: éstas son iguales al limite superior U del arco (i, j).
3 Varables no bisicas xc éstas son iguales al limite inferior Ly, del arco (i, 7).
Supdngase que se esta resolviendo un FMOUM con n nodos. Para reésolver un
FMOCM, considere las i restricciones de conservacion de flujo ¢ ignore las resiricciones
de limite superior ¢ inferdor {por razones gque pronbo seran evidentes). Como en ¢l proble-
ma de transporte, cualguier solociin que satisface v — | de las resiricciones de conserya-
cidn de fhajo satisfard de maners automdtica 1o dltima restriccidn de s conservacion de fu-
Jo, asi que se podria climinar tal restnccién. Este significa gue una sth para un FMOCK]
de m nodos tendsd o~ | variables bigicas. Supdngase que se elige un comjunto de n = |
variables (o arcos). (Como se determing &1 este comjunto de 7 — | vanables produce una
solacidn factible hisica? Un conjunto de s — | vanables produce una &fb si v s6lo s los
arcos que corresponden a ks variables hisicas forman un arbol de expansion para la ned.
Por ejemplo, considere el FRMOCK de la figura 52. En la figura 53, sc da una sib parz ¢s-
fe FMOCM. Las variobles bisicas son x5, Xys, 535 ¥ 54e. Las variables x5 = Sy xy = 4
son variables no basicas en su limite supersor. (Este tipo de vaniables se indican por arcos
de linea discontinua. ) Debido 8 que los argos (1, 3), (3, 53, (5, 2) v (4, 5) fooman un drbol

(AL} 10
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FIGURA 53

Bemplo de uma s
para sn FMOCM

{141} ﬁ ! @ : =11}

de expansidn {los arcos conectan los nodos de la grafica v no contienen ningin ciclo), se

sabe que ésta ez una sfb, Como se verd pronto, una sib para problemas pequenos 4 mene-
do se puede obtenér por pruecha v ermor.

Cilculo del renglén 0 para cualquier sfb
Para alguna sfb particular, jcomo se determina el cocficiente de la funcion objetive para

una variable no bisica”? Suponga que se elige de manera arbitraria eliminar la restriccidon
de conservacién de flujo para el nodo 1. Para una sfb dada, sea cgoB" = [ w

¥al. Cada variable x, tendri un coeficiente + 1 en la restriccion de flujo del nodo ¢ y un coe-
ficiente — 1 en la restriccion del nodo 7, 5i se define v, = 0, entonces el coeficiente de x,
en el renghon 0 de un tableau determinado se podria escribir como & = ¥, — ¥ = ¢y Ca-
da variable bisica debe tener & = 0, de modo que se puede determinar vy, va, . . ., ), T
solviendo al siguiente sistemna de ecuaciones lineales:

vy =0, w— ¥ =e¢; paracada variable bisica

Las vy, v, - . ., ¥, que comesponden a una st se Haman multiplicadores simplex para la sth.
LJO0mo se determing si una 5fb es optima? Para que una sfb sea Gptima, debe ser posi-
ble mejorar {disminuir) ¢l valor de = cambiando el valor de una variable no bdsica. Obser-
ve que £y = 0 51y 500 51 incrementando x; no disminuye z. También observe que &, = 0
si ¥ s0lo si disminuyvendo x, no disminuye 7. Estas observaciones ¢ pueden ulilizar para
mostrar que una sfb es Gptima si v solo si se satisfacen las siguientes condiciones:

1 5iuna variable x;, = L. entonces un incremento en x;; no produce una disminuciin ¢n
z. Asl, si xg = Ly v 1a sfb es dptima, entonces se debe cumplir &, = 0.

2 5iuna variable x, = U, entonces una disminucion en x; no produce una disminucion
en z. Por consiguiente, x; = U; y la sfb es optima, entonces se debe cumplir que & = 0.

i las condiciones 1 ¥ 2 no se cumplen, entonces se puede mejorar = {exceptuando la
degeneraciin} pivoteando en la base cualquier variable no bdsica que viole cualquiera de
las condiciones. Como ilustraciom se¢ determina el coeficiente de la funcion objetivo para
cada variable no bédsica en ¢l tableau simplex que corresponde a la sfb de ta figura 33, Pa-
i ENCOMITAT ¥y, V3, ¥, K4 ¥ ¥e, 56 resuglve el sigurente conjunto de ecuaciones;

mpi=lh n=pB=k np—rx=4 Bm—n=7, H-ymu=3

Las soluciones a estas ecuaciones son vy = Dowa = =13, s = 12, 0= —16, ¥y =
— 19, Ahora se “valorn™ cada vanable no hisica v se obtiene

Fr=wm—wm—cp=0-(-13)-10=3 (Satisface la condicidn de optimalidad
para la vaniable no bisica
en ¢l lHmite superior)

fu=m W= cu=0—(—-l6)—6= 1] (Satisface la condicién de optimalidasd
para la vanable no higica
en el limile superior)

B.7 Witedo simples pan rdes 461




FiGuRa 54
El cicle (3, 4], (4, 5),

(3, 5} #yuda o
pivoten en &y

Fra ™y~ ¥~ = =12~ (=13}~ 2= ~1 (Saisface la condiciin de oprimalidad
para la vanable no bdsica

en el lmite inferior)

fag =2 — ¥y — = —12—(—16)—31=1 (Viola las condiciones de optimalidad
para la variable no bisica

en el limrte mtenor)

Debido o que &34 = 1 > 0, cada unidad por la que se incrementa ¥ (T34 e3th en su l-
mite infienior, asi que es cornecio incrementarla} dismimave a 2 en una unidad, Entonces, s
puede mejorar 2 introduciendo o4 en la base, Observe que si una variable no bdsica 1, en
su limite supenior tuve £y < 0 enfonces se podria disminoir 2 introduciendo x; en la base
y disminuyendo x, Ahora se muestra que al resolver un FMOCM, el paso de pivoteo se
lNeva a cabo casi por inspeccion.

Pivoteo en el simplex de red

Coma &2 maostrd, pars la sfb de la figura 53, s2 quiere introducir x4, ¢n I base. Para hacer
osto, ohserve gue 5 s agrega el arco (3, 4) al comjumn de arcos que corresponden al con-
jurto aetual de variahles basicas, se formard un ciclo (o bucle). Para introducir xy, en la ba-
s, oiiseTve que Xy = (0 estd en su limite inferior, se quiere IMcrementar ¥, Suponga gque se
intenta incrementar xuy, por B, Los valores de Las varighles después que xy; 5o introduce en
la base s¢ podria encontrar invocando |as restriccionses de conservacion de flujo. Eo |a figu-
ra 54, sz encucntra que ¢l arco (3, 4], (4, 31 v (3, 5) forma un cicle, Después del pivoten, las
variables que cormesponden a bos arcos que no estin en &l ciclo permanecerin sin cambio,
pero cuando s¢ fija 1y = 8, canvbian los valores de las vanables goe corresponden a Los ar-
cos del ciclo, 51 se fja ey = 6, se incrementa & fupo hacia el nodo 4 por 8, asi que ¢l fAujo
salienie del nodoe 4 debe incrementarse por 8, Esto requicre 3y = 4 + 8, Debido a goc el
flupo hacia el nodo § ahor se incremento por §, la conservacion de flujo requiere que xag =
| = &, El pivoleo deja a las otras variables sin cambio, Para encontrar los ouevos valores de
las variables, observe que s quiere Incrementar T, Walo como sea posthle. 5e puede incre-
mhetitar ¥y, hasta el paslo dopde ona variable hisiea obtiene primens su limile sepenor o ins
ferior. Asi, el arco (3, 4) moplica que 8 = 5] el arco (3, 5) requiere que 1 — 8 = 0, o bien,
8 = 1; el arco (4, 5} requiere gue 4 + 8 = 608 = 2. Asi que lo mejor gue se pusde hacer
es fijar @ = 1. La variable bisica que llega primero o su Hmite supetior o infedor cuando se
merementa 8 s¢ elyze que salga de 1a base (en o caso de un empate, se puede elegir de ma-
nora arbhitraria la variable saliente). Ahora xae sale de I base, v la noeva sfb ze moesira en la
figura 35, El drbol de expansidn que corresponde al conjunto actual de vanables bisicas es
{0, 30,03, 4,04, 53) v (2, 5). Ahora se caboula ¢l cocticiente de cada vanable no hdsica en b
rengldn 0. Para empessar, se respelve el siguiente conjunto de ecuachones:

w =1, Tl Tl 8 ¥a—W=3, ¥~ ¥ =06, Ya— ¥ =13
Estodaw = 0, y; = =12, ™= =2 py= =15, ¥y ¥ = =18,
Las vanables no basicas gue actualmente son iguales 3 sus limites supenores tendran
coeficientes de rengldn O de

Fp=0—(—12)—10=2 y Zu=0—(-15-6=29

ckritore B (Moo e md



FiIGurRa 55
Nueva sih [8 = 1)
después que

0 introduce iy,

¥ sale gy

Las varables no basicas que actualmente son iguales a sus limites inferiores tendrin coe-
ficientes de renghin 0 de

l=|_l=_:|2_1_|1]_2=_: i E]J=_!1_{_[H'_T=_I

Debido a que cada variable no biisica en su limite superior tiene &§; = 0, y cada varia-
ble no basica en su limite inferior tiene &; = 0, la sfb actual s dptima. Asi, la solucion Gp-
tima para ¢l FMOCM de la fgera 52 es

Variables con limite superior; x =5, x = 4
Varables con limite infemor; X33 = Xas =0
Variables bigicas: 3= |, ¥ ™ L xss = 5, 504 = 5

Resumen del método simplex de redes

Pasa 1 Determine una sfb de inicio, Las n = | variables bdsicas corresponderin a un fr-
bol de expansion. Indique las variables no bisicas en su limite superior mediante arcos de
linea discontinua.

Paso 2 Calcule vy, v, - . . ¥y (conocidas como multiplicadores simplex) resolviendo v, =
0, ¥; — ¥ = ¢y para las variables bdsicas r;, Para las variables no bdsicas, determine ¢l coe-
ficiente del renglon 0 &, a partir de &, = ¥, — ¥, — cy. La sfb es Optima 51 & = 0 para to-
daxy = Ly y & = 0 para da x; = Uy, 5i la sfb mo es optima, elija la vanable no bisica
que miis viola las condiciones de optimalidad como In variable basica entrante.

Paso 3  [dentifique el ciclo (jhabri exactamente uno!) creado al agregar el arco que co-
rresponde a kn vanable entrante al arbol de expansion minima de 1a sfb actual, Utilice la
conservacion del Aujo para determinar los nuevos valores de las vanables del ciclo. La va-
mable que sale de la base serd la variable que choca primero con su limite superior o infe-
rior cuando se cambia el valor de la variable basica entrante,

Paso 4 LEncuentre la nueva stb cambiando los flujos de los arces del ciclo encontrado en
el paso 3. Ahora vaya al paso 2,

La red simplex se ilustra en el gjemplo 9.

Soluchkon simples de red para & FMOCM

Unlice el simplex de red para resolver el FMOCM de la figura 56,

Una sfb requiere que se encuentre un drbol de expansion (fres arcos que conectan los no-

dos 1, 2, 3 v 4 v no forman un ciclo). Cualquiera de los arcos que no estin en el drbol de

expansiin se podria igualar a su Hmite superior o inferior. Por prueba y error, se encuen-

tra la sfb de la figura 57 que tiene que ver con el drbol de expansidn (1, 23, (1, 3) v (2, 4}
Para enconfrar ¥, ¥z, V1 ¥ ¥3 8¢ resuelve

» =0 Fi =¥y =4, ¥r—F= 3 nonm=3

8.7 Wi snple para redas 483
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sf para el ejemplo 8

[0 1=l

[Ty [= M}

Estoda vy = 1, 19 = =4, ;n = =3 ¥y = =7, Los coeficientes del renghin O para cada
vartahle hisica son

faa= =3 —{—Ty— 6= =2 (Viola la concicwin de aptimalidad}
fpp = =4 = (=3) = 1 = -1 (Batisfece la condicidn de optimalidad)
fz = =3 —(—4) — 2= -1 (Satisface la condicidn de opumalidad)

Asi, x5y cnira en lo base. 5¢ establece vy, = 5 — 8 y s¢ obtiene el ciclo en la figura 55,
Diel wroo (1, 2), se encuentra gue 5 + 8 =7 o8 = 2, Del arco (1, 3), se encuenira que 3
—# = 0od= 35 Delarco (2, 4), se encucnira que 5+ B = B o8 = 3. Del arco (3, 4), so
encuentra que § = § = 00 8 = 5 Asl, s puede establecer i = 2, Ahora x5 sale de b ba-
a6 en s limite superion ¥ g entra, produciendo la sfb de la figura 59

La nueva sfb s¢ asocia oon el drbol de expansion (1, 33, (2, 41 ¥ (3, 4). Resolviendo pa-
i los nuevos valores de los multplicadores simplex, s obtiens

=0 m-m=3 BmeuEh w3

Estoda y, =0, 3 = —h, 3y = — 3, 3y = —9, El coclicienie de cada vanable no hasica
en el remglon 0 ezt dado por

Fp=0-(-6)—4=2 i Satisface la condicidn de optimalidad)
Ty = =bB={=3)=1= =4 i Satisface la condicion de optimalidad)
fpa=—3—-(—6)— 2 =] {Viola la condicidon de optimalidad)

Ahora xg; entra & la base, v prodhce 2l ciclo Je la Ggora 60, Del arco (2, 4}, se encuen-
tragque 7+ 8= Eo# = 1);del arco {3, 4], se enceentra gue 3 — 6 2= 00 8 = 3, Del ar-
co {3, 20, se encuentra que § = 6, Asi, shora se establece B = 1, ¥ thene que salir vy de la
baise en su lmite superior. La nueva sfh se da en la figura 61,

El conjunto actual de valores basicos corresponde al arbol de expansion {1, 33, {3, 2) ¥
i3, 4). Los nuevos valores de los multiplicadones simplex se encuentran al resolver

ME0 o= hwomwm=d Bmow=6

cuva solucion es yy = vy = =5, 3y = =3, = =9 El coeficiente de cada venoble o
hdisica en el renghon O ahora es

paritoLe 8 Wedeios i md
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fg3=—5—(—3)— 1= -3 [(Satisface la condiccion de optimaladad)
FiasEfl=[(=5)=4 =] { Satisface la condicion de optimalidad)
fp === =9 =3m] i Satsface la condicion de optimalidad)

Asi, la =tb actual es Opiima. La solucion optima para el FMOCM es

Variahles bdsicas: riy = 3, Kyy = ], Toa = 2
Vanables no bdsicas en su limite superior: x2a=T, X =8
Variable no bdsica en el limite inferior: xp3= [0

El valor dptimo de z se obtiene de

2= T(4) + 33} + 1(2) + B(I) + 2{6) = §75

8.7 Wiindo simghex pary redes




PROBLEMAS
Grupo A
1 Considere 2l problema de hallar la trayectoria mis corts
diel noide 1 al 6 en ba figura 2.
& Formule este problema como un FRMOCKM.
b Encuentre uma sfb en la que xp;, X4 ¥ X %00 posil-

vag. [ Segerencarn se obtendri un sfb degenerada. )
€ Lhilice el simplex e red para hallar la travectona
muis corta del nodo | al nodo 6,

2 Para el FMOCM de la figura 62, encuentre una sth,

4 Determing la solucion dptima para el FMOCK de la fi-
gurs 63 por medio de la sfb de la figura 64 como base de
partida,

FIGURA B2
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FIGURA B3
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Encuentre una sfbs para La red de la figura 65

Chrtengn ln soduciom dptima para el FMOCM de la figu-
6 por medio de la s de la Agura 67 como una base de
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RESUMEN

Problemas de trayectoria mas corta

Supdngase que ¢ desea encontrar 13 irayectonia mis corta del nodo 1 al nodo f en una red
en la que los areos tenen longitudes no negativas,

Algoritmo de Dijkstra

1 Etgueete el nodo 1 con una etiqueta permanente de 0. Loego mangue cada arco conec-
tado al nodo 1 medianiz un solo arco con una chiqueta “femporal™ igual a la longited del
arco que une al nodo 1 con el nodo @, Los demils nodos wendrin una etiqueta temporal de =,
Elija el nodo con la efiquets temporal mis pequeda v haga permanente a esta eliqueta.

2  Supdngase que ol nodo es el (8 + | -ésimo nodo que recibird una etiqueta permanen-
i, Para cada nodo § que ahor tiene una etiqueta temporal ¥ estd conectado al nodo § por un
argo, sustituya la efiqueta temporal del nodo § con min {etiqueta temporal actual del nodo
iy {etiqueta permanente del nodo §) + longitud del arco (i, )}, Haga permanente a la ctique-
ta temoporal mis pegueia. Continde este proceso hasta que todos los nodos tengan etiquetas
permanentes. Para encontrar la travectoria mds corta del nodo 1 al nodo f, trabaje hacia atris
desde e modo § encontramddo los nodos que tienen etiquetas que difieren por exactamente la
tongitud del arco de conexidn. 5i se desea la trayectona més corta del nodo | all nodo J, de-
teniga el proceso de efiquetado tn promto como el nodo § reciba una eliqueta permanenle.

Problema de la trayectoria més corta como un problema de transbordo

Para hallar la travectoria mads corta del nodo | al nodo o, trate de minimiear ¢l costo de en-
viar ung unidad del nodo 1 al nodo § {con los demds nodos de la red como puntos de trans-
bordo), donde el cosio de enviar una wnidad del nodo & al node &7 es L longitud del arco
{ &, &7 s tal arco existe v oes W (un nimero positivo grande] si tal arco no existe, Como en
la seccitn 7.6, el costo de emviar una unidad de un nodo a 5| mismo e ceno,

Problemas de flujo maximo

Be puede hallar el fujo madximo de la fuente al sumidero en una red mediante programa-
cion lineal o por el método de Ford-Fulkerson
Determinacion del flujo maximo mediante programacion lineal
Sea
¥y = Mo por el arco artificial que va del sumidero a la fuente

Entomnces para hallar ¢l flujo maximo die la fuente al sumidero, maximice ¥, sujeta a los 5i-
guientes dos conjuntos de restricoiones:

1 El flujo por cada arco debe ser no negative v no puede exceder ka capacidad del arco,

2 Flujo haeia el nodo 7 = Aujo saliente del nodo i (Conservacion del flujo)

Dbtencidén del flujo méximo por & método de Ford-Fulkerson
Sean

I'= ponpunto de arces en los gue se podria incrementar el fujo

B o= conjunto de arcos en los que se podeia reducir el fujo




Paso 1 Encuentre un flujo factible {una manera de lograrlo es establecer en cero el flujo
de cada arco).

Paso 2  Ulsando el procedimiento siguiente, trine de encontrar uni cadena de sroos v nodos
etiquetados que 5e prcda usar para marcar ¢ sumidero. Etiquete la fienie, Loego etiquete
[o% puntos extremos v arcos {excepdo el anco ay) de acwerdo con las reglus sipuientes: (1) 51
el punio extrems v estl efiquetado, entonces el punto exiremo v oo estd etiguetsdo v el ar-
co (x, ¥) e un miembro de § luggo etiquete el punio extremo v y el arco (x, ¥). El arco (x,
¥ sz llama arco directo. (2) 5i ¢l punto extremo v no estd etiquetads, enlonoes. se efiquela
el punto extremo x ¥ el anco (x, v) 5 un miembeo de B; o continuacion etiquete el punto ex-
tremue vy 2l arco (x, ¥). El arco (x, ¥} se llama areo inversso.

S0 om0 se puede etiquetar ¢l sumidero, el fujo factible actual ¢z un Mujo mbdximo; 51 es-
i etiquetado el sumidero, vava al paso 3,

Pase 3 5i la cadena utilizada para ehiquetar ¢ sumidero consiste por completo en arcos
directos, se podeia incrementar &l flujo por cada uno de los arcos directos de 1o cadena prin-
cipal ¥, por consiguiente, s¢ incrementa el flujo de la foente al sumidero. Si la cadena uti-
lizada para mancar €l sumidens consta de areos directos @ inversos, incremente €] flupo en
cada arco directo de la cadena y dismanuya ¢l fiupe en cada arco inverso de la cadena, De
nuevo, esto merementard & Aujo de la foente al sumiders. Yuelva al paso 2,

Método de la trayectoria critica

Supontendo que s¢ conoce la durackon de cada actividad, se podria usar ¢l método de la
travectoria crita {CPM) para hallar la duracion de un provecto,

Reglas para construir un diagrama de proyecto AQA

1 El nodo | representa ¢] inkcip del proyecto. Un arco debe partir desde e] nodo | para
representar cada sctividad que no tiene predecesonss,

2 Sedebe incluir en la red un nodo {lamado nodo de terminacidn) que representa la con-
cluskom del proyecio,

3 Mumere los nodos de la red de modo que ¢l nodo goe representa la terminacidn de una
actividad siempre tenga un ndmere mis grande que el nodo que representa el comienzo de
una actividad (podria haber mis de un csgquema de numeracion que satisface la regla 3).

4  Una actividad no debe estar representada por mas de un arco en la red.

5 Dos nodos pueden estar conectados por a o sumo un anco.

Para evitar viplar las reglas 4 v 5, a veces o& necesario ofilizar una actividad fieticia que
tome &l tempo 4 cens,

Calculo dal tiempo de evanto inicial

El tiempo de evento micial para el nodo §, denctado por ET(i), ¢s la fecha mas procima en
que puede ocurrr el evenio gue corresponde al nodo £, ETT) 22 caleula come sigue;

Paso 1 Encucnire cada cvento antenor al nodo § que esté conectado mediante un arco al
nosdo i, Estos eventos son los predecesores inmediatos del nodo 7.

Paso 2 Para el ET de cada predecesor inmediato del nodo 5, agregue |a duracidn de la ac-
tvidad que conecta al predecesor inmediato con el nodo i

Pago 3 ETT0) es pual al maximo de las sumas calculades en el paso 2,

caritein 8  Modeles de ral



Ciilculo del tiempo de evento tardio

El iempo de evento tardio para el nodo i, denodado L7, &3 la Gltima fecha en que pueds
ocurrir el evento que corresponde al podo ¢ sin retrasar la terminacion del proyecto, LTi)
s calcula como sigwe:

Pass1 Encuentre cada nodo que ocurre después del nodo § v estd conectado al nodo i me-
diante un arco. Estos eventos son los sucesores inmediatos del nodo £

Paso 2 A partir del LT para cada sucesor inmediato al aodo i, reste la dormciin de la ac-
tividad que une al sucesor con ¢l nodo £

Pasa 3 L0 es la mas pequeiia de las diferencias determinadas en el paso 2.

Tiempao libre total

Para un arco arbatrario que representa la actividad (7, ), el tempo lbre dotal {(denotado como
TF(I, 1) de ba actividad representada por (F, /) e 1a cantidad ponque el tempo de inicio de la
actividad (7, /) s podria retardar mas alld de su tempo de inicio mas proximo posible sin re-
tardar la terminacion del proyecto {suponiendo que ninguns otra actividad se retrasa):

THE = LT = ETTD = & [y = duracidn de Ty actividad representada por el arco (1, /)]

Cuyalguier actividad con un tiempo libre total de cero ¢s una actividad eritica. Una trayec-
toria del nodo 1 al nedo terminal que consiste por completo en actividades criticas se llama
trayectoria critica. Cvalquier frayectona criftica (podria haber mis de ona en un priovecta
e reaf) @5 1 frayectona més larga en e red del nodo de inicio (nodo 1) al nodo terminal. 51
s retrasa el inicio de una actividad critica, o si la duracidn de una actividad eritica es mis
largn de lo esperado, entonces se retrasa la ferminacskin del provecto.

Tiempo libre

E! tiempo libre de la actbvidad que cormesponde al arco (6, /), denotado por SR i, o5 ba can-
tidad por la que el tempo de imicko de la actividad que cormresponde al anco (7, 7) (o Ja durs-
ciim de la actividad ) se pouede retrasar sin retardar el tmew de alguna actividad posterion meis
alli de su empo de inicio mis peosimo posible:

FFi, ) = ETUH — ETU) — 1y
La programacion linéal se puede usar para énconirar una travectoria critica v la dura-
cidén del provecto, Sea
x; = tempo en el que acurre ¢l nodo § en la red de proyecto
F = nodo gue represents ¢l final o 8 termnackin del provecio

Para encontrar la trayectona critica, minimice 2 = Xp — Xy sjeta a

yextiy; 0 X — X2 paracada arco
x, rs (o restringido en signo)

El valor dptines de Ta funcién objetivo es la durscidon de cualquier travectoria critica (o
tiempo para completar ¢l provecto). Para encontrar una frayectonia critica, simplemente en-
cuentre una trayectoria del nodo 1 al node F para la cual cada arco de la trayectoria este
representado por un arco (i, ) cuya restriceion (x; — x; & ;) tiene un precio dual de —1.

La programacion fincal también sc puede usar para determinar ¢l método del costo mi-
i de reducir s duraciin de actividedes (aceleracion) para satisfacer la fecha limite de
terminackin de un proyecio,

'y .
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PERT

51 las duraciones de las actividades del provecto no se contcen oom cerlern, enionces s po-
dria psar PERT para estimar la probabilidad de que el provecto se completard en una cantidad
de tempo especifica. PERT requiere que parn cada actividad se especifiquen los siguientes:

estimacion de la duracion de la actrvidad en las comdiciones mas favorables

o

= pstimaciin de la duracidn de la sctividad en las condiciones menos Favorahbes

] valor mas probable para b duracion de la actividod

Si las estimaciones a, by mr se refieren ol sctividad representada por el arco (7, 7, en-
tonces T, es la vanable aleatoria que represemta la duracion de la sctividad representada
por el ance {1, ). T tiene (aprosimadamente) las propiedades siguienbes:

E(T,) = a + dm +b
1]
ih — af
Ty, = ——r
varte 16
Emonces
k) E{Ty) = duracidn esperada de actividades en cualquier irayectoria
4, i ivayeciirin
b3 var T, = vananza de la duracion de actividades. en cualquier rayveciona

iL fElm-‘-xlﬁll.
Suponiendo (algunas veces incorrectamente) que la treveciona critica encontrada median-
te CPM es la trayvectona critica, y suponicndo que la duracidn de la trayeciona critica tie-

mi: una distribucion normal, los ecuaciones anteriores se podrion uiilizar para estimar la
profabilidad de que el proyvects se terming dentro de cualquier tempo especitico,

Problemas de flujo de red de costo minimo
Los problemas de transporte, asignacion, transbordo, trayectora mas corta, Mujo maximo

y irayectoria critica son casos especiales del problema de flujo de red de costo mimimo
(FRAOCM),

iy = namero de wmdades de flujo enviadas del nodo [ al nodo [ por el arco () §)

=
]

suministro neto {salida — entrada) al nodo §
~ cozbo de transportar una unidad de flupoe del nodo £ al node 7 via el arco {4, 7§

-
=
n

limate inferior en