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PRESENTACION

OBJETIVO

Este libro tiene como objetivo presentar las estructuras de datos, asi como los algo-
ritmos necesarios para tratarlas. El lenguaje utilizado es algoritmico, escrito en seudo
codigo, independiente de cualquier lenguaje comercial de programacién. Esta caracte-
ristica es muy importante, ya que permite al lector comprender las estructuras de da-
tos y los algoritmos asociados a ellas sin relacionarlos con lenguajes de programacion
particulares. Se considera que una vez que el lector domine estos conceptos, los podra
implementar facilmente en cualquier lenguaje.

Si bien cada uno de los temas son desarrollados desde niveles basicos a niveles
complejos, se supone que el lector ya conoce ciertos conceptos, por ejemplo el de datos
simples —enteros, reales, booleanos, caridcter—; el de instrucciéon —declarativa, asig-
nacion, entrada/salida—, y el de operadores —aritméticos, relacionales y 16gicos—.
Asimismo se utiliza, pero no se explica, el concepto de variables y constantes. En los
algoritmos se escriben los nombres de variables con mayuisculas —SUMA, N, etc.—, lo
mismo para las constantes booleanas —VERDADERO y FALSO—.

Cabe aclarar que en este libro no se abordan los tipos abstractos de datos de manera
explicita. Sin embargo, se tratan algunos de ellos sin presentarlos como tales; por ejem-
plo, las pilas y colas en el capitulo tres.

Cada capitulo cuenta con un nimero importante de ejercicios. Con éstos se sigue
el mismo criterio aplicado en el desarrollo de los distintos temas, es decir, se proponen
ejercicios en los que se aumenta gradualmente el nivel de complejidad.

LENGUAIJE UTILIZADO

El lenguaje utilizado para describir los algoritmos es estructurado. Las estructuras al-
goritmicas selectivas y repetitivas se enumeran y las instrucciones que forman parte de
ellas se escriben dejando sangrias para proporcionar mayor claridad. Ademas, con el
objeto de ayudar al entendimiento de los mismos, se escriben comentarios encerrados
entre {}. A continuacién se presentan las estructuras algoritmicas empleadas en los al-
goritmos:
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Selectiva simple
pi Si (condicién) entonces
accion
p(i+ 1) {Fin del condicional del paso pi}

Donde condicion es cualquier expresion relacional y/o 16gica, y accién es cualquier
operacion o conjunto de operaciones —lectura, escritura, asignacién u otras—.

Esta estructura permite seleccionar una alternativa dependiendo de que la condicién
sea verdadera. Es decir, al ser evaluada la condicidn, si ésta resulta con un valor igual
a VERDADERO, entonces se ejecutard la accién indicada. En caso contrario se sigue
con el flujo establecido.

Selectiva doble
pi Si (condicién)
entonces
accion,
sino
accion,
p(@ + 1) {Fin del condicional del paso pi}

Donde condicion es una expresion relacional y/o 16gica, y accion, y accion, son cual-
quier operacién o conjunto de operaciones —lectura, escritura, asignacién u otras—.

Esta estructura permite seleccionar una de dos alternativas, segtin la condicién sea
verdadera o falsa. Si la condicion es verdadera se ejecutard la accion , en caso contrario
se ejecutard la accion,.

Selectiva multiple
pi Si (variable)
= valor,: accion,
= valor,: accion,

= valor : accion_
p@i+ 1) {Fin del condicional del paso pi}

Donde valor, 1 = j = n, son los posibles valores que puede tomar la variable; ac-
cion, 1 = j =n, es cualquier operacion o conjunto de operaciones —lectura, escritura,
asignacion u otras—.

Este tipo de estructura se utiliza para una seleccién sobre mudltiples alternativas.
Segtin el valor de la variable se ejecutard la accién correspondiente. De esta manera, si
variable es igual a valor, se ejecutard la accion , si variable es igual a valor, se ejecutard
la accion,, y asi en los demads casos.
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Repetitiva condicionada
pi Mientras (condicién) Repetir
accién
p(+ 1) {Fin del ciclo del paso pi}

Donde condicion es cualquier expresion relacional y/o l6gica, y accion es cualquier
operacion o conjunto de operaciones —lectura, escritura, asignacion u otras—.

Esta estructura permite repetir una o mas operaciones mientras la condicién sea
verdadera.

Repetitiva predefinida
pi Repetir con variable desde VI hasta VF
accién
p(i+ 1) {Fin del ciclo del paso pi}

Donde variable es cualquier variable, VI es un valor inicial que se le asigna a va-
riable, VF es el valor final que va a tomar variable y accion es cualquier operacién o
conjunto de operaciones —lectura, escritura, asignacién u otras—. Se asume que el
valor de la variable se incrementa de uno en uno.

Esta estructura permite repetir una o mds operaciones un nimero fijo de veces. El
nimero de repeticiones queda determinado por la diferencia entre VF y VI méds uno.

ORGANIZACION

El libro estd organizado en nueve capitulos, cada uno de ellos cuenta con numerosos
ejemplos y ejercicios que ilustran y ayudan a entender los conceptos vertidos en ellos.
Se utilizan tablas con seguimientos de los algoritmos para presentar cémo funcionan y
de qué manera afectan a las estructuras de datos involucradas.

Algunos lectores quiza sepan que esta obra tiene dos ediciones anteriores, publicada
por primera vez por la misma casa editorial en 1993, con multiples reimpresiones. Trece
afos es un tiempo extenso en computacion, un drea donde los cambios se presentan ve-
lozmente. Esta edicidn ofrece una cuidadosa revision de los temas tratados, algoritmos
mejorados y ejercicios adicionales, en fin, muchos cambios para alcanzar el objetivo
propuesto de esta nueva edicién. Ademds, en los capitulos 1, 3, 5, 6 y 7 se incluyé una
breve introduccién a la programacién orientada a objetos, presentando a las estructuras
de datos —objetos de estudio en dichos capitulos— con este enfoque.

El lenguaje utilizado en los programas es pseudocédigo, es decir, independiente de
cualquier otro lenguaje de programacion comercial. Esta caracteristica permite al estu-
diante concentrarse en las estructuras de datos y en los algoritmos asociados a ellas sin
tener que atender los detalles de implementacion. Una vez que domine los conceptos,
los podra llevar a la practica con la ayuda de cualquier lenguaje de programacion comer-
cial. La generalidad con la que se explican los conceptos y posibles aplicaciones de los
mismos facilitan, incluso, la implementacién en lenguajes estructurados o en lenguajes
orientados a objetos.
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Capitulo 1:

Capitulo 2:

Capitulo 3:

Capitulo 4:

Estructuras fundamentales

En este capitulo se presentan las estructuras fundamentales de datos. Se estudian los
arreglos unidimensionales, bidimensionales y multidimensionales. Ademas, se explican
los registros. Por tltimo, se incluye una breve introduccién a la programacién orientada
a objetos con el fin de que sirva como base para entender las principales estructuras de
datos desde este enfoque. También se describe la clase arreglo.

Arreglos multidimensionales representados
en arreglos unidimensionales

La mayoria de los lenguajes de programacién de alto nivel proporcionan medios efica-
ces para almacenar y recuperar elementos de arreglos bidimensionales y multidimensio-
nales. Por ello, el usuario no se preocupa por los detalles del almacenamiento y el tra-
tamiento fisico del dato, sino por el tratamiento 16gico del mismo. Esto representa una
ventaja. Sin embargo, si las estructuras son muy grandes y no todos los campos estin
llenos, se presenta entonces una desventaja: gran desperdicio de espacio. Puede ocurrir
también que el usuario necesite representar dichas estructuras de forma lineal. Por esta
razén, en este capitulo se estudiard la representacion lineal de arreglos bidimensionales
y multidimensionales. Se analizardn, ademads, las matrices poco densas, las triangulares
y tridiagonales, las simétricas y antisimétricas.

Pilas y colas

Este capitulo se dedicard a las pilas y colas, las cuales son estructuras de datos lineales,
estaticas o dindmicas —dependiendo de si éstas se implementan con arreglos o listas—.
Tales estructuras de datos tienen la particularidad de que la insercién y eliminacion de
los elementos se hace solamente por alguno de los extremos segtin su estructura. Tam-
bién se presentan estas estructuras con un enfoque orientado a objetos.

Recursion

La recursién permite definir un objeto en términos de si mismo. Aparece en numerosas
actividades de la vida diaria; por ejemplo, en la fotografia de una fotografia. Casos tipi-
cos de estructuras de datos definidas de manera recursiva son las listas y los drboles, que
se estudiardn en los dos siguientes capitulos. La recursividad es una propiedad esencial
en el desarrollo de software; por esta razén, se analizan aqui la descripcién de la recur-
sividad, asi como el uso de algoritmos recursivos cldsicos y complejos.



Capitulo 5:

Capitulo 6:

Capitulo 7:

Capitulo 8:

Capitulo 9:
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Listas

Las listas son estructuras lineales y dindmicas de datos. La principal ventaja del dina-
mismo lo representa el hecho de que se adquieren posiciones de memoria a medida
que se necesitan y se liberan cuando ya no se requieren. Es decir, se llegan a expandir
o contraer, dependiendo de la aplicacion. El dinamismo de estas estructuras soluciona
el problema de decidir cudnto espacio se necesita a priori, por ejemplo, en una estruc-
tura de datos estdtica como el arreglo. En este capitulo estudiaremos las listas lineales,
circulares y doblemente ligadas. También se presentan estas estructuras con un enfoque
orientado a objetos.

Arboles

Los arboles representan las estructuras de datos no-lineales y las dindmicas mas relevan-
tes en computacion. No lineales, puesto que a cada elemento del drbol pueden seguirle
varios elementos. Dindmicas, dado que la estructura del arbol suele cambiar duran-
te la ejecucion del programa. Los drboles balanceados son la estructura de datos mds
importante para trabajar en la memoria interna de la computadora. Por otra parte, los
arboles-B* constituyen la estructura de datos mds titil para trabajar con almacenamiento
secundario. También se presenta esta estructura con un enfoque orientado a objetos.

Graficas

Este capitulo se dedica a las estructuras de datos que permiten representar diferentes ti-
pos de relaciones entre los objetos: las grdficas. Estudiaremos las gréficas dirigidas y no
dirigidas, los conceptos mds importantes y los algoritmos mds destacados para trabajar
con ellas, tales como Dijkstra, Floyd, Warshall, Prim y Kruskal. Ademas, se incluye una
introduccioén a la solucién de problemas —tema muy relacionado con las graficas—y se
estudian los algoritmos Breadth-First y Depth-First. También se presenta esta estructura
con un enfoque orientado a objetos.

Métodos de ordenacion

Ordenar significa colocar o reorganizar un conjunto de datos u objetos en una secuencia
especifica. Los procesos, tanto de ordenacién como de buisqueda, son frecuentes en
nuestra vida. En este capitulo estudiaremos los métodos de ordenacién interna y externa
mads importantes de la actualidad. Se presenta, ademds, el andlisis de eficiencia de cada
uno de los métodos.

Métodos de busqueda

Este capitulo se dedicé a una de las operaciones mds importantes en el procesamiento
de la informacidn: la biisqueda. Tal operacién permite recuperar datos almacenados. La
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busqueda puede ser interna, cuando todos los elementos se encuentran en la memoria
principal, o externa, cuando estdn en la memoria secundaria. Se estudian los métodos de
bisqueda mds importantes que existen. Se presenta también el andlisis de eficiencia de
cada uno de estos métodos.
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Capitulo

ESTRUCTURAS
FUNDAMENTALES
DE DATOS

1.1 INTRODUCCION

La importancia de las computadoras radica fundamentalmente en su capacidad para
procesar informacion. Esta caracteristica les permite realizar actividades que antes s6lo
las realizaban los humanos.

Con el propésito de que la informacidén sea procesada, se requiere que ésta se al-
macene en la memoria de la computadora. De acuerdo con la forma en que los datos se
organizan, se clasifican en:

D Tipos de datos simples.
D Tipos de datos estructurados.

La principal caracteristica de los tipos de datos simples consiste en que ocupan sélo
una casilla de memoria (fig. 1.1a); por tanto, una variable simple hace referencia a un
Unico valor a la vez. En este grupo de datos se encuentran: nlimeros enteros y reales,
caracteres, booleanos, enumerados y subrangos. Cabe sefialar que los dos ultimos no
existen en algunos lenguajes de programacion.

Por otra parte, los tipos de datos estructurados se caracterizan por el hecho de que
con un nombre —identificador de variable estructurada— se hace referencia a un grupo
de casillas de memoria (fig. 1.10). Es decir, un tipo de dato estructurado tiene varios
componentes. Cada uno de éstos puede ser un tipo de dato simple o estructurado. Sin
embargo, los componentes bdsicos, los del nivel mds bajo, de cualquier tipo de datos
estructurado son siempre tipos de datos simples.

El estudio de las estructuras de datos constituye una de las principales actividades
para llegar al desarrollo de grandes sistemas de software. En este capitulo se tratardn las
estructuras de datos basicos que son ttiles para la mayoria de los lenguajes de progra-
macién. Estas son: arreglos y registros.
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FIGURA 1.1 Identificador Identificador
Tipos de datos simples

y estructurados.

a) Dato simple.

b) Dato estructurado. a) b)

1.2 ARREGLOS

Con frecuencia se presentan en la practica problemas cuya solucién no resulta facil —a
veces es imposible— si se utilizan tipos de datos simples.

Con el propésito de ilustrar esta dificultad, a continuacién se presentaran un pro-
blema y dos de sus posibles soluciones mediante tipos simples de datos. El objetivo de
este ejemplo es demostrar lo complejo que resulta un algoritmo de solucién para ciertos
problemas, si no se utilizan tipos de datos estructurados. Finalmente, y luego de pre-
sentar los arreglos, se ofrecerd una solucién al problema mencionado en primer término
usando arreglos.

Ejemplo 1.1 Consideremos que en una universidad se conocen las calificaciones de un grupo de 50
alumnos. Se necesita saber cuantos de éstos tienen calificacion superior al promedio del

grupo.
(Como resolver este problema?

Primera solucion
Algoritmo 1.1 Doble_lectura

Doble_lectura

{Este algoritmo resuelve el problema planteado en el ejemplo 1.1, realizando dos veces la
lectura de los datos }

{I 'y CONT son variables de tipo entero. AC, PROM y C son variables de tipo real }

1. Hacer AC<—0el<1
2. Mientras (I < 50) Repetir
Escribir “Ingrese la calificacion”, 1
Leer C
Hacer AC<—AC+ Cel<1+1
3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Hacer PROM < AC/50

{Como se necesita indicar cudntos alumnos obtuvieron calificacién superior al promedio, se
releerdn las 50 calificaciones para comparar cada una de ellas con el promedio calculado en
el paso 4}



Hacer CONT <= 0e /<1
5. Mientras (I < 50) Repetir
Escribir “Ingrese la calificacién”, 1
Leer C
5.1 Si C>PROM entonces
Hacer CONT <= CONT + 1
5.2 {Fin del condicional del paso 5.1}
Hacer /< 1+ 1
6. {Fin del ciclo del paso 5}
7. Escribir CONT

Segunda solucion
Algoritmo 1.2 Muchas_variables

Muchas_variables

1.2 ARREGLOS

{Este algoritmo resuelve el problema planteado en el ejemplo 1.1, pero ahora mediante

muchas variables }

{CONT es una variable de tipo entero. PROM, AC'y C, son variables de tipo real }

1. Leer CI,C2, CS,.. C

50

{Las calificaciones corresponden a los 50 alumnos}

2. HacerAC<C +C,+C, +..+C,,
PROM < AC/50 y CONT < 0

3. Si C,>PROM entonces
Hacer CONT < CONT + 1

b

{Fin del condicional del paso 3}
S. Si C,>PROM entonces
Hacer CONT <= CONT + 1

6. {Fin del condicional del paso 5}

100. Si C,,>PROM entonces
Hacer CONT < CONT + 1

101. {Fin del condicional del paso 100}
102. Escribir CONT

3

Estas dos soluciones son muy representativas de los inconvenientes a los que uno
se puede enfrentar, al plantear una solucién algoritmica a un problema al usar sélo tipos

de datos simples.
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En la solucién planteada en el algoritmo 1.1 el usuario debe ingresar dos veces el
conjunto de datos. Esto ultimo tiene varias desventajas: es totalmente molesto —con-
sidere que el nimero de datos puede ser mayor a 50—, ineficiente —Ia operacién de
lectura, ya sea de manera interactiva con el usuario o desde un archivo, se debe repetir,
lo que ocasiona pérdida de tiempo— y causa de errores —en los casos donde la entrada
de datos se haga de forma manual—.

Por otra parte, en la solucién planteada en el algoritmo 1.2 se manejan 50 variables
en memoria. Esta solucién presenta el inconveniente de que el manejo de las variables se
puede tornar incontrolable, sobre todo si su ntimero crece en forma considerable. Ademas,
algunos pasos especificados en el algoritmo, que posteriormente serdn instrucciones de
alguin lenguaje de programacion, se repiten, ya que no se pueden generalizar. Esta caracte-
ristica no sélo provoca mds trabajo, sino también posibles errores. Es sabido que ejecutar
una tarea en forma repetida, en este caso escribir un mismo paso varias veces, resta interés
en la accidn que se estd llevando a cabo, y puede propiciar mds errores.

Se observa, entonces, que ninguna de las dos soluciones resulta practica ni eficien-
te. Es necesario un tipo de dato que permita manejar mucha informacién, generalizan-
do sus operaciones. Los tipos de datos estructurados que ayudan a resolver problemas
como éste son los arreglos.

Un arreglo unidimensional se define como una coleccién finita, homogénea y
ordenada de elementos.

D Finita: todo arreglo tiene un limite; es decir, se debe determinar cudl serd el nimero
maximo de elementos que formaran parte del arreglo.

D Homogénea: todos los elementos de un arreglo son del mismo tipo. Es decir, todos
enteros, todos booleanos, etcétera, pero nunca una combinacién de distintos tipos.

D Ordenada: se puede determinar cudles son el primero, el segundo, el tercero, ... y
el enésimo elementos.

Un arreglo unidimensional se puede representar graficamente como se muestra en
la figura 1.2.

Si un arreglo tiene la caracteristica de que puede almacenar a N elementos del
mismo tipo, entonces deberd permitir la recuperacién de cada uno de ellos. Como con-
secuencia, se distinguen dos partes fundamentales en los arreglos:

D  Los componentes.
D  Los indices.

Los primeros hacen referencia a los elementos que forman el arreglo; es decir, a
los valores que se almacenan en cada una de sus casillas (fig. 1.3). Considerando el

Arreglo

L Segundo elemento L N-ésimo elemento

Primer elemento
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ejemplo anterior, cada una de las 50 calificaciones serd un componente de un arreglo
“calificaciones”. En este contexto, los indices especifican cudntos elementos tendra el
arreglo y ademads de qué modo podrédn recuperarse esos componentes. Los indices tam-
bién permiten hacer referencia a los componentes del arreglo en forma individual; es
decir, distinguirdn entre sus elementos. Por tanto, para hacer referencia a un elemento
de un arreglo se debe utilizar:

D  El nombre del arreglo.
] El indice del elemento.

En la figura 1.3 se representa un arreglo unidimensional y se indican tanto sus com-
ponentes como sus indices.

Declaracion de arreglos unidimensionales

No es el propésito de este libro seguir la sintaxis de algiin lenguaje de programacién en
particular; un arreglo unidimensional se define de la siguiente manera:

ident_arreglo = ARREGLO [liminf .. limsup] DE tipo
Con los valores liminf y limsup se declara el tipo de los indices, asi como el nu-
mero de elementos que tendrd el arreglo. El nimero total de componentes (NTC) que
tendré el arreglo unidimensional se calcula con
NTC = limsup — liminf + 1 Férmula 1.1
Con tipo se declara el tipo de datos para todos los componentes del arreglo unidi-
mensional. El tipo de los componentes no tiene que ser el mismo que el de los indices.
En general, los lenguajes de programacion establecen restricciones al respecto.

Observaciones:

a) El tipo del indice puede ser cualquier tipo ordinal: caricter, entero, enumerado. En
la mayoria de los lenguajes usados actualmente se permite sélo niimeros enteros.
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b)

)

El tipo de los componentes puede ser cualquier tipo de datos —entero, real, cadena
de caracteres, registro, arreglo, etcétera—.

Se utilizan los corchetes “[]” para indicar el indice de un arreglo. Entre [] se debe
escribir un valor ordinal; puede ser una variable, una constante o una expresion tan
compleja como se quiera, pero que dé como resultado un valor ordinal.

Enseguida se verdn algunos ejemplos de arreglos unidimensionales:

Sea V un arreglo unidimensional de 50 elementos enteros con indices enteros. Su repre-
sentacion se indica en la figura 1.4.

V = ARREGLO[1..50] DE enteros
NTC=(50-1+1)=50.
Cada componente del arreglo unidimensional V serd un nimero entero, al cual se
tendrd acceso por medio de un indice que serd un valor comprendido entre 1 y 50.

Por ejemplo:

V1] hace referencia al elemento de la posicién 1.
V[2] hace referencia al elemento de la posicion 2.

V[50] hace referencia al elemento de la posicién 50.

Los indices de tipo entero no necesariamente deben tener un limite inferior igual a cero

0 a uno. Podrian usarse valores negativos [—10..10] o valores mayores a uno [100..200].

Sea A un arreglo de 26 elementos booleanos con indices de tipo cardcter. Su representa-
cién se muestra en la figura 1.5.

A =ARREGLO [‘a’.. ‘z’] DE booleanos

NTC = (ord(‘z’) - ord(‘a’) + 1) = 122 — 97 + 1 = 26.

Cada componente del arreglo unidimensional A serd uno de los dos posibles valores
16gicos (VERDADERO o FALSO) al cual se tendrd acceso por medio de un indice,
que serd un valor comprendido entre los caracteres ‘a’y ‘z’.

Por ejemplo:

A[‘a’] hace referencia al elemento de la posicién ‘a’ (lera.)
A[‘D’] hace referencia al elemento de la posicién ‘b’ (2da.)




FIGURA 1.5
Ejemplo 1.4
1.2.2
FIGURA 1.6
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A[‘z’] hace referencia al elemento de la posicién ‘7’ (26)

Sea CICLO un arreglo de 12 elementos reales con indices de tipo escalar o enumerados.
Su representacion se muestra en la figura 1.6.

meses = (ene, feb, mar, abr, may, jun, jul, ago, sept, oct, nov, dic)
CICLO = ARREGLO [meses] DE reales
D NTC = (ord(dic) — ord(ene) + ) =11-0+1=12.
D Cada componente del arreglo unidimensional CICLO sera un nimero real, al cual
se tendrd acceso por medio de un indice, que serd un valor comprendido entre ene
y dic.

Por ejemplo:

CICLO[ene] hace referencia al elemento de la posicion ene (lera.)
CICLO([feb] hace referencia al elemento de la posicion feb (2da.)

CICLO[dic] hace referencia al elemento de la posicion dic (12ava.)

Operaciones con arreglos unidimensionales

Como ya se menciond, los arreglos se utilizan para almacenar datos. Por tanto, resulta
necesario leer, escribir, asignar o simplemente modificar datos en un arreglo. Asimismo,
al considerar que es una estructura, a una coleccién de elementos se deben incorporar
nuevos elementos, asi como eliminar algunos de los ya almacenados. Las operaciones
vélidas en arreglos son las siguientes:

D Lectura/Escritura.
D  Asignacion.

CICLO

ene feb mar dic
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D  Actualizacién: Insercion.
Eliminacion.
Modificacién.

D  Ordenacion.

D Busqueda.

Como los arreglos son tipos de datos estructurados, muchas de estas operaciones
no se pueden llevar a cabo de manera global; es decir, tratando al arreglo como un todo,
sino que se debe trabajar sobre cada componente.

A continuacién se analizard cada una de estas operaciones. Cabe destacar que las
dos tltimas, ordenacién y buisqueda, serdn tema de estudio en préximos capitulos. Para
ilustrarlas se utilizardn los ejemplos presentados anteriormente.

Lectura

El proceso de lectura de un arreglo consiste en leer y asignar un valor a cada uno de sus
componentes. Suponga que se desea leer todos los elementos del arreglo unidimensio-
nal V en forma consecutiva. Se podria hacer de la siguiente manera:

Leer V[1],
Leer V[2],

Leer V[50]

Pero es importante que el lector observe que de esta forma no resulta practico. Por
tanto, se usard un ciclo para leer todos los elementos del arreglo unidimensional.

Repetir con I desde 1 hasta 50
Leer V[I]

Al variar el valor de /, cada elemento leido se asigna al correspondiente componen-
te del arreglo segun la posicién indicada por 1.

Paral=1, selee V[1]
I1=2,selee V[2]

I=N, selee V|[N]

Al finalizar el ciclo de lectura se tendrd asignado un valor a cada uno de los compo-
nentes del arreglo unidimensional V. El arreglo se muestra en la figura 1.7.

FIGURA 1.7 oo
Lectura de arreglos.
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Lectura de arreglos.

1.2 ARREGLOS 9

Puede suceder que no se necesiten leer todos los componentes del arreglo, sino
solamente alguno de ellos. Supongamos que se deben leer los elementos con indices
comprendidos entre el 1 y el 30. A continuacién se muestra el ciclo que se necesita para
realizar esta operacion:

Repetir con I desde 1 hasta 30
Leer V[I]

El arreglo se muestra en la figura 1.8.
Escritura

El caso de la operacion de escritura es similar al de lectura. Se debe escribir el valor de
cada uno de los componentes. Supongamos que se desea escribir los primeros N compo-
nentes del arreglo unidimensional V en forma consecutiva. Los pasos a seguir son:

Repetir con I desde 1 hasta N
Escribir V[I]

Al variar el valor de I se escribe el elemento del arreglo unidimensional V, corres-
pondiente a la posicion indicada por 1.

Para I = 1, se escribe el valor de V[1]
I =2, se escribe el valor de V[2]

I =N, se escribe el valor de V[N]
Asignacion

En general, no es posible asignar directamente un valor a todo el arreglo, sino que se
debe asignar el valor deseado a cada componente. Enseguida se analizan algunos ejem-
plos de asignacion.

Observe que en los dos primeros casos se asigna un valor a una determinada casilla
del arreglo, en el primero a la sefialada por el indice ene, y en el segundo a la indicada
por el indice mar.

CICLOlene] < 123.89
CICLO[mar] < CICLO[ene]/2

En el tercer caso se asigna el 0 a todas las casillas del arreglo, con lo que éste queda
como se muestra en la figura 1.9.
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CICLO

ene feb mar dic

Repetir con MES desde ene hasta dic
Hacer CICLO[MES] < 0

Cabe destacar que en algunos lenguajes de programacion es posible asignar una
variable tipo arreglo a otra del mismo tipo.

V<V
La expresion anterior es equivalente a realizar lo siguiente:

Repetir con I desde 1 hasta 50
Hacer V| [1] < V[I]

Actualizacion

La actualizacién es una operacion que se realiza en forma frecuente en los arreglos. La
cantidad de actualizaciones esta relacionada con el tipo de problema que se intente re-
solver. A diferencia de las otras operaciones estudiadas, la actualizacién lleva implicita
otros tipos de operaciones, como insercién y eliminacién de elementos.

Con el propésito de realizar una actualizacién de manera eficiente, es importante
conocer si el arreglo estd o no ordenado; es decir, si sus componentes respetan algin
orden, ya sea creciente o decreciente. Cabe destacar que las operaciones de insercion,
eliminacién y modificacién serdn tratadas en forma separada para arreglos ordenados y
desordenados.

Finalmente, es importante sefialar que la operacién de bisqueda se utiliza como
auxiliar en las operaciones de insercidn, eliminacién y modificacién. Esta es la princi-
pal razén por la cual a continuacién se presenta el algoritmo de buisqueda secuencial en
arreglos desordenados. En el capitulo correspondiente a métodos de biisqueda se tratara
con mayor detalle este tema.

Algoritmo 1.3 Busca_secuencial_desordenado

Busca_secuencial_desordenado

{El algoritmo busca en forma secuencial un elemento en un arreglo unidimensional que se
encuentra desordenado. V es un arreglo de 100 elementos, N el nimero actual de elementos y
X el valor a buscar}

{1 es una variable auxiliar de tipo entero}

1. Hacer I <— 1
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2. Mientras (I < N) y (X = V[I]) Repetir
Hacer/ <1+ 1

3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. SilI> N {No se encontré el valor buscado}

entonces
Escribir “El valor X no estd en el arreglo”

si no Escribir “El valor X estd en la posicién I

5. {Fin del condicional del paso 4}

11

Este método de busqueda es sencillo, aunque no muy eficiente. Consiste en recorrer
el arreglo, comparando cada elemento del mismo con el valor a buscar. El proceso se
repite hasta que el valor se encuentre —éxito— o hasta que se haya superado el tamafio

del arreglo —fracaso—.

a) Arreglos desordenados Considere un arreglo unidimensional V de 100 ele-
mentos, como el que se presenta en la figura 1.10. Observe que los primeros N compo-

nentes tienen asignado un valor.

a.1)  Insercién: Para insertar un elemento Y en un arreglo unidimensional V desorde-
nado, se debe verificar que exista espacio. Si se cumple esta condicion, entonces
se asignard en la posicion N + 1 el nuevo elemento y se incrementard en N el

total de elementos del arreglo.

A continuacion se presenta el algoritmo de insercion en arreglos unidimen-

sionales desordenados.

Algoritmo 1.4 Inserta_desordenado

Inserta_desordenado (V, N, Y)

{El algoritmo inserta un elemento en un arreglo unidimensional desordenado. V es un arreglo
de médximo 100 elementos. N es el nimero actual de elementos. Y representa el valor a

insertar}

1. SiN <100

entonces
Hacer N<~ N+ 1y V[N] <Y
si no {No hay espacio en el arreglo}
Escribir “El valor Y no se puede insertar. No hay espacio”

2. {Fin del condicional del paso 1}

Luego de la insercién el arreglo unidimensional V queda como se muestra en la

figura 1.10a.
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3 N | N+1 100

FIGURA 1.10

Actualizacion de arreglos
desordenados.

a.2)

Eliminacién: Para eliminar un elemento X de un arreglo unidimensional V des-
ordenado, se debe verificar que X se encuentre en el arreglo. Si se cumple esta
condicidn, entonces se procederd a recorrer todos los elementos que estdn a su
derecha una posicién a la izquierda, disminuyendo en uno el nimero de compo-
nentes del arreglo.

A continuacién se presenta el algoritmo de eliminacion en arreglos desorde-
nados. Cabe destacar que la operacién de bisqueda presentada en el algoritmo
1.3 se usa para determinar si el elemento X se encuentra en el arreglo. Para el
caso de que la respuesta sea positiva, se obtiene también la posicién en que se
encuentra. Con el propésito de ofrecer mayor claridad en la solucién de este pro-
blema, se incluye dentro del algoritmo de eliminacién el algoritmo de bisqueda
secuencial en arreglos desordenados.

Algoritmo 1.5 Elimina_desordenado

Elimina_desordenado (V, N, X)

{El algoritmo elimina un elemento en un arreglo unidimensional desordenado. V es un
arreglo de 100 elementos. N es el nimero actual de elementos. X es el valor a eliminar}
{I'y K son variables de tipo entero}

1. Hacer/ <1
2. Mientras (I = N) y (X = V[I]) Repetir

Hacer /<1 + 1

3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si(I> N) {No se encontr¢ el valor buscado}

entonces
Escribir “El valor X no se encuentra en el arreglo”
Si no
1.1 Repetir con K desde [ hasta (N — 1)
Hacer V[K] <= V[K + 1]
1.2 {Fin del ciclo del paso 4.1}
Hacer N<~ N — 1

5. {Fin del condicional del paso 4}

Luego de la eliminacion, el arreglo unidimensional V queda como se muestra en
la figura 1.100.
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FIGURA 1.10a

Insercion en arreglos
desordenados.

FIGURA 1.10b

Eliminacion en arreglos

desordenados.

a.3)  Modificacién: Para modificar un elemento X de un arreglo unidimensional V
desordenado se debe verificar que X se encuentre en el arreglo. Si se cumple esta
condicién, entonces se procederd a su actualizacion.

A continuacion se presenta el algoritmo de modificacion en arreglos desor-
denados, en el cual se incluye la bisqueda secuencial.

Algoritmo 1.6 Modifica_desordenado

Modifica_desordenado (V, N, X, Y)

{El algoritmo modifica un elemento de un arreglo unidimensional desordenado. V es un
arreglo de maximo 100 elementos. N es el nimero actual de elementos. X es el elemento a
modificar por el elemento Y}

{I es una variable de tipo entero}

1. Hacer I <— 1
2. Mientras (I = N) y (X = V[I]) Repetir
Hacer/ <= 1+1

3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (I> N) {No se encontré el valor buscado}

entonces
Escribir “El valor X no se encuentra en el arreglo”
Si no

Hacer V[I] <= Y

5. {Fin del condicional del paso 4}

Luego de la modificacién, el arreglo unidimensional V queda como se
muestra en la figura 1.10c.

3 N-1 | N N+1 100
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FIGURA 1.10c¢
(';AOdhzcad‘;” en arreglos b) Arreglos ordenados Considere el arreglo unidimensional ordenado V de 100
esoraenadaos.

elementos de la figura 1.11. Los primeros N componentes del mismo tienen asignado un
valor. En este caso se trabajard con un arreglo ordenado de manera creciente, es decir:

VI11=V[2] = V[3] =.. < V[N]

Cuando se trabaja con arreglos ordenados se debe evitar alterar el orden al insertar
nuevos elementos o al modificar los existentes.

b.1)  Insercidn: Para insertar un elemento X en un arreglo unidimensional V ordenado,
primero se debe verificar que exista espacio. Luego se encontrard la posicién en
la que deberia estar el nuevo valor para no alterar el orden del arreglo. Cuando se
detecte la posicion, se procederd a recorrer todos los elementos desde ahi hasta
la N-ésima posicion, un lugar a la derecha. Finalmente se asignard el valor de
X en la posicién encontrada. Cabe destacar que el desplazamiento no se lleva a
cabo cuando el valor a insertar es mayor que el tltimo elemento del arreglo.

Generalmente, cuando se quiere hacer una insercion se debe verificar que el
elemento no se encuentre en el arreglo. En la mayorfa de los casos practicos no
interesa tener informacién duplicada; por tanto, si el valor que se desea insertar
ya estuviera en el arreglo, la operacién no se llevard a cabo.

Antes de presentar el algoritmo de insercién, se definird una funcién de bisqueda
auxiliar, para arreglos ordenados, que se utilizard tanto en el proceso de insercién como
en el de eliminacién. Esta funcion es una variante de la presentada en el algoritmo 1.3,
y da como resultado la posicién en la que encontrd al elemento X o el negativo de la
posicidn en la que deberia estar. Para mayor informacién sobre algoritmos de busqueda,
consulte el capitulo 9.

Algoritmo 1.7 Busca_secuencial_ordenado

Busca_secuencial_ordenado (V, N, X, POS)

{El algoritmo busca un elemento X en un arreglo unidimensional V de N elementos que se
encuentra ordenado crecientemente. POS indica la posicién de X en V o la posicién en la que
estaria X}

{1 es una variable de tipo entero}

1. Hacer I <1
2. Mientras (I = N) y (V[I] < X) Repetir

Hacer I <1+ 1



1.2 Arreclos 15
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| 1 2 3 N | N+1 100
FIGURA 1.11
Actualizacién de arreglos
ordenados.

3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si ((I>N) o (V[I] > X))

entonces

Hacer POS < —1
si no

Hacer POS <1

5. {Fin del condicional del paso 4}

A continuacion se presenta el algoritmo de insercién en un arreglo unidimensional
que se encuentra ordenado en forma creciente.

Algoritmo 1.8 Inserta_ordenado

Inserta_ordenado (V, N, Y)

{Este algoritmo inserta un elemento Y en un arreglo unidimensional que se encuentra ordenado
de forma creciente. La capacidad médxima del arreglo es de 100 elementos. N indica el nimero
actual de elementos de V}

{POS e I son variables de tipo entero}

1. Si (N < 100)
entonces
Llamar al algoritmo Busca_secuencial_ordenado con V, N, Y'y POS
1.1 Si POS > 0 {EI elemento fue encontrado en el arreglo}
entonces
Escribir “El elemento ya existe”
si no
Hacer N <= N + 1y POS < POS * (—1)
1.1.1 Repetir con I desde N hasta POS + 1
Hacer V[I] < V[I — 1]
1.1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1.1}
Hacer V[POS] < Y

1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “No hay espacio en el arreglo”

2. {Fin del condicional del paso 1}
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FIGURA 1.11a
|nzefCian en arreglos Luego de la insercion, el arreglo queda como se muestra en la figura 1.11a.
oraenados.

b.2)  Eliminacion: Para eliminar un elemento X de un arreglo unidimensional orde-
nado V se debe buscar la posicion del elemento a eliminar. Si el resultado de la
funcién es un valor positivo, significa que el elemento se encuentra en el arreglo
y, por tanto, se puede eliminar; en caso contrario, no se puede realizar la opera-
cién de eliminacidn.

A continuacién se presenta el algoritmo de eliminacién en arreglos orde-
nados.

Algoritmo 1.9  Elimina_ordenado

Elimina_ordenado (V, N, X)

{El algoritmo elimina un elemento X de un arreglo unidimensional V de N elementos que se
encuentra ordenado en forma creciente }

{POS e I son variables de tipo entero}

1. Si(N>0)
entonces
Llamar al algoritmo Busca_secuencial_ordenado con V, N, X y POS
1.1 Si (POS < 0) {No se puede eliminar porque X no existe }
entonces
Escribir “El elemento no existe”
Si no
Hacer N<— N-1
1.1.1 Repetir con I desde POS hasta N
Hacer V[I] <= V[I + 1]
1.1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “El arreglo estd vacio”
2. {Fin del condicional del paso 1}

Luego de la eliminacidn, el arreglo queda como se muestra en la figura 1.11b.

b.3)  Modificacién: Esta operacion consiste en reemplazar un componente del arreglo
con otro valor. Para ello, primero se buscard el elemento en el arreglo. Si se
encuentra, antes de realizar el cambio se debe verificar que el orden del arreglo
no se altere. Si esto llegara a suceder, entonces es necesario realizar dos opera-
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Vv
| 1 2 3 N-1 | N 100
FIGURA 1.11b
Eliminacion en arreglos . . .. . .
ordenados. ciones; primero se debe eliminar el elemento que se quiere modificar y luego

insertar en la posicion correspondiente el nuevo valor. Como consecuencia de
que las operaciones que se necesitan para realizar una modificacion ya han sido
presentadas, se deja como tarea la construccién del algoritmo de modificacién
en arreglos ordenados.

Hasta el momento se ha analizado cémo declarar arreglos y cdmo usarlos. Ahora se
puede dar solucién al problema del ejemplo 1.1 mediante este tipo de estructura de datos.

Algoritmo 1.10  Con_arreglos

Con_arreglos (CAL)

{Este algoritmo resuelve el problema del ejemplo 1.1 al aplicar arreglos unidimensionales.
CAL es un arreglo de 50 elementos de nimeros reales }
{AC, Iy CONT son variables de tipo entero. PROM es una variable de tipo real }

1. Hacer AC <0
2. Repetir con I desde 1 hasta 50
Leer CAL[/]
Hacer AC <= AC+CAL[I]el < I1+1
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Hacer PROM < AC/50 y CONT < 0
5. Repetir con I desde 1 hasta 50
5.1 Si (CAL[I] > PROM) entonces
Hacer CONT <= CONT + 1
5.2 {Fin del condicional del paso 5.1}
6. {Fin del ciclo del paso 5}
7. Escribir CONT

=~ W

Esta es una solucién més eficiente que las que se presentaron en los algoritmos 1.1
y 1.2. Se realiza una lectura de los datos y ademds se define una variable para almacenar
las 50 calificaciones.

Al utilizar un arreglo puede disponerse de los datos tantas veces como sea necesario
sin que se deba volver a leerlos, ya que éstos permanecen en memoria. Ademads se faci-
lita el procesamiento de los datos, al generalizar ciertas operaciones.

Los arreglos presentados hasta el momento se denominan arreglos unidimensio-
nales o lineales, debido a que cualquier elemento se referencia solamente con un indice.
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Ejemplo 1.5

TABLA 1.1

Costos mensuales por
departamentos

FIGURA 1.12

Almacenamiento de la

informacion por mes.

o ESTRUCTURAS FUNDAMENTALES DE DATOS

Sin embargo, es importante destacar que para la mayoria de los lenguajes de programa-
cién se pueden definir arreglos multidimensionales; es decir, arreglos con mdltiples in-
dices. El nimero de dimensiones —indices— depende tanto del problema que se quiera
resolver como del lenguaje utilizado.

Se analizardn primero los arreglos bidimensionales, que representan un caso espe-
cial de los multidimensionales, por ser los mds ampliamente utilizados.

1.3 ARREGLOS BIDIMENSIONALES

Para que el lector entienda mejor la estructura de los arreglos bidimensionales, se pre-
senta el siguiente ejemplo.

La tabla 1.1 contiene los costos de produccién de cada departamento de una fébrica,
correspondientes a los 12 meses del afio anterior.

La tabla se interpreta de la siguiente manera: dado un mes, se conocen los costos de
produccién de cada uno de los departamentos de la fabrica; y dado un departamento, se
conocen los costos de produccién mensuales. Si se quisiera almacenar esta informacién
utilizando los arreglos unidimensionales, se tendrian dos alternativas:

1. Definir 12 arreglos de tres elementos cada uno. En este caso, cada arreglo almace-
nard la informacion relativa a un mes.

Meses/Deptos. Dulces  Conservas Bebidas
Enero 100 300 120
Febrero 400 200 200
Marzo 350 250 210
Abril 280 300 200
Mayo 300 320 300
Junio 250 300 350
Julio 200 280 300
Agosto 180 300 400
Septiembre 500 400 450
Octubre 350 420 220
Noviembre 400 450 360
Diciembre 600 550 531
Enero Febrero Diciembre




FIGURA 1.13

Almacenamiento
de la informacion
por departamento.
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Dulces
1 2 3 B 12
Conservas
1 2 3 B 12
Bebidas
1 2 3 B 12

2. Definir tres arreglos de 12 elementos cada uno. De esta forma, cada arreglo alma-
cenard la informacion relativa a un departamento a lo largo del afio.

Sin embargo, no resulta muy practico adoptar alguna de las dos alternativas. Se ne-
cesita una estructura que permita manejar los datos considerando los meses —renglones
de la tabla—, y los departamentos —columnas de la tabla—; es decir, una estructura
que trate a la informacién como un todo. La estructura que tiene esta caracteristica se
denomina arreglo bidimensional.

Un arreglo bidimensional es una coleccion homogénea, finita y ordenada de da-
tos, en la que se hace referencia a cada componente del arreglo por medio de dos indi-
ces. El primero se utiliza para indicar el renglén, y el segundo para sefialar la columna.
Un arreglo bidimensional también se puede definir como un arreglo de arreglos. En la
figura 1.14 se presenta un arreglo de tipo bidimensional.

El arreglo A(M X N) tiene M renglones y N columnas. Un elemento A[Z, J] se lo-
caliza en el renglén /, y en la columna J. Internamente en memoria se reservan M X N
posiciones consecutivas para almacenar todos los elementos del arreglo.

Declaracion de arreglos bidimensionales

Los arreglos bidimensionales se declaran cuando se especifican el nimero de renglones
y el nimero de columnas, junto con el tipo de dato de los componentes.

id_arreglo = ARREGLO [liminft..limsupr,liminfc..limsupc] DE tipo

Con liminfr y limsupr se declara el tipo de dato del indice de los renglones y
cuantos renglones tendra el arreglo. Asimismo, con liminfc y limsupe se declara el tipo
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FIGURA 1.14

Representacion de un
arreglo bidimensional.

Ejemplo 1.6

FIGURA 1.15
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A
1 2 J N

1

1 sIsM
2

1 sJsN
I
M

de dato del indice de las columnas y cudntas columnas tendrd el arreglo. Con tipo se
declara el tipo de datos de todos los componentes del arreglo.

El nimero total de componentes (NTC) de un arreglo bidimensional estd determi-
nado por la expresion:

NTC = (Iimsupr — liminfr + 1) * (Iimsupc — liminfc + 1) Férmula 1.2

Al igual que en el caso de los arreglos unidimensionales, los indices pueden ser
cualquier tipo de dato ordinal (escalar, entero, cardcter), mientras que los componentes
pueden ser de cualquier tipo (reales, enteros, cadenas de caracteres, etc.). A continua-
cién se analizan algunos ejemplos de arreglos bidimensionales.

Sea MATRIZ un arreglo bidimensional de nimeros reales con indices enteros. Su repre-

sentacion se muestra en la figura 1.15.

MATRIZ
1 2 3 4 5

10
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MATRIZ = ARREGLO[1..10,1..5] DE reales

D NTC=(10—-1+D*5—-1+1)=10*5=50
D Cadacomponente de MATRIZ serd un nimero real. Para hacer referencia a cada uno
de ellos se usaran dos indices y el nombre de la variable tipo arreglo: MATRIZ[i,j]

Donde: 1 <i< 10
l<j=<5

Ejemplo 1.7 Sea COSTOS un arreglo bidimensional de niimeros reales con indices de tipo escalar.
Su representacion se muestra en la figura 1.16.

meses = (ene, feb, mar, abr, may, jun, jul, ago, set, oct, nov, dic)
departamentos = (dulces, conservas, bebidas)

COSTOS = ARREGLO[meses, departamentos] DE reales

D NTC = (ord(dic) — ord(ene) + 1) * (ord(bebidas) — ord(dulces) + 1)
=11 -0+1)*Q2—-0+1)=12%3=36

D Cada componente de COSTOS sera un real. Para hacer referencia a cada uno de
ellos usaremos dos indices y el nombre de la variable tipo arreglo COSTOSj, j]

Donde: ene < i < dic
dulces =< j < bebidas

Ejemplo 1.8 Sea MAT un arreglo bidimensional de cadenas de caracteres con indices para los ren-
glones de tipo cardcter y para las columnas de tipo entero. Su representacion se muestra

en la figura 1.17.

MAT = ARREGLO[‘a’..‘z’, — 5..5] DE cadena-de-caracteres

FIGURA 1.16 COSTOS

dulces conservas bebidas

ene
feb

dic
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FIGURA 1.17

Ejemplo 1.9

FIGURA 1.18
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)

b

MAT

NTC = (ord(‘z’) —ord(‘@’)+ 1) * (5§ — (=5)+ 1)
=(122—=97+1D)*5+5+1)=26*11=286

Cada componente de MAT serd un valor de tipo cadena de caracteres. Para hacer
referencia a cada uno de ellos, se usaran dos indices y el nombre de la variable tipo
arreglo: MATTi,j]

Donde: ‘a’<i=<‘z
—5<j<5

Sea LETRAS un arreglo bidimensional de caracteres con indices enteros. Su represen-
tacién se muestra en la figura 1.18.

LETRAS = ARREGLO [—4..—1, —2..2] DE caracteres

NTC=(—1-(—4+1)*2-(—2)+1)=4*5=20

Cada componente de LETRAS serd un valor tipo cardcter. Para hacer referencia
a cada uno de ellos, se usardn dos indices y el nombre de la variable tipo arreglo:
LETRASIi, j]

Donde: —4<i< —1
—2=<j=<2

LETRAS
=7 -1 0 1 2
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Operaciones con arreglos bidimensionales
Las operaciones que se pueden realizar con arreglos bidimensionales son:

D Lectura/Escritura

D  Asignacién

D  Actualizacion: Insercion
Eliminacién
Modificacién

D Ordenacién

D Bisqueda

Los arreglos bidimensionales se consideran una generalizacién de los unidimen-
sionales, por lo que se presentard una revision rdpida de algunas de las operaciones
mencionadas. Para ilustrarlas se utilizardn los ejemplos anteriores.

Lectura

Cuando se present6 la operacién de lectura en arreglos unidimensionales, se mencion6
que con la ayuda de un ciclo se iban leyendo y asignando valores a cada uno de los com-
ponentes. Lo mismo sucede con los arreglos bidimensionales. Sin embargo, como sus
elementos deben indicarse por medio de dos indices, normalmente se usan dos ciclos
para lograr la lectura de elementos consecutivos.

Supongamos, por ejemplo, que se desea leer todos los elementos del arreglo bidi-
mensional MATRIZ. Los pasos a seguir son:

Repetir con I desde 1 hasta 10
Repetir con J desde 1 hasta 5
Leer MATRIZ[], J]

Al variar los indices de I 'y J, cada elemento de MATRIZ que se lee se asigna al

lugar que le corresponde en el arreglo, segtin la posicion de los indices /'y J.

Paral=1yJ=1, selee el elemento del renglén 1 y columna 1.
I=1yJ=2,selee el elemento del renglén 1 y columna 2.

I=10y J =35, selee el elemento del renglén 10 y columna 5.
Escritura

La escritura de un arreglo bidimensional también se lleva a cabo elemento tras elemen-
to. Supongamos que se quiera escribir todos los componentes del arreglo MATRIZ. Los
pasos a seguir son:

Repetir con I desde 1 hasta 10
Repetir con J desde 1 hasta 5
Escribir MATRIZ[1,J]

Al variar los valores de /'y J se escribe el elemento de MATRIZ correspondiente a
la posicién indicada justamente por los indices /'y J.
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ParaI=1yJ =1, se escribe el elemento del renglén 1 y columna 1.
I=1yJ=2,seescribe el elemento del renglén 1 y columna 2.

I=10y J =35, se escribe el elemento del renglén 10 y columna 5.
Asignacion

La asignacion de valores a un arreglo bidimensional se realiza de diferentes formas. La
forma depende del nimero de componentes involucrados. Observemos a continuacién
dos alternativas diferentes.

1. Se asignan valores a todos los elementos del arreglo: en este caso se necesitaran dos
ciclos para recorrer todo el arreglo.

Repetir con I desde 1 hasta 10
Repetir con J desde 1 hasta 5
MATRIZ[I,J] < 0

Al variar los valores de 'y J se asigna el 0 al elemento de MATRIZ correspondiente
a la posicién indicada por los indices 'y J.

Paral=1yJ=1, se asigna el valor 0 al elemento del renglén 1 y columna 1.
I=1yJ=2,se asigna el valor 0 al elemento del renglén 1 y columna 2.

I=10y J =35, se asigna el valor 0 al elemento del renglén 10 y columna 5.

En la figura 1.19 se presenta cémo queda el arreglo bidimensional cuando se asigna
el valor 0 a cada una de las casillas.

2. Se asigna un valor a un elemento en particular del arreglo: en este caso la asigna-
cion es directa y se debe indicar el renglén y la columna del componente involucra-
do. Por ejemplo, para asignar el valor 8 al elemento del renglén 2 y columna 5 se
procede de la siguiente manera:

FIGURA 1.19 MATRIZ
Asignacion de arreglos. 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0
21 0 0 0 0 0

(=)
@
S
(=)
(e}

10| O 0 0 0 0
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FIGURA 1.20 MATRIZ
Asignacion de arreglos. 1 5 3 4 5

0 0 0 0 0
2 0 0 0 8

(e}
o
(e}
(e}
(e}

10| 0 0 0 0 0

MATRIZ[2,5] < 8

El arreglo se muestra en la figura 1.20.

Es importante aclarar que las operaciones de lectura, escritura y asignacién a todos
los elementos de un arreglo bidimensional se pueden hacer tanto por renglones como
por columnas.

1.4 ARREGLOS DE MAS DE DOS DIMENSIONES

Un arreglo multidimensional —N dimensiones— se define como una coleccién finita,
homogénea y ordenada de K| x K, x ... x K elementos. Para hacer referencia a cada
componente de un arreglo de N dimensiones, se usaran N indices, uno para cada dimen-
sion.

El arreglo A de N dimensiones se declara de la siguiente manera:

A = ARREGLOILI ..LS,, LI..LS,,....LI ..LS,] DE tipo

El total de componentes de A sera:

NTC =(LS, - LI, + 1) * (LS, — LI, + 1) * ... * (LS, - LI, + 1) Férmula 1.3
Por ejemplo, el arreglo tridimensional A[l...3, 1...2, 1...3] tendra:
B-1+D)*Q2—-1+1)*B3—1+1)=3%*2%*3=18elementos
Gréficamente el arreglo A se puede representar como se muestra en las figuras 1.21

y 1.22:
A continuacion se presenta un ejemplo de un arreglo tridimensional.
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FIGURA 1.21

Representacion de arreglos
de mas de dos
dimensiones.

Ejemplo 1.10

FIGURA 1.22
Representacion de arreglos
de mas de dos
dimensiones.
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Una empresa lleva un registro del total producido mensualmente por cada departamen-
to. La empresa consta de cinco departamentos y la informacion se ha registrado a lo lar-
go de los tltimos cuatro afios. Para almacenar los datos de la produccién de la empresa,
se requiere entonces de un arreglo de tres dimensiones (5 x 12 x 4 = 240 elementos),
como el de la figura 1.23.

A =ARREGLO [1..5,1..12, 1..4] DE reales

Supongamos que la empresa necesita obtener la siguiente informacion:

a) El total mensual de cada departamento durante el segundo afio. Para obtener la
informacién solicitada se deben realizar los siguientes pasos:

Repetir con I desde 1 hasta 5
Repetir con J desde 1 hasta 12
Escribir A[1,J,2]

Observe que para este caso se asigna la constante 2 al tercer indice —el de los
aflos— y se hace variar a los otros dos indices. De esta manera se escribirdn las produc-
ciones mensuales.

b) El total de la produccién durante el primer afio. Para obtener la informacién solici-
tada se deben realizar los siguientes pasos:

7T AILL3) | AlL243]

T AR AR2S

T T B3] | B3
AT angar] 70 7

A2 {A2,22) |7

A2 | AB22) |
BRI TERTH I
AR11] | AR21) |
A311) | a321)|
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FIGURA 1.23

D B~ W N =

1 23456 789101112 !

Hacer SUMA < 0
Repetir con I desde 1 hasta 5
Repetir con J desde 1 hasta 12
Hacer SUMA < SUMA + A[l,J,1]
Escribir SUMA

Observe que este caso es similar al anterior. La diferencia radica en que las cantida-
des mensuales no se escribirdn, sino que se acumularan obteniendo el total anual.

c) Eltotal de la produccién del departamento 3 a lo largo del dltimo afio. Para obtener
la informacion solicitada serd necesario ejecutar los siguientes pasos:

Hacer SUMA < 0
Repetir con J desde 1 hasta 12

Hacer SUMA < SUMA + A[3,/,4]
Escribir SUMA

Note que en este caso se tienen dos indices constantes, el de departamentos y el de
afos, y se hace variar solamente el indice de meses. Concluido el ciclo se escribira el
total producido por el departamento 3 durante el cuarto afo.

1.5 LA CLASE ARREGLO

Para entender la clase arreglo, se requiere primero conocer algunos conceptos basicos
relacionados con el paradigma de la programacién orientada a objetos (POO).

Una clase define a un objeto por medio de la descripcion de sus datos, conocidos
como atributos y de su comportamiento, representado por métodos. Se dice que los
atributos y los métodos son miembros de la clase.

Una clase puede representar a los alumnos de una escuela. En este caso los datos
son los atributos que caracterizan a un alumno, por ejemplo, nombre, fecha de naci-
miento, direccién, teléfono, etcétera, mientras que el comportamiento hace referencia a
las operaciones que pueden realizarse sobre esos datos, por ejemplo, cambiar direccién
o teléfono del alumno.

La programacion orientada a objetos tiene cuatro propiedades:

1. Abstraccidn.
2. Encapsulamiento u ocultamiento de la informacién.
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FIGURA 1.24
Clase Arreglo.
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3. Herencia.
4. Polimorfismo.

La abstraccién permite concentrarse en los datos y operaciones que definen a un
conjunto de objetos, ignorando los elementos que no son relevantes. La segunda pro-
piedad, encapsulamiento, implica que tanto los atributos como los métodos forman
un todo —Ila clase— y pueden ocultarse de los clientes de la clase, al controlar de esta
manera el acceso que se tenga a sus integrantes. Por su parte, la herencia representa la
propiedad que permite compartir atributos y métodos entre clases. Por dltimo, el poli-
morfismo ofrece la facilidad de que ciertos métodos puedan adoptar distintas formas.

La clase Arreglo tendrd atributos y métodos. Los atributos constituirdn la coleccion
de elementos y el tamafio. Los métodos serdn todas las operaciones analizadas en las
secciones previas: lectura, insercién, eliminacion, etcétera. Graficamente la clase Arre-
glo puede verse como se muestra en la figura 1.24.

Un objeto es una instancia de una clase. Es decir, esta ultima representa a un con-
junto de objetos, a un concepto general, por ejemplo, los alumnos de una escuela o los
arreglos, mientras que los primeros son ocurrencias de la clase. Considerando la clase
Arreglo, un ejemplo de objeto serd el arreglo de calificaciones de un grupo de alumnos.

En los lenguajes de programacion orientada a objetos mds conocidos se usa la no-
tacioén de puntos para tener acceso a los miembros no privados de un objeto.

<objeto>.<miembro>

Dentro de un método de una clase, la referencia a cualquiera de sus otros miembros
no requiere el uso de esta notacién. Asumiendo que la variable CALIF es un objeto de
la clase Arreglo, se pueden tener las siguientes instrucciones:

CALIF.Tamafio = CALIF.Tamafio —2
CALIF.Datos[6] = 10

Para el caso de que las instrucciones fueran parte de un método, se puede omitir el
nombre del objeto y el punto, y usar directamente el atributo.

Datos[6] = 10

Arreglo } Nombre de la clase

Tamafio Atributos
Datos = ARREGLO [LI..LS|

Lectura (argumentos)
Escritura (argumentos)
Inserta (argumentos) Métodos
Elimina (argumentos)
Busca (argumentos)




Ejemplo 1.11

1.6.1

1.6 RecisTROS 29

1.6 REGISTROS

De acuerdo con lo estudiado en las secciones previas, los arreglos son estructuras de
datos muy ttiles para almacenar una coleccién de datos, todos del mismo tipo. Sin em-
bargo, en la préictica, a veces se necesitan estructuras que permitan almacenar datos de
distintos tipos que sean manipulados como un tnico dato. Para ilustrar este problema se
incluye el siguiente ejemplo.

Una compaiia tiene por cada empleado la siguiente informacion:

D Nombre (cadena de caracteres)
D Direccién (cadena de caracteres)
D Edad (entero)

D Sexo (caracter)

D Antigiiedad (entero)

Si se quisiera almacenar estos datos no seria posible usar un arreglo, ya que sus
componentes deben ser todos del mismo tipo. La estructura que puede guardar esta
informacién de manera efectiva se conoce como registro o estructura.

Un registro se define como una coleccion finita y heterogénea de elementos. Tam-
bién representa un tipo de dato estructurado, en el que cada uno de sus componentes se
denomina campo. Los campos de un registro pueden ser todos de diferentes tipos de
datos. Por tanto, también podran ser registros o arreglos. Cada campo se identifica con
un nombre Unico, el identificador de campo. Otra diferencia importante con los arreglos
es que no es necesario establecer un orden entre los campos.

Declaracion de registros

Como no es la intencidn de los autores seguir la sintaxis de algin lenguaje de programa-
cion en particular, un registro se declara de la siguiente forma:

ident_registro = REGISTRO
id_campo;: tipo,
id_campo,: tipo,

id_campo : tipo,
{Fin de la declaracion del registro 1}

Donde: ident_registro es el nombre del dato tipo registro
id_campo, es el nombre del campo i
id_campo, = id_campoj VI.J = nCi
tipo, es el tipo del campo i

Los que siguen son ejemplos de declaraciones de registros, con su correspondiente
representacion gréfica.
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Ejemplo 1.12

Ejemplo 1.13

Ejemplo 1.14

1.6.2

FIGURA 1.25
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Sea FECHA un registro formado por tres campos numéricos. Su representacion se
muestra en la figura 1.25.

FECHA = REGISTRO
dia: 1..31
mes: 1..12
afio: 0..2100
{Fin de la declaracién del registro FECHA }

Sea DOMICILIO un registro formado por cuatro campos, uno de ellos es numérico y los
tres restantes del tipo cadena de caracteres. Su representacion se muestra en la figura 1.26.

DOMICILIO = REGISTRO
calle: cadena_de_caracteres
nuimero: entero
ciudad: cadena_de_caracteres
pais: cadena_de_caracteres
{Fin de la declaracién del registro DOMICILIO}

Sea CLIENTE un registro formado por cuatro campos, dos del tipo cadena de carac-
teres, uno del tipo real y el otro del tipo booleano. Su representacion se muestra en la
figura 1.27.

CLIENTE = REGISTRO
nombre: cadena_de_caracteres
teléfono: cadena_de_caracteres
saldo: real
moroso: booleano
{Fin de la declaracién del registro CLIENTE}

Acceso a los campos de un registro

Como un registro es un tipo de dato estructurado, no se puede tener acceso a él direc-
tamente como un Unico dato, sino que se debe especificar el elemento —campo— del

FECHA

DIA MES ANO




FIGURA 1.26

FIGURA 1.27

DOMICILIO
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CALLE

NUMERO

CIUDAD

PAIS

registro que nos interesa. Para ello, en la mayoria de los lenguajes se sigue la siguiente

sintaxis:

variable_registro.id_campo

Donde: variable_registro es una variable de tipo registro
id_campo es el identificador del campo deseado

Es decir, se usardan dos identificadores para hacer referencia a un elemento: el nom-
bre de la variable tipo registro y el nombre del campo, separados entre si por un punto.

De acuerdo con los ejemplos de registros 1.12, 1.13 y 1.14, se presentan a continua-
cion diferentes casos que ilustran el acceso a los campos de un registro.

a) Paraleer los tres campos de una variable F de tipo FECHA:
Leer F.dia,Fmes, F.aiio

b) Para escribir los cuatro campos de una variable D de tipo DOMICILIO:
Escribir D.calle, D.niimero,D.ciudad,D.pais

c) Para asignar valores a algunos de los campos de una variable C de tipo CLIENTE:

C.saldo < C.saldo + cant
C.moroso < VERDADERO
C.nombre < “Juan Pérez”

CLIENTE

NOMBRE

TELEFONO

SALDO

MOROSO
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En general, como se menciond anteriormente, el orden en el que se manejan los
campos no es importante. Es decir, se podrian haber leido los campos de la variable
F de la siguiente manera:

Leer Faifio,F.dia, F.mes

Sélo se debe tener en cuenta que los datos proporcionados por el usuario o asigna-
dos en un algoritmo se correspondan en tipo con los campos.

1.6.3 Diferencias entre registros y arreglos
Las dos diferencias sustanciales existentes entre registros y arreglos son:

1. Un arreglo puede almacenar N elementos del mismo tipo —estructura de datos
homogénea—, mientras que un registro puede almacenar N elementos de diferentes
tipos de datos —estructura de datos heterogénea—.

2. A los componentes de un arreglo se tiene acceso por medio de indices que indican
la posicion del elemento correspondiente en el arreglo, mientras que a los compo-
nentes de un registro, los campos, se tiene acceso por medio de su nombre, que es
tnico.

1.6.4 Combinaciones entre arreglos y registros

Los registros tienen varios campos. Cada uno de ellos puede ser de cualquier tipo de
datos, simples o estructurados. Sin embargo, los componentes del nivel mas bajo de un
tipo estructurado siempre deben ser tipos simples de datos.

De acuerdo con esta condicién, se infiere que un campo de un registro puede ser
otro registro o bien un arreglo. Por otra parte, los componentes de un arreglo también
pueden ser registros. Estos casos enunciados, ademads, se pueden presentar en forma
anidada.

Combinaciones entre
arreglos y registros

Arreglos de Registros anidados Registros con
registros arreglos



Ejemplo 1.15

FIGURA 1.28
Arreglo de registros.
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Arreglos de registros

En este caso, cada elemento del arreglo es un registro. Todos los componentes del arre-
glo tienen que ser del mismo tipo de registro, ya que es una estructura de datos homo-
génea. A continuacién presentamos un ejemplo.

Una empresa registra para cada uno de sus clientes los siguientes datos:

Nombre (cadena de caracteres)
Teléfono (cadena de caracteres)
Saldo (real)

Moroso (booleano)

Si la empresa tiene N clientes necesitard un arreglo de N elementos, en el cual cada
uno de sus componentes es un registro como el descrito en el ejemplo 1.14. La figura
1.28 muestra la estructura de datos correcta para resolver este problema:

A =ARREGLO [1..100] DE CLIENTE

Cada elemento de A serd un dato tipo CLIENTE. Por tanto, si se quiere, por ejem-
plo, leer el arreglo A, debe leerse por cada componente cada uno de los campos que
forman al registro.

Repetir con 7 desde 1 hasta N
Leer A[/].nombre
Leer A[I].teléfono
Leer A[/].saldo
Leer A[/].moroso

Con A[I] se hace referencia al elemento 7 del arreglo A, que es un registro; con
.id_campo se especifica cudl de los campos del registro se leerd. De forma similar se
procede para escritura, asignacion, etcétera.

NOM |TEL| SALDO| M| | NOM |TEL| SALDO | M NOM | TEL| SALDO | M
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Registros anidados

En los registros anidados, al menos un campo del registro es del tipo registro. Observe-
mos a continuacioén el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.16 Una empresa registra para cada uno de sus acreedores los siguientes datos:

D Nombre (cadena de caracteres)
D Direccion:
e Calle (cadena de caracteres)
¢ Nimero (entero)
e Ciudad (cadena de caracteres)
e Pais (cadena de caracteres)

D Saldo (real)

Para definir el tipo de dato del campo direccion, es necesario declarar previamente
un registro formado por los cuatro componentes: calle, nimero, ciudad y pais que se
especifican. Se usard el registro del ejemplo 1.13, presentado anteriormente, para resol-
ver este caso.

ACREEDOR = REGISTRO
nombre: cadena_de_caracteres
direccion: DOMICILIO
saldo: real
{Fin de la declaracién del registro ACREEDOR }

La figura 1.29 muestra la estructura de datos requerida.

En este caso, el registro tiene un campo —direccién— que es del tipo de datos DO-
MICILIO, el cual es un registro de cuatro campos. Para tener acceso a los campos que, a
su vez, son registros, en la mayoria de los lenguajes se sigue la siguiente sintaxis:

variable_registro.id_campo . .id_campo
n

Donde: variable_registro es una variable de tipo registro
id_campo, es el identificador de un campo del registro: el campo es de
tipo registro
id_campo, representa el identificador de un campo

FIGURA 1.29 ACREEDOR
Registros anidados.

NOMBRE DIRECCION SALDO

CALLE |NUMERO| CIUDAD | PAIS




Ejemplo 1.17

FIGURA 1.30
Registros con arreglos.

1.6 RecisTRos 35

Para tener acceso a los campos de la variable AC de tipo ACREEDOR, la secuencia
a seguir es la siguiente:

AC.nombre
AC.direccion.calle
AC.direccién.nimero
AC.direccion.ciudad
AC.direccién.pais
AC.saldo

Registros con arreglos

Los registros con arreglos tienen, por lo menos, un campo que es de tipo arreglo. Anali-
ce cuidadosamente el siguiente ejemplo.

Una empresa registra para cada uno de sus clientes los siguientes datos:

D Nombre (cadena de caracteres)
D Teléfono (cadena de caracteres)
D Saldo mensual del dltimo afio  (arreglo de reales)

D Moroso (booleano)

La definicion del registro correspondiente es:

CLIENTE = REGISTRO
nombre: cadena_de_caracteres
teléfono: cadena_de_caracteres
saldos: ARREGLO [1..12] DE reales
moroso: booleano
{Fin de la declaracion del registro CLIENTE}

La figura 1.30 muestra la estructura requerida.

Para este caso el registro tiene un campo, saldos, que es un arreglo unidimensional
de 12 elementos reales. Con el propdsito de hacer referencia a ese campo, se procede de
la siguiente manera:

CLIENTE

NOMBRE | |[TELEFONO SALDOS MOROSO
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variable_registro.id_campo[indice]

Para tener acceso a los campos de la variable CLI de tipo CLIENTE se debe seguir
la secuencia:

CLI.nombre

CLlI teléfono

Repetir con I desde 1 hasta 12
CLI.saldos[/]

CLI.moroso

Las tres posibles combinaciones analizadas aqui: arreglos de registros, registros
anidados y registros con arreglos, pueden presentarse de manera simultdnea y en dife-
rentes niveles en una misma estructura de datos. En estos casos, se recomienda que la
estructura resultante sea comprensible y que no se complique demasiado el acceso a los
datos individuales.

Arreglos paralelos

Por arreglos paralelos se entiende dos 0 mas arreglos cuyos elementos se correspon-
den. Es decir, los componentes que ocupan una misma posicién en diferentes arreglos
tienen una estrecha relacién semantica. Para ilustrar esta idea, a continuacién se presen-
tard un caso practico y su solucién, mediante arreglos paralelos.

Supongamos que se conoce el nombre del alumno y la calificacién obtenida por
éste en un examen que fue aplicado a un grupo de 30 alumnos. Si se quisiera usar estos
datos para generar informacion, por ejemplo, promedio del grupo, calificacién mas alta,
nombre de los alumnos con calificacién inferior al promedio, etc., se tendrian dos alter-
nativas principales en el disefio de la solucién.

Uso de arreglos paralelos

Si se utilizan arreglos paralelos para resolver este problema, se requiere de dos arreglos
unidimensionales; en uno se almacenara el nombre de los alumnos, y en otro la califica-
cién obtenida por éste en el examen. Es decir, a cada elemento del arreglo NOMBRES
le corresponderd entonces uno del arreglo CALIFICACION. Asi, si se quiere hacer
referencia a la calificacién de NOMBRES|[]], se utilizarda CALIFICACION[/]. Observe
la figura 1.31.

Lépez obtuvo una calificacién de 9.5
Martinez obtuvo una calificacion de 5.8
Torres obtuvo una calificacion de 7.4
Viasa obtuvo una calificacion de 10.0

A continuacién se incluye un algoritmo que calcula el promedio del grupo e impri-
me el nombre de los alumnos que tengan calificacién menor al promedio.



FIGURA 1.31
Arreglos paralelos.
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NOMBRES CALIFICACIONES
Lépez 1 9.5
2 Martinez 2 5.8
3 Torres 3 7.4
30 Viasa 30 10.0

Algoritmo 1.11  Arreglos_paralelos

Arreglos_paralelos

{Este algoritmo calcula el promedio del grupo e imprime el nombre de los alumnos con
calificacién menor al promedio }

{NOMBRE y CALIFICACION son variables de tipo arreglo. I es una variable de tipo entero.
PROM y AC son variables de tipo real }

1
2

Hacer AC <= 0

Repetir con I desde 1 hasta 30
Leer NOMBRE[/] y CALIFICACION[/]
Hacer AC < AC + CALIFICACION[/]

. {Fin del ciclo del paso 2}

{Se calcula el promedio del grupo}

. Hacer PROM < AC/30
. Escribir “El promedio del grupo es”: PROM

{Busqueda e impresion de los nombres de los alumnos con calificacion inferior al
promedio }

. Repetir con I desde 1 hasta 30

6.1 Si (CALIFICACION][/] < PROM) entonces
Escribir NOMBRE]!]
6.2 {Fin del condicional del paso 6.1}

. {Fin del ciclo del paso 6}

Uso de arreglos de registros

Otra solucion al problema serfa utilizar un arreglo de registros. En este caso, cada com-
ponente del arreglo ALUMNO es un registro que tiene dos campos: NOMBRE y CA-
LIF. Observe la figura 1.32.
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ALUMNOS

|

3 NOMBRE | CALIF

30

Asi:  ALUMNOSI[I].NOMBRE hara referencia al nombre del alumno /
ALUMNOSI/].CALIF har4 referencia a la calificacién obtenida por el
alumno /

El siguiente algoritmo presenta la solucién al problema anterior mediante un arre-
glo de registros.

Algoritmo 1.12  Arreglo_de_registros

Arreglo_de_registros

{Este algoritmo calcula el promedio del grupo e imprime el nombre de los alumnos con
calificacién menor al promedio}

{ALUMNOS es un arreglo de registros. / es una variable de tipo entero. AC y PROM son
variables de tipo real}

1. Hacer AC < 0

2. Repetir con I desde 1 hasta 30
Leer ALUMNOS[7].NOMBRE y ALUMNOS[/].CALIF
Hacer AC <= AC + ALUMNOSII].CALIF

. {Fin del ciclo del paso 2}

. Hacer PROM < AC/30

5. Escribir “El promedio del grupo es”: PROM

= W

{Busqueda e impresion de los alumnos con calificacién inferior al promedio}

6. Repetir con I desde 1 hasta 30
6.1 Si (ALUMNOS[/].CALIF < PROM) entonces
Escribir ALUMNOS[/].NOMBRE
6.2 {Fin del condicional del paso 6.1}
7. {Fin del ciclo del paso 6}



FIGURA 1.33
Clase Cliente.
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1.7 REGISTROS Y CLASES

Los registros son las estructuras de datos que mds se parecen al concepto de clase pre-
sentado. En la seccién anterior se dijo que un registro almacena las principales caracte-
risticas de un conjunto de objetos. Cada una de esas caracteristicas constituye un campo
del registro. Al establecer la relacion con las clases, los campos representan los atribu-
tos. Por tanto, sélo se agregan los métodos —operaciones que pueden aplicarse sobre
los campos— para completar la definicién de una clase.

La clase Registro como tal no se declara, porque lo que se requiere es una clase por
cada registro. Es decir, si se desea representar a los clientes de una empresa, segun el
ejemplo visto en la seccidn anterior, desde el punto de vista de la programacién orien-
tada a objetos, se deberd definir una clase que contendra tanto los atributos —lo que en
registros se llaman campos— como todas las operaciones validas para un cliente, por
ejemplo, actualizar el saldo, cambiar el nimero telefénico, etcétera. Graficamente la
clase Cliente puede verse como se muestra en la figura 1.33.

Un objeto de la clase Cliente es una instancia de la misma. Es decir, estd represen-
tando a un cliente con un nombre, un nimero telefénico y un saldo especifico.

La notacion de puntos utilizada en los registros —<variable_registro>.<campo>—
es similar a la usada en los lenguajes orientados a objetos para tener acceso a los miem-
bros no privados de un objeto —<objeto>.<miembro>—. Al asumir que la variable
CLI es un objeto de la clase Cliente previamente definida, se puede tener acceso a los
miembros no privados de dicho objeto por medio de las instrucciones:

a) CLI.ActualizarSaldo (NuevoSaldo)
En este ejemplo se estd invocando al método que actualiza el saldo del cliente. El
método tiene un argumento que indica el nuevo valor que se asignard al atributo
Saldo.

b) CLI.CambiaTeléfono (NuevoTel)
En este ejemplo se estd invocando al método que actualiza el nimero telefénico del
cliente. El método tiene un argumento que indica el nuevo valor que se asignard al
atributo Teléfono.

Nombre : cadena de caracteres

Teléfono: cadena de caracteres

Saldo: real

ActualizarSaldo (argumentos)

CambiaTeléfono (argumentos)
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V¥ EJERCICIOS

Arreglos de una dimension y arreglos paralelos

1.

a)
)

a)
b)
c)
d)

a)
b)

En un arreglo unidimensional se ha almacenado el nimero total de toneladas de
cereales cosechadas durante cada mes del afio anterior. Escriba un programa que
obtenga e imprima la siguiente informacion:

El promedio anual de toneladas cosechadas.
(Cudntos meses tuvieron cosecha superior al promedio anual?
(Cudntos meses tuvieron cosecha inferior al promedio anual?

. En un arreglo unidimensional se almacenan las calificaciones finales de N alumnos

de un curso universitario. Escriba un programa que calcule e imprima:

El promedio general del grupo.

Numero de alumnos aprobados y reprobados.

Porcentaje de alumnos aprobados y reprobados.

Numero de alumnos cuya calificacién fue mayor o igual a 8.

. Dada una cadena de caracteres como dato, se desea saber el niimero de veces que

aparecen las letras ‘a’, ‘b’,...,'7’ y ‘A’, ‘B’,...,"Z’ en dicha cadena. Escriba un pro-
grama que resuelva el problema.

Si usé arreglos, ;cudntos necesité? ;Por qué?
(Existe otra forma de resolverlo?

. Dado un arreglo unidimensional de niimeros enteros, ordenados crecientemente, es-

criba un programa que elimine todos los elementos repetidos. Considere que de ha-
ber valores repetidos, éstos se encontrardn en posiciones consecutivas del arreglo.

5. Una compaiifa almacena la informacién relacionada con sus proveedores en los
siguientes arreglos:
PROVEEDORES
P P, Py e p,

Cada p, es el nombre del proveedor i. Este arreglo estd ordenado alfabéticamente.

CIUDAD

¢ 2 s e ¢,

Cada c, representa el nombre de la ciudad en la que reside el proveedor i.
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NUMERO DE ARTiCULOS

al a2 a3 ¢ an

a)

b)

)

e)

Cada a, es el nimero de articulos diferentes que provee el proveedor i.
Escriba un programa que pueda llevar a cabo las siguientes transacciones:

Dado el nombre de un proveedor, informar el nombre de la ciudad en la que reside
y el nimero de articulos que provee.

Actualizar el nombre de la ciudad, en caso de que un proveedor cambie de domici-
lio. Los datos serdn el nombre del proveedor y el nombre de la ciudad a la cual se
mudo.

Actualizar el nimero de articulos, manejados por un proveedor para el caso de que
éste aumente o disminuya. Los datos serdn el nombre del proveedor y la cantidad
en la que aumenta (+) o disminuye (—) el total de articulos que provee.

La compaififa incorpora a un nuevo proveedor. Actualizar los arreglos sin alterar el
orden de PROVEEDORES. Los datos serdn el nombre del proveedor, el nombre de
la ciudad y el total de articulos que provee.

La compafia da de baja a un proveedor. Actualizar los arreglos. El dato serd el
nombre del proveedor.

. Una inmobiliaria tiene informacién sobre departamentos en renta almacenada en

dos arreglos:

EXTENSION

e] ez 63 s en

El arreglo EXTEN SION almacena la superficie, en metros cuadrados, de cada uno
de los N departamentos.

PRECIO

P P P p

1 2 3 N

a)

b)

El arreglo PRECIO almacena los precios de alquiler de los N departamentos. Este
arreglo estd ordenado de manera creciente. Considere que no existen departamentos
con igual superficie y distintos precios.

Escriba un programa que pueda llevar a cabo las siguientes operaciones:

Llega un cliente a la inmobiliaria y solicita rentar un departamento. Si existe alguno
con superficie mayor o igual a la buscada y precio menor o igual al buscado, se dara
de baja al departamento seleccionado.

Se vence un contrato y el cliente no desea renovarlo. Se deben actualizar los arre-
glos.
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7. Se tiene la siguiente informacion:

cT

H

b b b b

1 2 3 n

En el arreglo H se almacena el nimero de habitaciones de cada tipo, sencilla o
doble, de cada centro turistico.

Por ejemplo:

H[1] guarda el nimero de habitaciones sencillas del centro 1.
H[2] guarda el ntimero de habitaciones dobles del centro 1.
H[3] guarda el niimero de habitaciones sencillas del centro 2.
H[4] guarda el ntimero de habitaciones dobles del centro 2.
etcétera.

TR

En el arreglo TR se almacena el nimero total de restaurantes por centro turistico.
Debera desarrollar un programa que proporcione la siguiente informacion:

El nombre del centro turistico que cuenta con mds restaurantes.

El nombre del centro turistico que cuenta con mds habitaciones, teniendo en cuenta
las sencillas y las dobles.

Dado el nombre de un centro turistico como dato, informar cuédntas habitaciones
tiene: sencillas, dobles y el total.

El nombre del centro turistico que mds restaurantes tiene en relacién con el nimero
de habitaciones.

. Se tienen tres arreglos: SUR, CENTRO y NORTE que almacenan los nombres de

los paises de Sur, Centro y Norteamérica, respectivamente. Los tres arreglos estan
ordenados alfabéticamente.

Escriba un programa que mezcle los tres arreglos anteriores, formando un
cuarto arreglo, AMERICA, en el cual aparezcan los nombres de todos los paises
del continente ordenados alfabéticamente.

. Se tienen dos arreglos: CINES y TEATROS. El primero almacena los nombres

de todos los cines de la ciudad. Estd ordenado alfabéticamente de manera as-
cendente:



10.

11.

a)
b)

12

a)
b)

c)

13.
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CINES[1] < CINES[2] < ... < CINES[N]

El segundo arreglo guarda los nombres de todos los teatros de la ciudad. Est4 orde-
nado alfabéticamente de manera descendente:

TEATROS[1] = TEATROS|[2] = ... = TEATROS[K]

Escriba un programa que mezcle estos arreglos formando un tercero, ENTRETE-
NIMIENTOS, que quede ordenado alfabéticamente de manera ascendente.

Se tienen registradas las calificaciones obtenidas en un examen a 50 alumnos. Los
datos son cal , cal,, ..., calso, donde cal, es un nimero entero comprendido entre los
valores 0y 10 (0 = cal, =< 10).

Escriba un programa que calcule e imprima la frecuencia de cada uno de los
posibles valores.

La salida del programa se muestra a continuacion:

Calificacion Frecuencia

0 1 ALUMNO
1 _
2 _
3 4 ALUMNOS
4 2 ALUMNOS
10 3 ALUMNOS

Escriba sus propios algoritmos para insertar, eliminar o modificar un elemento de
un arreglo:

Si el arreglo estd desordenado.
Si el arreglo estd ordenado.

. Dado un arreglo unidimensional de tipo entero que contiene calificaciones de exa-

menes de alumnos, construya un programa que calcule lo siguiente:

Media aritmética. Se calcula como la suma de los elementos entre el nimero de
elementos.

Varianza. Se calcula como la suma de los cuadrados de las desviaciones de la me-
dia, entre el nimero de elementos.

Desviacion estdndar. Se calcula como la raiz cuadrada de la varianza.

Moda. Se calcula al obtener el nimero con mayor frecuencia.

Escriba un programa que almacene en un arreglo unidimensional los primeros 30 nu-
meros perfectos. Un nimero se considera perfecto, si la suma de los divisores excep-
to el mismo es igual al propio niimero. El 6, por ejemplo, es un niimero perfecto.
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Arreglos multidimensionales

14. Sean los arreglos bidimensionales A(M x N) y B(M x N)
Donde: 1 = M < 10,
1=<N=20,
a,;y b, son reales.
Escriba un programa que calcule C(M x N) = A(M x N) + B(M x N).

15. Sean los arreglos bidimensionales A(M x N) y B(N x P)
Donde: 1 = M < 10,
1=N=10,
1<P<S5,
a,;y b, son reales.
Escriba un programa que calcule C(M x P) = A(M x N) * B(N x P)

16. Escriba un programa que llene de ceros una matriz A(N x N) excepto en la diagonal
principal donde debe asignar 1. Si N = 4, la matriz debe quedar:

1 2 3 4
1 1 0 0 0
2 0 1 0 0
3 0 0 1 0
4 0 0 0 1

17. Escriba un programa que intercambie por rengldn los elementos de un arreglo bidi-
mensional. Los elementos del renglén 1 deben intercambiarse con los del renglén
N, los del renglén 2 con los del N — 1, y asi sucesivamente.
Por ejemplo, si A es:

1 2 3 4
1 1 4 5 =5
2 0 87 1 0
3 2 4 10 3
4 9 5 7 5

El resultado de la operacién debe ser:

1 2 3 4
1 9 5 7 5
2 2 4 10 3
3 0 87 1 0
4 1 4 5 =5
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19.

b)
c)

d)

20.
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Dado como dato el arreglo bidimensional A(M x N), que almacena nimeros rea-
les.

Donde: 1 = M < 20,
1 =N <20,

Escriba un programa que encuentre e imprima el valor mds grande almacenado
en cada una de las columnas y en cada uno de los renglones del arreglo. Su pro-
grama debe imprimir, junto al valor encontrado, la columna o renglén en la cual se
encontro.

Se tienen los costos de produccion de tres departamentos: dulces, bebidas y conser-
vas, correspondientes a los 12 meses del afio anterior.

dulces bebidas conservas

€nero

febrero

diciembre

Escriba un programa que pueda proporcionar la siguiente informacion:

(En qué mes se registré el mayor costo de produccién de dulces?

Promedio anual de los costos de produccién de bebidas.

(En qué mes se registré el mayor costo de produccién en bebidas, y en qué mes el
menor costo?

(Cudl fue el rubro que tuvo el menor costo de produccién en diciembre?

Se tiene una tabla con las calificaciones obtenidas por 30 alumnos en seis exdmenes
diferentes:

30

Escriba un programa que calcule:
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b)
)

d)

e)

21.

22.

a)

b)

23.

El promedio general de calificaciones de los 30 alumnos, considerando los seis
exdmenes.

El alumno que obtuvo la mayor calificacién en el tercer examen.

El alumno, si lo hubiera, que obtuvo la mayor calificacién en el primero y en el
sexto examenes.

Dado el nimero que identifica a un alumno, informar en qué examen logré la menor
calificacion.

(En cudl examen fue mads alto el promedio de los 30 alumnos?

Escriba un programa que genere e imprima un cuadrado magico de dimensién N.
Observe que N es entero, positivo e impar. Un cuadrado mégico es una matriz cua-
drada de orden N, que contiene a los nimeros naturales del 1 al N * N, y donde la
suma de cualquiera de los renglones, columnas o diagonales principales es siempre
la misma. Puede utilizar los siguientes pasos para generar un cuadrado magico:

El niimero 1 se coloca en la casilla central del primer renglén.

El siguiente nimero se coloca en la casilla correspondiente al renglén anterior y
columna posterior.

El renglén anterior al primero es el dltimo, y la columna posterior a la dltima es la
primera.

Si el nimero es un sucesor de un multiplo de N, no se aplica la regla 2, sino que se
coloca en la casilla del renglén posterior y en la misma columna.

Si N =5, el cuadrado generado debe quedar:

1 2 3 4 5
1 17 24 1 8 15
2 23 5 7 14 16
3 4 6 13 20 22
4 10 12 19 21 3
5 11 18 25 2 9

Sean A(M x N) y B(N) arreglos de dos y una dimension, respectivamente. Escriba
un programa que asigne valores a B, a partir de A, teniendo en cuenta los siguientes
criterios:

n
b, = Z a,; Si i es impar
j=1

n
— * * 11
b, = Zaw_ a.,;*a.,; Si i es par
Jj-1

Sean A(M x N) y B(N) dos arreglos de dos y una dimensidn, respectivamente.
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Escriba un programa que asigne valores a A, a partir de B, teniendo en cuenta los
siguientes criterios:

al.jzbi Si =
aij=0 Si.>.

Combinaciones entre arreglos y registros

24.

El departamento de personal de una escuela tiene registros del nombre, sexo y edad
de cada uno de los profesores adscritos ahi.

NOMBRE SEXO EDAD

Escriba un programa que calcule e imprima los siguientes datos:

a) Edad promedio del grupo de profesores.

b) Nombre del profesor més joven del grupo.

¢) Nombre del profesor de més edad.

d) Nuamero de profesoras con edad mayor al promedio.

e) Numero de profesores con edad menor al promedio.

25. Resuelva el problema anterior con tres arreglos paralelos. Compare sus solucio-

nes.
NOMBRE SEXO EDAD

1 1 1

2 2 2
N N N

26. En una escuela por cada alumno se tienen los siguientes datos:

D Nombre

D Matricula

D Numero de semestres cursados

D Calificacién promedio por semestre

Escriba un programa que, dada la informacién de N alumnos, pueda realizar las
siguientes operaciones:
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a)
b)

)

27.

b)

)
d)

28.

a)

Listar nombre y matricula de estudiantes con promedios generales mayores o igua-
lesa8.

Actualizar los campos que correspondan cuando un estudiante ha concluido un
semestre.

Listar nombre y matricula de estudiantes que hayan obtenido 9 o mds de califica-
cién en todos los semestres cursados hasta el momento.

Una compaiifa distribuye N productos a distintos comercios de la ciudad. Para ello
almacena en un arreglo toda la informacién relacionada con su mercancia:

Clave

Descripcién

Existencia

Minimo a mantener de existencia
Precio unitario

Escriba un programa que efecttie las siguientes operaciones:

Venta de un producto: se deben actualizar los campos que correspondan y verificar
que la nueva existencia no esté por debajo del minimo. (Datos: clave, cantidad ven-
dida.)

Reabastecimiento de un producto: se deben actualizar los campos que correspon-
dan. (Datos: clave, cantidad comprada.)

Actualizar el precio de un producto. (Datos: clave, porcentaje de aumento.)
Informar sobre un producto: se deben proporcionar todos los datos relacionados
con un producto. (Dato: clave.)

Al momento de su ingreso al hospital, a un paciente se le solicitan los siguientes
datos:

Nombre
Edad
Sexo
Domicilio: * Calle
e Nimero
e Ciudad
Teléfono

Seguro (este campo tendrd el valor VERDADERQO si el paciente tiene seguro médi-
co y FALSO en otro caso)

Escriba un programa que pueda llevar a cabo las siguientes operaciones:
Listar los nombres de todos los pacientes hospitalizados.

Obtener el porcentaje de pacientes hospitalizados en las siguientes categorias (da-
das por la edad):



c)

e)

29.

a)
b)

c)

e)
)
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Niflos: hasta 13 afios.
J6venes: mayores de 13 afios y menores de 30.
Adultos: mayores de 30 afios.

Obtener el porcentaje de hombres y de mujeres hospitalizados.

Dado el nombre de un paciente, listar todos los datos relacionados con dicho pa-
ciente.

Calcular el porcentaje de pacientes que poseen seguro médico.

Una inmobiliaria tiene informacién sobre departamentos en renta. De cada departa-
mento se conoce:

Clave: es un entero que identifica al inmueble.

Extension: superficie del departamento, en metros cuadrados.

Ubicacion: (excelente, buena, regular, mala).

Precio: es un real.

Disponible: VERDADERO si estd disponible para la renta y FALSO si ya estd ren-
tado.

Diariamente acuden muchos clientes a la inmobiliaria solicitando informacién.
Escriba un programa capaz de realizar las siguientes operaciones sobre la in-
formacioén disponible:

Liste los datos de todos los departamentos disponibles que tengan un precio inferior
o igual a cierto valor P.

Liste los datos de los departamentos disponibles que tengan una superficie mayor o
igual a un cierto valor dado E y una ubicacién excelente.

Liste el monto de la renta de todos los departamentos alquilados.

Llega un cliente solicitando rentar un departamento. Si existe alguno con una su-
perficie mayor o igual a la deseada, con precio y ubicacion que se ajustan a las
necesidades del cliente, el departamento se rentard. Actualizar los datos que corres-
pondan.

Se vence un contrato si no se renueva, actualizar los datos que correspondan.

Se ha decidido aumentar las rentas en un X%. Actualizar los precios de las rentas
de los departamentos no alquilados.

Problemas interesantes

(Decida el lector qué estructura de datos debe utilizar para resolverlos.)

30.

Escriba un programa que lea un niimero romano e imprima su equivalente en ara-
bigo.
Recuerde que:

I= 1
V=5



50 Capitulo1 © ESTRUCTURAS FUNDAMENTALES DE DATOS

= 10
= 50
100
= 500
= 1000

X
L
C
D
M

31. Escriba un programa que calcule e imprima los niimeros perfectos comprendidos
entre dos nimeros A y B. Un niimero es perfecto si la suma de sus divisores, excep-
to él mismo, es igual al propio nimero.

32. Escriba un subprograma que reciba como datos el nombre de un dia de la semana y
un nimero entero N, positivo o negativo, e imprima el dia de la semana correspon-
diente a N dias después —positivo— o N dias antes —negativo— del dia dado.

33. Lo mismo que en el problema 35, pero ahora con respecto a un mes.

34. Escriba un programa que calcule e imprima los nimeros primos menores que cierto
ndmero dado N.

35. Escriba un programa que calcule e imprima los nimeros primos gemelos menores
que cierto nimero dado N. Dos nimeros son primos gemelos si son nimeros pri-
mos con una diferencia entre ellos de exactamente 2. Por ejemplo, 3 y 5 son primos
gemelos.



Capitulo

ARREGLOS
MULTIDIMENSIONALES
REPRESENTADOS

EN ARREGLOS
UNIDIMENSIONALES

2.1 INTRODUCCION

Actualmente la mayoria de los lenguajes de programacion de alto nivel proporcionan al
usuario medios eficaces para almacenar y recuperar elementos de arreglos bidimensio-
nales, tridimensionales e incluso de mds de tres dimensiones. El usuario del lenguaje no
debe preocuparse por detalles especificos del almacenamiento ni por el manejo fisico
del dato. Su atencién se debe concentrar solamente en el tratamiento 16gico de este
ultimo; es decir, en encontrar una estructura de datos que permita resolver ciertos pro-
blemas de manera éptima.

Por otra parte, las computadoras no pueden almacenar directamente un arreglo mul-
tidimensional. Su representacién en memoria debe ser lineal —a cada elemento le sigue
un tnico elemento—, mediante un bloque de posiciones sucesivas.

En este capitulo se estudiardan algunas técnicas utilizadas para el almacenamiento
lineal de arreglos multidimensionales.

2.2 ARREGLOS BIDIMENSIONALES

Los lenguajes de programacion pueden representar un arreglo bidimensional A, de m x
n elementos, mediante un bloque de m x n posiciones sucesivas. La distribucién de los
elementos se puede realizar de dos formas diferentes: renglén a rengldn, llamada tam-
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FIGURA 2.1

Representacion lineal de
arreglos bidimensionales.
a) Arreglo bidimensional.
b) Ordenacion por
renglones en un arreglo
unidimensional.

¢) Ordenacion por

bién ordenacion por renglones, que utilizan la mayoria de los lenguajes de programa-
cién, por ejemplo, BASIC, COBOL, PASCAL, C, etcétera, o bien columna a columna,
llamada también ordenacién por columnas, que utiliza FORTRAN.

Sea el arreglo bidimensional A de 2 x 3 elementos (fig. 2.1a). Su representacién en
un arreglo unidimensional ordenado por renglones se observa en la figura 2.15, mientras
que el que corresponde a un arreglo unidimensional ordenado por columnas se observa
en la figura 2.1c.

Una vez almacenados los valores de manera lineal se requiere una férmula que pro-
porcione la posicién en el arreglo unidimensional que le corresponde a cada elemento
del arreglo bidimensional original.

Sean, entonces, m el nimero de renglones y n el nimero de columnas de un arreglo
bidimensional. Por otra parte, i y j indican el renglén y columna, respectivamente, de
la posicién del elemento que se quiere ubicar. La férmula para localizar un elemento
determinado, en un arreglo unidimensional ordenado por renglones, es la siguiente:

LOC(A[i, j1) =POSINI + n * (i — 1) + (j — 1) Férmula 2.1

Donde POSINI, primer término de la férmula 2.1, representa la posicién del arre-
glo unidimensional a partir de la cual se encuentra almacenado el arreglo bidimensio-
nal. En general, para llegar a cualquier renglén i se deben contabilizar los elementos
correspondientes a (i — 1) renglones completos. Este resultado se obtiene mediante la
operacion n * (i — 1), segundo término de la férmula 2.1. Cuando se llega al renglén
correspondiente se deben contabilizar los (j — 1) elementos necesarios para llegar a la
columna j, tercer término de la férmula 2.1. La suma de los tres términos proporciona la
localizacién del elemento i, j correspondiente, en un arreglo unidimensional ordenado
por renglones.

Asi, por ejemplo, si deseamos localizar el elemento A[2, 1] del arreglo de la figura
2.1a hacemos:

LOCA, 1)=1+3*Q2 -1 +(1 — 1)=4

Arreglo bidimensional

AlL1] | Al1,2] | A[1,3]

All.2, 1.3]
columnas en un arreglo A2 | AR2) | AR3)
unidimensional. ’ > )
a)
Ordenacién por renglones Ordenacién por columnas
AlL1] | AlL2] | AlL3] | Al2,1] | A[2,2] | Al2,3] Al | AR | A2l | A2l | A3 | Al23]

b) 9]
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Ahora bien, si el arreglo se encuentra almacenado por columnas, la férmula para
localizar un elemento determinado es:

LOCAL, jI) =POSINI+m * (-1 + (@ -1) Férmula 2.2

En este caso, POSINI, primer término de la férmula 2.2, representa, como en el
caso anterior, la posicién del arreglo unidimensional a partir de la cual se encuentra
almacenado el arreglo bidimensional. En general, para llegar a cualquier columna j,
primero se deben contabilizar los elementos correspondientes a (j — 1) columnas com-
pletas. Este resultado se obtiene con la operaciéon m * (j — 1) segundo término de la
férmula 2.2. Luego que se llega a la columna deseada, se deben considerar los (i — 1)
elementos necesarios para llegar al renglon i, tercer término de la férmula 2.2. La suma
de los tres términos define la localizacién del elemento i, j correspondiente, en un arre-
glo unidimensional ordenado por columnas.

Asi, por ejemplo, si se desea localizar el elemento A[1, 3] del arreglo presentado en
la figura 2.1a se hace:

LOCA[L3)=1+2*B =D+ —-1)=5

Considere el arreglo bidimensional COSTOS de 12 renglones y tres columnas, corres-
pondiente a los costos mensuales de produccion de tres departamentos: dulces, con-
servas y bebidas, de una fabrica. Considere también que aquél se encuentra ordenado
por renglones a partir de la posicién 180, en un arreglo unidimensional llamado COS.
Analice los siguientes casos:

a) Se necesita conocer el costo de produccién del departamento de conservas, durante
agosto.
Se procede de esta forma:

Hacer /< 8,J <2
Escribir COS[180+3 * (I — 1)+ (J — 1)]
{El resultado del cdlculo es 202}

b) Se necesita el costo de produccién anual del departamento de bebidas.
Los pasos a seguir son:

Hacer SUM < 0
Repetir con I desde 1 hasta 12
Hacer SUM <= SUM + COS[180+3* (I — 1)+ (3 — 1)]

¢) Senecesita el costo total de produccion de los tres departamentos, durante septiembre.
Los pasos a seguir son:

Hacer SUM < 0
Repetir con J desde 1 hasta 3
Hacer SUM < SUM + COS[180-3*(9 — 1)+ (J — 1)]
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Ejemplo 2.2

Supongamos que se tiene almacenado el arreglo bidimensional A[1..6, 1..4] en dos arre-
glos unidimensionales diferentes. El primero ordenado por renglones a partir de la po-
sicion 1, y el segundo ordenado por columnas a partir de la posicién 20. Considere los
siguientes casos:

a) Se necesita obtener la posicién del elemento A[S, 3] en el arreglo unidimensional
ordenado por renglones.
Se procede de esta forma:

LOC(A[53])=_ 1 +4*(5-D+(@B-1)=17
POSINL  (j_1)  (j-1)

b) Se necesita obtener la posicién del elemento A[4, 3] en el arreglo unidimensional
ordenado por columnas.

LOC(A[4,3])=_20 +6*(3-1D+(4-1=35
POSINE 1 (j—1)  (i-1)

2.3 ARREGLOS DE MAS DE DOS DIMENSIONES

Los lenguajes de programacion de alto nivel almacenan un arreglo A de N dimensio-
nes, siendo N > 2y, por tanto, de m, X m, X ... X m_ elementos, mediante un bloque de
m, X m, X ... X m_posiciones sucesivas. Esta representacion, al igual que en el caso de
arreglos bidimensionales, se puede realizar de dos formas diferentes: renglén a renglén,
llamada también ordenacion por renglones, y columna a columna, llamada también
ordenacion por columnas.

Sea A un arreglo tridimensional de 2 x 3 x 2 elementos (fig. 2.2a). Su represen-
tacién en un arreglo unidimensional ordenado por renglones puede observarse en la
figura 2.2b, mientras que la que corresponde a un arreglo unidimensional ordenado por
columnas se observa en la figura 2.2c.

Una vez almacenados los valores de manera lineal, se requiere calcular la posicién
de cualesquiera de los elementos guardados en el arreglo unidimensional. Para ello se
necesita primero obtener los indices (K)), los tamafios de las dimensiones (7)) y los indi-
ces efectivos (/E) correspondientes. Cabe aclarar que un indice efectivo (/E) se calcula
como la diferencia del indice K, correspondiente y el limite inferior de la dimension i,
donde i varia desde 1 hasta N, siendo N el nimero de dimensiones del arreglo multidi-
mensional.

La forma de localizar un elemento determinado en un arreglo ordenado por renglo-
nes es:

i=1

LOC(A[’%‘ D = POSINI+(((E, *T, + IE,)* T, +...+ I, ) * T, + 1, Formula23



FIGURA 2.2

Representacion lineal de
arreglos de mas de dos
dimensiones, a) Arreglo tri-
dimensional. b) Ordenacion
por renglones en un arreglo
unidimensional. ¢) Orde-
nacion por columnas en un
arreglo unidimensional.
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Arreglo tridimensional

-7 |AILL2) [ AlL2,2) | AlL,32)

PLANOS et A2,1,2] | Al2,2,2]] A[2,3.2]

RENGLONES

All,1,1] | A[1,2,1] | A[1,3,1] -7

Al2,1,1] | A[2,2,1] | A[2,3,1]

COLUMNAS a)

Ordenacion por renglones

AlL1,1]| A[1,1,2] | A[1,2,1] [ A[1,2,2] | A[1,3,1]| A[1,3,2] | A[2,1,1] | A[2,1,2] | A[2,2,1]| A[2,2,2] | A[2,3,1] | A[2,3,2]

b)

Ordenacidn por columnas

All,1,1]| Al2,1,1] | A[1,2,1] [ A[2,2,1] | A[1,3,1]| A[2,3,1] | A[1,1,2]| A[2,1,2] | A[1,2,2] | A[2,2,2] | A[1,3,2] | A[2,3,2]

c)

Supongamos que se desea localizar el elemento A[2, 3, 1] del arreglo presentado
en la figura 2.2a. En primer lugar, se realizan los siguientes cdlculos para obtener los 7,
ylos IE:

, =limsup, —liminf, + 1 =2-1+1=2
, =limsup, — liminf, + 1 =3-1+1=3
T, =limsup, — liminf, + 1 =2 -1+ 1=2

IE, =K, - ll’mmf1 -1=1
IE,=K, - ll’mmf2 -1=2
IE,= K, —liminf,=1-1=0

Luego se aplica la férmula 2.3 para obtener la posicién correspondiente del elemen-
to en un arreglo unidimensional ordenado por renglones. Se procede asi:

LOCA[2,3,1D)=1+({(1*3+2)*2+0)=11

Para calcular la posicion del elemento A[1, 2, 2] se realizan las siguientes operacio-
nes para obtener los 7, —se usan los generados en el caso anterior— y los IE:
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T =2 IE =K, ~liminf =1-1=0
T,=3 IE,=K,—liminf,=2-1=1
T,=2 IE,=K,—liminf,=2-1=1

y luego se aplica la férmula 2.3 para obtener la posicién requerida.
LOCAIL,2,2)=1+((0*3+1)*2+1)=4

Ahora bien, si el arreglo se encuentra almacenado por columnas, la forma de loca-
lizar un elemento es:

Supongamos que se desea encontrar el elemento A[2, 3, 1] del arreglo presentado
en la figura 2.2a. Se tienen que calcular primero los 7, —se usan los generados anterior-
mente— y los /E, correspondientes:

T =2 IE =K, ~liminf =2-1=1
T,=3 IE,=K,~liminf,=3-1=2
T,=2 IE,=K,—liminf,=1-1=0

y posteriormente se aplica la férmula 2.4 para obtener la posicién del elemento A[2, 3,
1], en un arreglo unidimensional ordenado por columnas.

LOCA[2,3, 1) =1+((0*3+2)*2+1)=6

Si se quiere calcular la posicion del elemento A[1, 2, 2], se realizan las siguientes
operaciones para obtener los 7, —se usan los generados anteriormente— y los /E;:

T =2 IE =K, ~liminf =1-1=0
T,=3 IE,=K,—liminf,=2-1=1
T,=2 IE,=K,—liminf,=2-1=1

y luego se aplica la férmula 2.4 para obtener la posicioén requerida.
LOCAIL,2,2)=1+((1*3+1)*2+0)=9

Ejemplo 2.3 Considere el arreglo tridimensional COSTOS de 12 x 3 x 5, correspondiente a los cos-
tos de produccion mensuales en tres departamentos: dulces, conservas y bebidas, de
una fébrica, en los tltimos cinco afios, desde 2001 hasta 2005. Considere también que
aquél se encuentra ordenado por renglones a partir de la primera posicién en un arreglo
unidimensional llamado COS. Analice los siguientes casos:

a) Se necesita la posicién en el arreglo COS donde se encuentra el costo de produccién
del departamento de bebidas, durante agosto y durante el afio de 2004.



b)

c)

d)
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Se obtienen los 7,y los /E, correspondientes:

T, =limsup, — liminf +1=12-1+1=12
T,=limsup, — liminf, + 1= 3-1+1=3
1

2

T, =limsup, - liminf, + 1= 5-1+1=35
IE, = K — liminf -1=7
IE, = K, — liminf], — 2
IE. =K, —liminf, =4-1=3

y luego se procede de la siguiente forma:
LOC(COSTOS[8,3,4D)=1+({(7*3+2)*5+3)=119

Se necesita el costo de produccién del departamento de conservas, durante 2003.
Se obtienen los T, —se usan los generados en el inciso a)— y los IE, corres-
pondientes:

T, =12 IE =1 desde 0 hasta 11
T,= 3 IE,=K,-liminf,=2-1=1
T,= 5 IE,=K,—liminf,=3-1=2

y luego se realizan los siguientes pasos:

Hacer SUM < 0
Repetir con I desde O hasta 11
Hacer SUM <~ SUM + COS[1 + (I *3 + 1) *5 + 2)]

Se necesita el costo total de produccion de los tres departamentos, durante septiem-
bre de 2005.

Se obtienen los T, —se usan los generados en el inciso a)— y los IE, corres-
pondientes:

T,=12 IE =K —liminf =9-1=8
T,= 3 IE,=1desde 0 hasta 2
T,= 5 IE,=K,—liminf,=5-1=4

y luego se aplican los siguientes pasos:

Hacer SUM < 0
Repetir con I desde 0 hasta 2
Hacer SUM <~ SUM + COS[1 + (8 *3+ 1) *5 + 4)]

Se necesita el costo total de produccién de los tres departamentos durante todo
2004.

Se obtienen los 7, —se usan los generados en el inciso a)— y los IE, corres-
pondientes:
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Ejemplo 2.4

T, =12 IE =1desde 0 hasta 11
T,= 3 IE,=Jdesde 0 hasta 2
T,= 5 IE,=K,-liminf,=4-1=3

y luego se aplican los siguientes pasos:

Hacer SUM < 0
Repetir con I desde 0 hasta 11
Repetir con J desde 0 hasta 2
Hacer SUM <= SUM + COS[1 + (I *3 +J] * 5+ 3)]

Supongamos que se tiene almacenado el arreglo de cuatro dimensiones A[1..11, 1.5,
1..3, 1..5] en dos arreglos unidimensionales diferentes. El primero ordenado por ren-
glones a partir de la posicion 1 y el segundo por columnas a partir de la posiciéon 820.
Considere los siguientes casos:

a)

b)

Se necesita la posicion del elemento A[9, 2, 2, 4] en el arreglo unidimensional or-
denado por renglones.
Primero se obtienen los 7, y los /E, correspondientes:

T, =limsup, —liminf +1=11-1+1=11
T,=limsup, — liminf, + 1= 5-1+1= 5
T, =limsup, — liminf, + 1= 3-1+1= 3
T,=limsup, — liminf, + 1= 5-1+1= 5

IE, =K, —liminf =9-1=8
IE, =K, —liminf, =2 -1=1
IE,= K, —liminf, =2 -1=1
IE,= K, —liminf, =4 -1=3

y luego se procede de esta manera:
LOC(A[4,0,2,8D=1+(((8*5+1)*3+1)*5+3)=624

Se necesita la posicion del elemento A[10, 1, 2, 1] en el arreglo unidimensional

ordenado por columnas.

Primero se obtienen los 7, —se usan los generados en el inciso a)— y los IE,
correspondientes:

T =11 IE, =K, ~liminf =10-1=9
T,= 5 IE,=K,-liminf,= 1-1=0
T,= 3 IE,=K,—liminf,= 2-1=1
T4

= 5 IE,=K,—liminf,= 1-1=0
y luego se procede asi:

LOC(A[5, - 1,2,5) =820 + (0 # 3+ 1) ¥ 5+ 0) * 11 + 9) = 884
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FIGURA 2.3
Matrizde 5 x 7.
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2.4 MATRICES POCO DENSAS

Matriz representa un término matemaético que se utiliza para indicar un conjunto de ele-
mentos organizados por medio de renglones y columnas. Es equivalente al término arre-
glo bidimensional utilizado en computacién. Este término se emplea en esta seccion,
fundamentalmente porque a los arreglos bidimensionales poco densos se les conoce
mucho mds como matrices poco densas.

Poco denso indica proporcién muy alta de ceros entre los elementos de la matriz.
Observe la matriz A de 5 x 7 elementos de la figura 2.3.

Es fécil darse cuenta de que esta matriz tiene gran cantidad de ceros. Siendo preci-
s0s, 71% de sus elementos son ceros. Piense el lector qué ocurriria si en lugar de tener
una matriz de 5 x 7 se tuviera una matriz de 500 x 800 y la mayoria de sus elementos
fueran iguales a cero. Con el porcentaje anterior y para este caso en particular, se ten-
drfan 284 000 elementos iguales a cero.

Una situacién como ésta exige que se haga un uso mds eficiente del espacio de
memoria. Con ese prop6sito existen diversos métodos para almacenar sélo los valores
diferentes de cero de una matriz poco densa. A continuacién presentamos dos de los
mads usados.

Arreglo de registros

Se utiliza un arreglo unidimensional, donde cada elemento representa un registro for-
mado por tres campos: uno para guardar el renglén donde se encontré el valor diferente
de cero; otro para guardar la columna, y el tercero para guardar el valor del elemento
distinto de cero de la matriz.

En la tabla 2.1 se muestra la forma de almacenar los elementos de la matriz poco
densa que se observa en la figura 2.3.

Renglon Columna Valor
1 1 1
5 6
2 3 8
2 6 5
3 3 7
4 1 4
4 2 3
4 7 9
5 3 2
5 7 8
1 0 0 0 6 0 O]
O 0 8 0O O 5 O
o 0o 7 0O 0 0 O All..5, 1..7]
4 3 0 O O 0 9
L0 0 2 0 0 0 8]
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Es pertinente aclarar que puede resultar muy conveniente almacenar el total de
renglones y de columnas de la matriz original.

A continuacién se presenta un algoritmo muy simple que almacena en un arreglo
unidimensional los elementos distintos de cero de una matriz poco densa.

Algoritmo 2.1 Almacena_matriz_poco_densa

Almacena_matriz_poco_densa (MAT)

{El algoritmo almacena los elementos distintos de cero de una matriz poco densa en un arreglo
unidimensional. MAT constituye un arreglo unidimensional de registros. Los campos del
registro son RENGLON, COLUMNA y VALOR }

{FI, CO, I,J y K son variables de tipo entero. VAL es una variable de tipo real }

1. Leer el nimero de renglones y de columnas de la matriz (FI'y CO)
2. Hacer MAT[0].RENGLON < FI,
MAT[0].COLUMNA < COy K < 1
3. Repetir con I desde 1 hasta FI
3.1 Repetir con J desde 1 hasta CO
Leer informacién (VAL)
3.1.1 (Si VAL = 0) entonces
Hacer MAT[K].RENGLON < 1,
MAT[K].COLUMNA < J,
MAT[K].VALOR <~ VAL <~y K< K + 1
3.1.2 {Fin del condicional del paso 3.1.1}
3.2 {Fin del ciclo del paso 3.1}

4. {Fin del ciclo del paso 3}
5. Hacer MAT[0].VALOR < K — 1

{En MAT[0].RENGLON y MAT[0].COLUMNA quedan almacenados el niimero de renglones
y de columnas, respectivamente, de la matriz. En MAT[0].VALOR queda almacenado el total
de elementos diferentes de cero de la matriz}

Arreglo de listas

Se sugiere que antes de estudiar este método usado para el almacenamiento de matrices
poco densas consulte el capitulo 5.

La representacién de la matriz poco densa se realiza por medio de un arreglo de
listas. Es decir, en el elemento i de un arreglo unidimensional se tiene un registro que
almacena en uno de sus campos el total de elementos diferentes de cero encontrados en
el renglén i de la matriz, y en otro campo la direccién al primer nodo de una lista. Cada
nodo de la lista almacenard: la columna de la matriz en la que se encuentra el valor dife-
rente de cero, el propio valor y la direccién al siguiente nodo de la lista.



FIGURA 2.4
Arreglo de listas.
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FIGURA 2.5

Matrices cuadradas poco
densas. a) Matriz triangular
inferior. b) Matriz triangular
superior.
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En la figura 2.4 se presenta un esquema de esta estructura de datos que se aplica a
la matriz poco densa de la figura 2.3.

Matrices cuadradas poco densas

Las matrices cuadradas son aquellas que tienen igual nimero de renglones y de co-
lumnas. Si ademds estas matrices tienen una proporcién muy alta de ceros, se denomi-
nan poco densas.

Por otra parte, las matrices cuadradas en las que los elementos que se encuentran
arriba o debajo de la diagonal principal son iguales a cero, se llaman matrices triangu-
lares. Estas, segun la ubicacién de los ceros, se clasifican en matriz triangular inferior
si los elementos iguales a cero se encuentran sobre la diagonal principal (fig. 2.5a), y en
matriz triangular superior si los elementos iguales a cero se encuentran debajo de la
diagonal principal (fig. 2.5b).

Matriz triangular inferior

Supongamos que se desea almacenar en un arreglo unidimensional B (fig. 2.6) 1a matriz
triangular inferior de la figura 2.5a.
Es facil observar que el arreglo B tendra:

1+2+3+4+...+n

4 2 9 6 4

3 6 , 7 2 8|
02 i=j

1 0 8 4 5

2 4 7 5 3

a) b)
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FIGURA 2.6

Almacenamiento de una
matriz triangular inferior en
un arreglo unidimensional.

AlL1]  A[2,1]  A[2,2] A[3,1] A[3,2] A[33] Al4,1] Al42] A[43] Al44]

[ T T N S S B

4 3 —6 1 0 8 2 4 7 5 |i=]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

elementos, que es igual a:
n* (n + 1)
2

por el principio de induccién matemética. Cabe sefialar que en lo que resta de este capi-
tulo, asi como en los siguientes, se hard uso de este principio.

Asumiendo que los elementos de la matriz triangular inferior fueron almacenados
en un arreglo unidimensional, se requiere encontrar una férmula que permita localizar a
cada uno de ellos. En primer lugar, se debe considerar a POSINI, que indica la posicién
a partir de la cual se encuentra almacenado el arreglo —primer término de la férmula—.
En general, para llegar a cualquier rengldn i se deben contabilizar los elementos corres-
pondientes a (i — 1) renglones. Se debe tener en cuenta entonces:

142+..+3G-1)
elementos, lo que es igual a:

(i—1)*i (segundo término de la férmula)
2

Una vez en el renglén i deseado, se deben contabilizar los (j — 1) elementos nece-
sarios para llegar a la columna j —tercer término de la férmula—. La suma de los tres
términos determina la localizacién del elemento i, j de la matriz triangular inferior, en
un arreglo unidimensional. La férmula es:

s
LOC(A[i,j])=POSINH%Hj—l) Formula 2.5

Asf, por ejemplo, si se desea localizar la posicion del elemento A[3, 2] del arreglo
presentado en la figura 2.5a almacenado en un arreglo unidimensional, aplicando la
férmula 2.5 se tiene:

LOC(A[3,2])=1+%+(2—1)=5

Si, en cambio, se desea localizar la posicién del elemento A[4, 3] del arreglo pre-
sentado en la figura 2.5a, al aplicar la férmula 2.5 se tiene:

(4-1)*4

LOC(A[4,3])=1+ >

+(3-1)=9
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FIGURA 2.7

Almacenamiento de una
matriz triangular superior
en un arreglo unidimen-
sional.
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Matriz triangular superior

Para el caso de la matriz triangular superior de la figura 2.5b, si se almacena en un arre-
glo unidimensional B (fig. 2.7), éste tendra:

n+..+4+3+2+1

elementos, que es igual a:

n*(n+1)
2

Se requiere, entonces, de una férmula para localizar la posicién de un elemento
de una matriz triangular superior, en un arreglo unidimensional. A diferencia del caso
anterior —matriz triangular inferior—, el proceso es mas complicado.

En primer lugar, se debe considerar a POSINI, que representa la posicién a partir
de la cual se encuentra almacenado el arreglo —primer término de la formula—. En
segundo lugar, se deben contabilizar los elementos necesarios para llegar a un renglén
i cualquiera, esto es, los elementos correspondientes a los (i — 1) renglones anteriores
a i. Este célculo se puede realizar en dos partes. Primero se contabilizan los elementos
correspondientes a (i — 1) renglones completos: (n * (i — 1)) y luego se restan a este
resultado los que son ceros en los (i — 1) renglones anteriores a i.

Si:

i =1 — tenemos 0 ceros en los renglones anteriores.

i =2 — tenemos 0 ceros en los renglones anteriores.

i =3 — tenemos | cero en los renglones anteriores.

i =4 — tenemos | + 2 ceros en los renglones anteriores.

En general, podemos afirmar que para (i — 1) renglones se tienen:
O0+0+1+2+...+(-2)
ceros, que es igual a:

(i-2)*(i-1)

2

La expresion obtenida en la primera parte menos la férmula obtenida en la segunda,
da como resultado el segundo término de la férmula 2.6.

ALl A[12]  AlL3]  Al14]  A[22]  Al23] A[24] A[33] Al34] Al44]

R N R

2 9 6 4 7 2 8 4 5 3 |i=J

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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Ejemplo 2.5

Ejemplo 2.6

n*(i—l)—(i_z)*(i_l)

2

Por dltimo, y una vez en el renglén i deseado, se deben contabilizar los (j — ©)
elementos necesarios para llegar a la columna j —tercer término de la formula—. La
suma de los tres términos indica la localizacién del elemento i, j de la matriz triangular
superior, en un arreglo unidimensional. La férmula es la siguiente:

Asi, por ejemplo, si se desea localizar la posicion del elemento A[2, 3], del arreglo
presentado en la figura 2.5b, en un arreglo unidimensional, se realiza lo siguiente:

LOC([Z,S]):1+(4*(2—1)—%)+(3—2):6

Si, en cambio, se desea localizar la posicién del elemento A[3, 4] del arreglo pre-
sentado en la figura 2.4b:

Loc(A[3,4])=1+(4*(3—1)—L;(3_1))+(4—3)=9

Supongamos que se tiene una matriz triangular inferior A con la siguiente dimensién
A[1..8, 1..8], almacenada en un arreglo unidimensional B a partir de la posicién 10.
Analice los siguientes casos:

a) Se necesita la posicién donde se encuentra almacenado el elemento A[S, 4]. Se
procede de esta forma:

(5—1)»5+

LOC(A[5,4])=10+ (4-1)=10+10+3=23

b) Se necesita la posicion del elemento A[6, 3]. Se procede asf:

+(6—1)*6+(

LOC(A[6,3])=10 3-1)=10+15+2=27

Supongamos que se tiene una matriz triangular superior A con la siguiente dimensién
A[1..10, 1..10], almacenada en un arreglo unidimensional B a partir de la posicién 50.
Analice los siguientes casos:
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FIGURA 2.8
Matriz tridiagonal.
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a) Se necesita la posicion del elemento A[1, 9]. Se procede de esta forma:

(1—2)*(1—1))
—_— |+
2

LOC(A[1,9])=50+(10*(1—1)— (9-1)=58

b) Se necesita la posicion donde se encuentra almacenado el elemento A[7, 9]. Se
procede asi:

(7-2)*(7-1)

LOC(A[7,9])=50+(10*(7—1)— >

)+(9—7)=97

Matriz tridiagonal

Se dice que una matriz es tridiagonal si los elementos distintos de cero se encuentran
localizados en la diagonal principal y en las diagonales por encima y por debajo de ésta.
Por tanto, el valor absoluto del indice i menos el indice j serd menor o igual que 1. En la
figura 2.8 el lector puede observar una matriz tridiagonal.

Supongamos que se desea almacenar en un arreglo unidimensional B (figura 2.9) la
matriz tridiagonal presentada anteriormente.

Es fécil observar que el arreglo A tiene n elementos en la diagonal principal y (n
— 1) elementos en las diagonales por encima y debajo de ésta. Por tanto, el nimero de
elementos de una matriz tridiagonal se calcula como:

n+2*m-1)

Al hacer las operaciones queda:
3*n-2

Con el propésito de localizar la posicién de un elemento de la matriz tridiagonal,
almacenada en un arreglo unidimensional, se requiere de una férmula. En primer lugar,
se debe considerar a POSINI, que indica la posicion inicial, a partir de la cual se en-
cuentra almacenado el arreglo —primer término de la férmula—. En segundo lugar, se
deben contabilizar los elementos necesarios para llegar a un renglén i cualquiera; esto
es, los elementos correspondientes a los (i — 1) renglones anteriores. Se calcula como la
suma de los elementos de la primera fila (2), mas tres elementos por (i — 2) renglones.
Por tanto, el segundo término de la férmula es:

24+3%(i-2)

6.7
AN8\3
li- <1
921
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All,1]  A[1,2]  A[2,1]  A[2,2] Al2,3] A[3,2] A[3,3] A[34] Al43] Al44]

l

N R N S

7 4 8 3 9 2 1 8 4 |l]i-j<1

FIGURA 2.9

Almacenamiento de una
matriz tridiagonal en un
arreglo unidimensional.

2 3 4 5 6 7 8 9 10

Por ultimo, y una vez en el renglén i deseado, se deben contabilizar los elementos
correspondientes a las columnas. Con este fin se sigue el siguiente criterio.

i > j — no se tiene que contabilizar ningtin elemento.

i =j — se debe contabilizar un elemento.

i <j — se tienen que contabilizar dos elementos.

Con lo cual se obtiene la siguiente expresion:

(j— i+ 1) tercer término de la formula

Observe que esta expresion contempla los tres casos enunciados. Si:

i > j, alo sumo lo serd en una unidad; por tanto, la expresion da cero elementos.

i =j, los mismos se anulan, quedando un elemento.

i <j, alo sumo lo serd en una unidad; por tanto, la expresion da dos elementos.

Nuevamente la suma de los tres términos da la localizacion del elemento i, j de la
matriz tridiagonal en un arreglo unidimensional. Por tanto:

LOC(A[i, j1) = POSINT + 2 + 3 * (i—2)) + j—i + 1)

operando queda:

LOC(A[i, jI) = POSINI + 2i +j -3 Férmula 2.7

Asi, por ejemplo, si se desea localizar la posicion del elemento A[3, 3], del arreglo
presentado en la figura 2.8, en un arreglo unidimensional se hace:

LOCA[3,3)=1+2%3+3-3=7

Si, en cambio, se desea localizar la posicién del elemento A[4, 3] del arreglo pre-
sentado en la misma figura, se hace:

LOCA[4,3)=1+2%4+3-3=9

Se debe tener en cuenta, ademds, que si el renglén que se evalia es igual a 1, se
puede aplicar la siguiente férmula:
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FIGURA 2.10

Matrices simétricas.
a) Matriz simétrica

de 4 x 4.

b) Matriz simétrica

de 5 x 5.
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LOC(A[i,jD:H_(j_l) Férmula 2.8

i=1

Es importante aclarar que la féormula anterior (2.7), aunque un poco mds larga,
también funciona para este caso.

Supongamos que se tiene una matriz tridiagonal A con la dimensién A[1..8, 1..8], al-
macenada en un arreglo unidimensional B a partir de la posicién 40. Analicemos los
siguientes casos:

a) Se necesita la posicién donde se encuentra el elemento A[6, 7]. Se procede asi:
LOC([6,7])=40+2*6+7-3=56

b) Si se necesita la posicién donde se encuentra el elemento A[3, 2], se procede de esta
forma:

LOC([3,2]) =40 +2 %3 +2 -3 =45

Matrices simétricas y antisimétricas

Una matriz A de n x n elementos es simétrica si A[i, j] es igual a A[}, ], y esto dltimo se
cumple para todo i y para todo j. En la figura 2.10 se presentan dos ejemplos de matrices
simétricas.

Por otra parte, una matriz A de n x n elementos es antisimétrica si A[, j] es igual
a —Alj, i], y lo anterior se cumple para todo i y para todo j; considerando a i = j. En la
figura 2.11 se observan dos ejemplos de matrices antisimétricas.

Supongamos ahora que se desea almacenar en un arreglo unidimensional B la ma-
triz simétrica de la figura 2.10a. Esto dltimo se puede hacer al almacenar Gnicamente
los elementos de la matriz triangular inferior o superior. En la figura 2.12 se presenta un
arreglo unidimensional B que almacena la matriz triangular inferior de la matriz simé-
trica mostrada en la figura 2.10a.

Para localizar cualquier elemento de la matriz simétrica se debe aplicar la férmula
2.5, presentada anteriormente, para matriz triangular inferior. Cabe aclarar que si en un

8 5 0 0 3
0 4 0 0

5 6 3 0 9
4 0 0 6

0 3 0 7 1
0 0 8 9

0 0 7 8 0
0 6 9 0

13 9 1 0 0|

a) b)



68 Capitulo2 ©O

FIGURA 2.11

Matrices antisimétricas.
a) Matriz antisimétrica

de 4 x 4.

b) Matriz antisimétrica

de 5 x 5.

FIGURA 2.12
Almacenamiento de una
matriz simétrica en un
arreglo unidimensional.

ARREGLOS MULTIDIMENSIONALES REPRESENTADOS EN ARREGLOS UNIDIMENSIONALES

8 -5 0 0 3
0O 4 0 O

5 6 -3 0 9
-4 0 0 6

o 3 0 7 1
o 0 8 9

o 0 -7 8 0
0 -6 -9 0

-3 -9 -1 0 0]
a) b)

determinado momento se necesitara localizar un elemento de la matriz simétrica tal que
el indice j sea mayor que el indice 7, se necesitarian invertir los mismos y aplicar poste-
riormente la misma férmula. Por ejemplo, si se desea localizar el elemento A[1, 2], se
tendra que buscar el elemento A[2, 1].

Si ahora se desea almacenar en un arreglo unidimensional B los elementos de la
matriz antisimétrica de la figura 2.11a, se procede de manera similar que en el caso an-
terior. Se almacenan en un arreglo unidimensional solamente los elementos de la matriz
triangular inferior o superior. En la figura 2.13 se presenta un arreglo unidimensional B
que almacena la matriz triangular superior de la matriz antisimétrica de la figura 2.10a.

Para localizar, en este caso, un elemento de la matriz antisimétrica, se debe aplicar
la férmula 2.6 para matriz triangular superior. Es importante sefialar que si se tuviera
que localizar un elemento de la matriz antisimétrica, tal que el indice i sea mayor que el
indice j, se necesitaria invertir los mismos y aplicar la misma férmula. Posteriormente,
el contenido de la celda i, j se debe multiplicar por —1. Por ejemplo, si nos interesa loca-
lizar el elemento A[3, 1], se buscard la posicién del elemento A[1, 3] y el contenido de
dicha posicién se multiplicard por —1.

FIGURA 2.13
Almacenamiento de una
matriz antisimétrica en un
arreglo unidimensional.

A1l Al2,1]  A[2,2]  AI3,1] A32] A33] Al4,1] Al42] Al43]  Al4.4]
0 4 0 0 0 8 0 6 9 0 |i=J
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

AllL1] Al12] A3 AllL4]  Al22]  Al23] Al24]  A[33] A[34] Al44]
0 4 0 0 0 0 6 8 9 0 |i=Jj

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
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V¥ EJERCICIOS

Arreglos multidimensionales

1. Considere que el arreglo bidimensional A[1..7, 1..7] se encuentra almacenado ren-

a)
b)
c)

a)
b)
c)

a)

b)

glén por renglén en el arreglo unidimensional VEC, a partir de la posicién 1. Con-
sidere, ademads, que el arreglo bidimensional B[1..9, 1..4] también se encuentra
almacenado en el arreglo VEC, columna a columna, a partir de la posiciéon 100.
Calcule lo siguiente:

La posicion del elemento A[2, 6
La posicién del elemento A[5, 7
La posicion del elemento B[S, 1
La posicién del elemento B[3, 3

en el arreglo VEC.
en el arreglo VEC.
en el arreglo VEC.
en el arreglo VEC.

— e e

. Considere los arreglos multidimensionales AM y BM declarados de la siguiente

forma:
AM[1..5,1..5, 1..15] y BM[1..8, 1..6, 1..8, 1..4]

AM estd almacenado renglon por renglén en el arreglo unidimensional VEAM, a
partir de la primera posicién. BM estd almacenado, columna a columna, en el arre-
glo unidimensional VEBM, a partir de la posicién 65. Calcule lo siguiente:

La posicion del elemento AM[S, 3, 10] en el arreglo VEAM.
La posicion del elemento AM[1, 2, 5] en el arreglo VEAM.
La posicion del elemento BM[3, 6, 4, 2] en el arreglo VEBM.
La posicion del elemento BM[6, 5, 8, 1] en el arreglo VEBM.

. Consideremos que los arreglos bidimensionales A y B de m x n elementos se en-

cuentran almacenados en un arreglo unidimensional VEC de 2 x m x n elementos.
A estd almacenado rengldn por renglén a partir de la primera posicién. B estd alma-
cenado columna a columna a partir de la posicién (m * n) + 1. Escriba un programa
que realice lo siguiente:

Obtenga la suma de los arreglos bidimensionales almacenados en VEC y almacéne-
la en el arreglo unidimensional SUM, ordenado por renglones, a partir de la primera
posicion.

Imprima el resultado de la suma, almacenado en SUM, en forma de matriz.

. Sean los arreglos bidimensionales A 'y B de m x n'y n x p elementos, respectiva-

mente, ambos almacenados en un arreglo unidimensional VEC. A estd almacenado
renglén por renglén a partir de la posicién 1 y B también se encuentra ordenado por
renglones a partir de la posicién (m * n) + 1. Escriba un procedimiento que realice
lo siguiente:



70

Capitulo 2 o ARREGLOS MULTIDIMENSIONALES REPRESENTADOS EN ARREGLOS UNIDIMENSIONALES

a)

b)

a)
b)

)

a)

b)
)

a)

b)

Obtenga el producto de los arreglos bidimensionales A y B almacenados en VEC y
guarde el resultado en el mismo arreglo, columna a columna, a partir de la posicion
m*n)+m*p)+ 1.

Imprima el resultado del producto, almacenado en VEC, en forma de matriz.

. Sea CAL un arreglo bidimensional de 30 x 6 correspondiente a las calificaciones

de 30 alumnos en seis exdmenes diferentes. CAL se encuentra almacenado renglén
por renglén, a partir de la posicion 185, en el arreglo unidimensional UNI. Escriba
un procedimiento que obtenga lo siguiente:

El promedio de calificaciones de los 30 alumnos en los seis exdmenes.

El alumno que obtuvo la mayor calificacion en el tercer examen. Observe que pue-
de haber mds de un alumno con la mas alta calificacion.

El examen en el que el promedio de los 30 alumnos fue el mas alto.

. Considere el arreglo tridimensional ATRI de m x n x p elementos almacenados,

columna a columna, en el arreglo unidimensional AUNI a partir de la primera posi-
cion. Escriba un procedimiento que imprima lo siguiente:

El renglén y la columna donde se encuentran elementos nulos (usted debe trabajar
con el arreglo AUNI).

El total de elementos nulos.

El porcentaje de elementos nulos, con respecto al nimero total de elementos del
arreglo tridimensional.

. Los elementos de un arreglo bidimensional de 4 x 4 elementos se almacenaron, ren-

glén por renglén, en un arreglo unidimensional A. Escriba un subprograma que:

Intercambie los elementos del renglén 1 con los del renglén N y los del renglén 2
con los del rengldén (N — 1), y asi sucesivamente.
Imprima el arreglo resultante, en forma de matriz.

Matrices poco densas

8. Sea VEC un arreglo unidimensional que almacena los elementos distintos de cero

a)

b)

de una matriz poco densa A de cuatro renglones y seis columnas. Cada elemento del
arreglo VEC es un registro que contiene el renglén, la columna y el valor distinto de
cero de la matriz. Escriba subprogramas que realicen lo siguiente:

Determine el valor del elemento i, j de la matriz. Tome en cuenta que la biisqueda a
realizar en el arreglo VEC debe ser 6ptima.
Imprima la matriz poco densa A, a partir del arreglo VEC.
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VEC
00 2 0 0 0 1|s5(8l2]3[213]6|7]4]|1|8]4]|2]|4
o o o o o 7 1 2 3 4 5
'8 4 0 0 0 0

9. Supongamos que existen dos matrices poco densas A y B de 3 x 4 elementos, que
tienen almacenados sus valores distintos de cero en los arreglos unidimensionales
VECI y VEC2, respectivamente. Ejemplo:

A B
00 0 0 4 0 0 7
02 0 0 00 0 0
8 0 0 0 00 8 0
VECL |2]2]2]3|1]8
1 2 3
VEC2 |[1]1|4]1]4]|7]|3]3]|8
1 2 3

Escriba un subprograma que obtenga la suma de dichas matrices poco densas, uti-
lizando solamente los arreglos VEC1 y VEC2, y almacene el resultado —considere
solamente los elementos distintos de cero— en el arreglo unidimensional VEC3.

10. Considere las matrices poco densas A y B, declaradas de la siguiente forma:
A[l..6,1.3]y B[1..3,1..4]
A se encuentra almacenada en el arreglo unidimensional VEC1 y B en el arreglo
unidimensional VEC2. Escriba un subprograma que obtenga el producto de A y

B —utilizando solamente los arreglos VEC1 y VEC2— y almacene el resultado,
columna a columna, en el arreglo unidimensional VEC3.
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11.

b)

)
d)

e)

12.

Se tienen los datos de la produccién agricola, por tipo de cultivo —en total 10—, de
las 32 entidades del pais. No todos los estados tienen todos los cultivos. En aquellos
casos en los cuales un estado no cultiva ciertos productos, habré ceros en las posi-
ciones correspondientes. Escriba un programa que:

Almacene los datos diferentes de cero, en un arreglo unidimensional.

Encuentre el estado que obtuvo mayor produccion agricola, considerando todos los
cultivos.

Encuentre el producto, si existiera, que se cultiva en todos los estados.

Encuentre el estado, si existiera, que cultiva todos los productos.

Encuentre el estado, si existiera, que cultiva sélo los cultivos de tipos 3 y 6.

Las matrices cuadradas poco densas A y B de orden 4 fueron almacenadas en el
arreglo unidimensional UNI a partir de la primera y decimoprimera posicién, en
forma respectiva. De la matriz A solamente se almacenaron los elementos corres-
pondientes a la matriz triangular inferior. De la matriz B, en cambio, se almacena-
ron sélo los elementos de 1a matriz triangular superior. Escriba un subprograma que
sume dichas matrices y almacene el resultado, columna a columna, en el arreglo
unidimensional SUMA a partir de la primera posicién.

Matrices simétricas y antisimétricas

13.

14.

15.

Las matrices simétricas A y B de dimensién 6 fueron almacenadas en un arreglo
unidimensional VEC a partir de las posiciones 1 y 22, respectivamente. S6lo se
almacenaron los elementos pertenecientes a la matriz triangular inferior. Escriba
un subprograma que sume dichas matrices y almacene el resultado, renglén por
renglén, en el arreglo SUMSIM a partir de la posicién 32.

La matriz simétrica A de dimensién 5 y la matriz antisimétrica B, de la misma
dimensién, fueron almacenadas en el arreglo unidimensional VEC a partir de las
posiciones 1 y 16, respectivamente. De la matriz A solamente se almacenaron los
elementos correspondientes a la matriz triangular inferior. De la matriz B sélo se
almacenaron los elementos de la matriz triangular superior. Escriba un subprogra-
ma que obtenga la suma de dichas matrices y almacene el resultado, renglén por
renglén, en el arreglo unidimensional SUMA a partir de la primera posicién.

Una persona tiene que viajar de una ciudad a otra, via terrestre, en la Republica
mexicana y desea realizar el recorrido en el menor tiempo posible. Los datos refe-
rentes a los tiempos entre ciudades se encuentran dados de la siguiente forma:



a)

b)
c)

16.

a)
b)
c)
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0
TIEMPO,, 0
TIEMPO; TIEMPO; , 0
| TIEMPO,,  TIEMPO,,  TIEMPO,,, 0 |

Puede suceder que entre dos ciudades no exista una carretera directa y, por tan-
to, el tiempo entre ambas sea representado como 0. Sin embargo, es posible llegar a
una ciudad intermedia y desde ahi trasladarse hasta la ciudad destino. Por ejemplo,
si de la ciudad 3 a la 2 no hay carretera directa, se podria ir primero a la ciudad 1
—si existe carretera entre la 3 y la 1— y luego de la ciudad 1 a la 2 —si entre ellas
existen carreteras—. Escriba un programa que realice lo siguiente:

Lea los tiempos entre las distintas ciudades y las almacene en un arreglo unidimen-
sional.

Lea la ciudad origen y la ciudad destino.

Determine el menor tiempo de traslado entre dichas ciudades.

Presente la ruta a seguir.

Se tiene informacién sobre costos de boletos aéreos entre N ciudades del pais. El
costo del boleto para ir de la ciudad i a la ciudad j es igual al costo del boleto para
ir de la ciudad j a la i. Por tanto, se puede ahorrar espacio de memoria —recuerde
lo visto sobre matrices simétricas— utilizando un arreglo unidimensional para al-
macenar todos los costos. Escriba un programa que:

Lea el nimero de ciudades.

Lea los costos y los almacene usando un arreglo unidimensional.

Dado el nimero de una ciudad origen y de una ciudad destino, imprima el costo del
boleto correspondiente.

Dado el nimero de una ciudad, imprima los nimeros de todas las ciudades a las que
hay vuelo, partiendo de la ciudad especifica.






Capitulo

PILAS Y
COLAS

3.1 INTRODUCCION

Cuando se presentaron los arreglos, en el capitulo 1, se menciond que eran estructuras
lineales. Es decir, cada componente tiene un tnico sucesor y un unico predecesor con
excepcion del primero y del dltimo, respectivamente. Por otra parte, al analizar las ope-
raciones de insercion y eliminacion, se observo que los elementos se podian insertar o
eliminar en cualquier posicion del arreglo. Cabe sefalar, sin embargo, que existen pro-
blemas que por su naturaleza requieren que los elementos se agreguen o se quiten s6lo
por un extremo. Este capitulo se dedica al estudio de pilas y colas, que son estructuras
de datos lineales con restricciones en cuanto a la posicién en la cual se pueden llevar a
cabo las operaciones de insercion y eliminacién de componentes.

3.2 PILAS

Una pila representa una estructura lineal de datos en la que se puede agregar o quitar
elementos tnicamente por uno de los dos extremos. En consecuencia, los elementos de
una pila se eliminan en orden inverso al que se insertaron; es decir, el dltimo elemento
que se mete en la pila es el primero que se saca. Debido a esta caracteristica, se le co-
noce como estructura LIFO (Last-Input, First-Output: el Gltimo en entrar es el primero
en salir).

Existen numerosos casos practicos en los que se utiliza el concepto de pila; por
ejemplo, una pila de platos, una pila de latas en un supermercado, una pila de libros que
se exhiben en una libreria, etcétera. En la figura 3.1 se observa una pila de platos. Es de
suponer que si el cocinero necesita un plato limpio, tomara el que estd encima de todos,
que es el dltimo que se colocd en la pila.

Las pilas son estructuras de datos lineales, como los arreglos, ya que los compo-
nentes ocupan lugares sucesivos en la estructura y cada uno de ellos tiene un tnico suce-
sor y un dnico predecesor, con excepcion del dltimo y del primero, respectivamente.

Una pila se define formalmente como una coleccién de datos a los cuales se puede
acceder mediante un extremo, que se conoce generalmente como tope.
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FIGURA 3.1

Ejemplos practicos de pilas.

3.2.1

FIGURA 3.2
Representacion de pilas.

Representacion de pilas

Las pilas no son estructuras fundamentales de datos; es decir, no estan definidas como
tales en los lenguajes de programacién. Para su representacion requieren el uso de otras
estructuras de datos, como:

D Arreglos
D Listas

En este libro se utilizardn arreglos. En consecuencia, es importante definir el tama-
flo maximo de la pila, asi como una variable auxiliar a la que se denomina TOPE. Esta
variable se utiliza para indicar el dltimo elemento que se insertd en la pila. En la figura
3.2 se presentan dos alternativas de representacién de una pila, utilizando arreglos.

PILA

MAX

PILA
111 | 222 | 333 | 444
TOPE —> 4 | 444
1 2 3 4 MAX
3| 333 T
2| 222

TOPE




FIGURA 3.3

Representacion de pilas.
a) Pila llena. b) Pila con
algunos elementos. c) Pila
vacia.
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MAX PILA MAX PILA MAX PILA

TOPE ——> | 999

3| 333 3 3
2| 222 TOPE —> 2 | 222 2
1| 111 1| 111 1

TOPE=0 —>
a) b) c)

En la figura 3.3 se presentan ejemplos de a) pila llena, b) pila con algunos elemen-
tos y ¢) pila vacia.

Al utilizar arreglos para implementar pilas se tiene la limitacién de que se debe
reservar espacio de memoria con anticipacion, caracteristica propia de los arreglos. Una
vez dado un méaximo de capacidad a la pila no es posible insertar un nimero de elemen-
tos mayor al mdximo establecido. Si la pila estuviera llena y se intentara insertar un
nuevo elemento, se producird un error conocido como desbordamiento —overflow—.
Por ejemplo, si en la pila que se presenta en la figura 3.3a, donde TOPE = MAX, se
quisiera insertar un nuevo elemento, se producird un error de este tipo. La pila estd llena
y el espacio de memoria reservado es fijo, no se puede expandir ni contraer.

Una posible solucién a este tipo de inconvenientes consiste en definir pilas de gran
tamafio, pero esto ultimo resultaria ineficiente y costoso si sélo se utilizaran algunos
elementos. No siempre es viable saber con exactitud cudl es el nimero de elementos a
tratar; por tanto, siempre existe la posibilidad de cometer un error de desbordamiento
—si se reserva menos espacio del que efectivamente se usard— o bien de hacer uso ine-
ficiente de la memoria —si se reserva mas espacio del que realmente se necesita—.

Existe otra alternativa de solucion a este problema. Consiste en usar espacios com-
partidos de memoria para la implementacién de pilas. Supongamos que se necesitan
dos pilas, cada una de ellas con un tamafo maximo de N elementos. Se definird enton-
ces un solo arreglo unidimensional de 2 * N elementos, en lugar de dos arreglos de N
elementos cada uno.

Como se ilustra en la figura 3.4, la PILA1 ocupard desde la posicién 1 en adelante
(2, 3, ...), mientras que la PILA2 ocupard desde la posicion 2*N hacia atrds (2*N — 1,
2*N — 2, ...). Si en algin punto del proceso la PILA1 necesitara mds espacio del que
realmente tiene —N— y en ese momento la PILA2 no tuviera ocupados sus N lugares,
entonces seria posible agregar elementos a la PILA1 sin caer en un error de desborda-
miento (figura 3.5). Algo similar podria suceder para la PILA2, si ésta necesitara mas de
N espacios y la PILA1 tuviera lugares disponibles (figura 3.5b).
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FIGURA 3.4
Representacion de pilas en PILAL 4%
espacios compartidos.
1 2 3 N N+1 2N-1 2N
TOPE1 TOPE2

Otro error que se puede presentar al trabajar con pilas es tratar de eliminar un ele-
mento de una pila vacia. Este tipo de error se conoce como subdesbordamiento —un-
derflow—. Por ejemplo, si en la pila que se presenta en la figura 3.3¢, donde TOPE < 1,
se deseara eliminar un elemento, se presentaria un error de este tipo.

3.2.2 Operaciones con pilas
La definicidn de una estructura de datos queda completa al incluir las operaciones que se
pueden realizar en ella. Para el caso de las pilas, las operaciones basicas que se pueden

llevar a cabo son:

D Insertar un elemento —Push— en la pila
D Eliminar un elemento —Pop— de la pila

FIGURA 3.5
Representacion de pilas PILAI > ¢ PILA2
en espacios compartidos.
a) PILA1 tiene mas de N o oo 00 0 a)
elementos y PILA2 tiene
menos de N elementos. 1 2 3 N N+1 N+2 2N-1 2N
b) PILA2 tiene mas de N
elementos y PILA1 tiene T T
menos de N elementos. TOPE] TOPE2
PILA1 . PILA2
500 50 0 b)
1 2 3 N-1 N N+1 2N-1 2N
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Y las operaciones auxiliares:

D Pila_vacia
D Pila_llena

Considerando que se tiene una pila con capacidad para almacenar un nimero maxi-
mo de elementos —MAX—, y que el dltimo de ellos se indica con TOPE, a continua-
cion se presentan los algoritmos correspondientes a las operaciones mencionadas. Si la
pila esta vacia, entonces TOPE es igual a 0.

Algoritmo 3.1 Pila_vacia

Pila_vacia (PILA, TOPE, BAND)

{Este algoritmo verifica si una estructura tipo pila —PILA— estd vacia, asignando a BAND el
valor de verdad correspondiente. La pila se implementa en un arreglo unidimensional. TOPE
es un pardmetro de tipo entero. BAND es un pardmetro de tipo booleano}

1. Si (TOPE = 0) { Verifica si no hay elementos almacenados en la pila}
entonces
Hacer BAND < VERDADERO {La pila estd vacia}
si no
Hacer BAND <= FALSO {La pila no estd vacia}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Algoritmo 3.2  Pila_llena

Pila_llena (PILA, TOPE, MAX, BAND)

{Este algoritmo verifica si una estructura tipo pila —PILA— estd llena, asignando a BAND el
valor de verdad correspondiente. La pila se implementa en un arreglo unidimensional de MAX
elementos. TOPE es un parametro de tipo entero. BAND es un pardmetro de tipo booleano}

1. Si (TOPE = MAX)
entonces
Hacer BAND < VERDADERO {La pila esté llena}
si no
Hacer BAND < FALSO {La pila no estd llena}
2. {Fin del condicional del paso 1}
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Ejemplo 3.1

Algoritmo 3.3 Pone

Pone (PILA, TOPE, MAX, DATO)

{Este algoritmo agrega el elemento DATO en una estructura tipo pila —PILA—, si la misma
no esta llena. Actualiza el valor de TOPE. MAX representa el nimero méximo de elementos
que puede almacenar PILA. TOPE es un pardmetro de tipo entero}

1. Llamar a Pila_llena con PILA, TOPE, MAX y BAND
2. Si (BAND = VERDADERO)
entonces
Escribir “Desbordamiento — Pila llena”
si no
Hacer TOPE < TOPE + 1 y PILA[TOPE] <- DATO
{ Actualiza TOPE e inserta el nuevo elemento en el TOPE de PILA}
3. {Fin del condicional del paso 2}

Algoritmo 3.4  Quita

Quita (PILA, TOPE, DATO)

{Este algoritmo saca un elemento —DATO— de una estructura tipo pila —PILA—, si ésta no
se encuentra vacia. El elemento que se elimina es el que se encuentra en la posicion indicada
por TOPE}

1. Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
2. Si (BAND = VERDADERO)
entonces
Escribir “Subdesbordamiento — Pila vacia”
si no
Hacer DATO <— PILA [TOPE] y TOPE <— TOPE — 1 {Actualiza TOPE}
3. {Fin del condicional del paso 2}

A continuacién se presenta un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de las ope-
raciones de insercién y eliminacién en pilas.

Si se insertaran los elementos lunes, martes, miércoles, jueves y viernes en PILA, la
estructura quedaria tal y como se muestra en la figura 3.6a. Ahora bien, si se eliminara
el elemento viernes, el TOPE apuntaria ahora a jueves (fig. 3.6D).

Si en algiin momento se quisiera eliminar al elemento martes, esto no seria posible
ya que sé6lo se puede tener acceso al elemento que se encuentra en la cima de la pila.



FIGURA 3.6
Insercion y eliminacion
en pilas.

3.2.3

FIGURA 3.7

Insercion y eliminacion,
a) Luego de sacar jueves.
b) Luego de sacar miér-
coles. ¢) Luego de sacar
martes.

PILA

MAX

TOPE —— 5 Viernes

4 Jueves

3 | Miércoles

2 Martes
1 Lunes
a)

MAX

TOPE —> 4

PILA

Jueves

Miércoles

Martes

Lunes

b)
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Una forma de resolver este problema es eliminar primeramente los elementos jueves y
miércoles, de esta manera martes quedaria ubicado en la cima de PILA y ahora seria
posible extraerlo (figuras 3.7a, 3.7b 'y 3.7¢).

Aplicaciones de pilas

Las pilas son una estructura de datos muy usada en la solucién de diversos tipos de
problemas, en el drea de la computacién. Ahora se analizardn algunos de los casos mds
representativos de aplicacion de las mismas:

PILA

MAX

5
4

TOPE —> 3 | Miércoles

2 Martes

1 Lunes

a)

PILA

MAX MAX

5 5

4 4

3 3

TOPE—> 2 Martes 2
1 Lunes TOPE— 1

b)

PILA

Lunes

9]
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FIGURA 3.8
Llamada a subprogramas.

Llamadas a subprogramas
Recursividad

Tratamiento de expresiones aritméticas
Ordenacion

Llamadas a subprogramas

Cuando se tiene un programa que llama a un subprograma, también conocido como
médulo o funcidén, internamente se usan pilas para guardar el estado de las variables
del programa, asi como las instrucciones pendientes de ejecucién en el momento que se
hace la llamada. Cuando termina la ejecucién del subprograma, los valores almacenados
en la pila se recuperan para continuar con la ejecucién del programa en el punto en el
cual fue interrumpido. Ademads de las variables se recupera la direccién del programa en
la que se hizo la llamada, porque a esa posicién se regresa el control del proceso.

Supongamos, por ejemplo, que se tiene un programa principal (PP) que llama a
los subprogramas UNO y DOS. A su vez, el subprograma DOS llama al TRES. Cada
vez que la ejecucion de uno de los subprogramas concluye, se regresa el control al nivel
inmediato superior (fig. 3.8).

Cuando el programa PP llama a UNO, se guarda en una pila la posicién en la que
se hizo la llamada (fig. 3.9a). Al terminar UNO, el control se regresa a PP recuperando
previamente la direccion de la pila (fig. 3.9b). Al llamar a DOS, nuevamente se guarda
la direccién de PP en la pila (fig. 3.9¢). Cuando DOS llama a TRES, se pone en la pila
la direccién de DOS (fig. 3.9d). Después de procesar TRES, se recupera la posicion de
DOS para continuar con su ejecucién (fig. 3.9¢). Al terminar DOS se regresa el control
a PP, obteniendo previamente la direccién guardada en la pila (fig. 3.9f).

Finalmente podemos concluir que las pilas son necesarias en este tipo de aplicacio-
nes por lo siguiente:

70

TRES
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FIGURA 3.9
Aplicacion de pilas: llama- a) b) )
das a subprogramas.

3 3 3
2 2 2
TOPE —> 1 PP 1 TOPE —> 1 PP
TOPE =0
d) e) H
3 3 3
TOPE —> 2 DOS 2 2
1 PP TOPE —> 1 PP 1
TOPE =0

D  Permiten guardar la direccion del programa, o subprograma, desde donde se hizo la
llamada a otros subprogramas, para regresar posteriormente y seguir ejecutdndolo a
partir de la instruccién inmediata a la llamada.

D Permiten guardar el estado de las variables en el momento en que se hace la llama-
da, para seguir ocupandolas al regresar del subprograma.

Recursividad

El capitulo 4 estd dedicado al estudio de la recursividad. Se dejard para entonces la apli-
cacion de pilas en procesos recursivos.

Tratamiento de expresiones aritméticas

Un problema interesante en computacion consiste en convertir expresiones en notacién
infija a su equivalente en notacion prefija o posfija o prefija. Se presenta primero una
breve introduccién a estos conceptos.

D Dadalaexpresion A + B se dice que ésta se encuentra en notacion infija, porque el
operador (+) se encuentra entre los operandos (A y B).
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D Dada la expresién AB+ se dice que ésta se encuentra en notacion postfija, porque
el operador (+) se encuentra después de los operandos (A y B).

D Dada la expresion +AB se dice que €sta se encuentra en notacion prefija, porque el
operador (+) estd precediendo a los operandos (A y B).

La ventaja de usar expresiones en notacién postfija o prefija radica en que no son
necesarios los paréntesis para indicar orden de operacion, ya que éste queda establecida
por la ubicacién de los operadores con respecto a los operandos.

Para convertir una expresién dada en notacién infija a una en notacién postfija o
prefija se establecen primero ciertas condiciones:

D Solamente se manejardn los siguientes operadores —se presentan de mayor a me-
nor segun sea su prioridad de ejecucién—:

Operador Nombre de la operacién

A Potencia
W Multiplicacién y division
+ - Suma y resta

D Los operadores de mas alta prioridad se ejecutan primero.

D  Si hubiera en una expresion dos o mas operadores de igual prioridad, entonces se
procesaran de izquierda a derecha.

D Las subexpresiones que se encuentran entre paréntesis tendran mds prioridad que
cualquier operador.

Se presentan a continuacion, paso a paso, algunos ejemplos de conversion de expre-
siones infijas a notacién posfija.

En este ejemplo se exponen dos casos de traduccion de notacién infija a posfija. El pri-
mero de ellos es una expresion simple, mientras que el segundo presenta mayor grado de
complejidad. En la tabla 3.1 se muestran los pasos necesarios para lograr la traduccién
de la primera expresion, y en la tabla 3.2 los correspondientes a la segunda expresion.

a) Expresion infija: X + Z* W
Expresion posfija: XZW*+

El primer operador que se procesa durante la traduccién de la expresion es la mul-
tiplicacion, paso 1, debido a que es el de mas alta prioridad. Se coloca el operador de

Paso Expresion

0 X+Z*W
1 X+ ZW*,
2 XZW* +
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tal manera que los operandos afectados por €l lo precedan. Para el operador de suma se
sigue el mismo criterio, los dos operandos lo preceden. En este caso el primer operando
es X y el segundo es ZW*.

b) Expresioninfija: X +2)* W/ T Y-V

Expresion postfija: XZ+W*TYN V-

Paso Expresion

0 X+2* WITANY-V
1 XZ+*WITAY -V
2 XZ +*WITY A=V
3 XZ+ WHTY A~V
4 XZ+W*TYN -V
5 XZ+W*TYN V-

En el paso 1 se convierte la subexpresion que se encuentra entre paréntesis por ser
la de mas alta prioridad. Luego se sigue con el operador de potencia, paso 2, y asi con
los demads, segtin su jerarquia. Como consecuencia de que la multiplicacion y la divi-
sion tienen igual prioridad, se procesa primero la multiplicacién por encontrarse mas a
la izquierda en la expresion, paso 3. El operador de la resta es el dltimo que se mueve,
paso 5. A continuacién se presenta el algoritmo que traduce una expresién infija a otra
posfija.

Algoritmo 3.5 Conv_postfija

Conv_postfija (EI, EPOS)

{Este algoritmo traduce una expresién infija —EI— a postfija —EPOS—, haciendo uso de
una pila —PILA—. MAX es el niimero médximo de elementos que puede almacenar la pila}

1. Hacer TOPE < 0
2. Mientras (ET sea diferente de la cadena vacia) Repetir
Tomar el simbolo mds a la izquierda de EI. Recortar luego la expresion
2.1 Si (el simbolo es paréntesis izquierdo)
entonces {Poner simbolo en PILA. Se asume que hay espacio en PILA}
Llamar a Pone con PILA, TOPE, MAX y simbolo
Si no
2.1.1 Si (el simbolo es paréntesis derecho)
entonces
2.1.1.1 Mientras (PILA[TOPE] = paréntesis izquierdo) Repetir
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPOS < EPOS + DATO
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2.1.1.2 {Fin del ciclo del paso 2.1.1.1}
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
{Se quita el paréntesis izquierdo de PILA y no se agrega
a EPOS}
si no
2.1.1.3 Si (el simbolo es un operando)
entonces
Agregar simbolo a EPOS
si no {Es un operador}
Llamar Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
2.1.1.3A Mientras (BAND = FALSO) y (la prioridad del
operador sea menor o igual que la prioridad
del operador que estd en la cima de PILA)
Repetir
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPOS < EPOS + DATO
Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
2.1.1.3B {Fin del ciclo del paso 2.1.1.3A}
Llamar a Pone con PILA, TOPE, MAX y simbolo
2.1.1.4 {Fin del condicional del paso 2.1.1.3}
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
5. Mientras (BAND = FALSO) Repetir
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPOS < EPOS + DATO
Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
6. {Fin del ciclo del paso 5}
7. Escribir EPOS

- W

Cabe senalar que para este algoritmo se maneja la escala de prioridades presentada
al inicio de esta seccidn.

En este ejemplo se retoman los casos del ejemplo 3.2 para ilustrar el funcionamiento del
algoritmo Conv_posfija.

a) Expresion infija: X +Z* W
Expresion posfija: XZW*+

En la tabla 3.3 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccién deseada
siguiendo el algoritmo 3.5.

En los pasos 1, 3 y 5 el simbolo analizado —un operando— se agrega directamente
a EPOS. Al analizar el operador +, paso 2, se verifica si en PILA hay operadores con
mayor o igual prioridad. En este caso, PILA estd vacia; por tanto, se pone el simbolo
en el tope de ella. Con el operador *, paso 4, sucede algo similar. En PILA no existen
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Simbolo
Paso EI analizado Pila EPOS
0 X+Z*W
1 +Z*W X X
2 Z*W + + X
3 *W z + XZ
4 w # + ¥ Xz
5 w + * XzZw
6 + XZW *
7 XZW * +

operadores de mayor o igual prioridad —Ia suma tiene menor prioridad que la multipli-
cacion—, por lo que se agrega el operador * a PILA. En los dos tltimos pasos, 6y 7, se
extraen de PILA sus elementos, agregdndolos a EPOS.

b) Expresioninfija: X +2)* W/ T Y-V
Expresion postfija: XZ+W*TYNV—

En la tabla 3.4 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccion deseada,
siguiendo el algoritmo 3.5.

Los pasos que se consideran mads relevantes son: en el paso 5, al analizar el pa-
réntesis derecho se extraen repetidamente todos los elementos de PILA (en este caso
solo el operador +), agregdndolos a EPOS hasta encontrar un paréntesis izquierdo. El
paréntesis izquierdo se quita de PILA pero no se incluye en EPOS —recuerde que las
expresiones en notacion polaca no necesitan de paréntesis para indicar prioridades—.
Cuando se trata el operador de division, paso 8, se quita de PILA el operador * y se
agrega a EPOS, ya que la multiplicacién tiene igual prioridad que la division. Al anali-
zar el operador de resta, paso 12, se extraen de PILA y se incorporan a EPOS todos los
operadores de mayor o igual prioridad, en este caso son todos los que estdn en ella —la
potencia y la division—, agregando finalmente el simbolo en PILA. Luego de agregar a
EPOS el ultimo operando, y habiendo revisado toda la expresion inicial, se vacia PILA
y se incorporan los operadores (en este caso el operador —) a la expresion postfija.

A continuacidn se presenta el algoritmo para convertir expresiones infijas a expre-
siones escritas en notacion prefija.

En este ejemplo se exponen dos casos de traduccién de notacién infija a prefija. El pri-
mero de ellos es una expresién simple, mientras que el segundo presenta mayor grado
de complejidad.

a) Expresion infija: X +Z* W

Expresion prefija: + X*ZW
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TABLA 3.5

Traduccion de expresion
infija a prefija

Paso

[ S S

10
11

12

13
14

EI
X+2*WI/T Y-V
X+2*WIT Y-V
+ZDFWITAY -V
25WIT Y-V
Y W/TAY-V
*W/TAY-V

wWIiT~rY-V
/TNY -V
TrY-V

AY-V
Y-v
-V

Simbolo
analizado

¥ — = N + > ~

ﬂ\\g

Pila

(+

(+

/AN
/A

EPOS

X
X
Xz
XZ +
XZ +
XZ +
XZ+W
XZ+W*
XZ+ W*
XZ+W*T
XZ+W*T
XZ+W*TY
XZ+W*TYyn
XZ+W*TYN/
XZ+W*TYN/
XZ+W*TYNIV
XZ+WHTYN V-

En la tabla 3.5 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccién deseada.

Como en el caso de la notacion postfija, ejemplo 3.2, aqui también el operador de
multiplicacion se procesa primero. De la traduccion de la expresion, paso 1, resulta el
operador precediendo a los operandos. Lo mismo para el operador de suma, paso 2.

b) Expresioninfija: X +2)* W/ T Y-V

Expresion prefija: —/*+XZWATYV

En la tabla 3.6 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccién deseada.
Lo primero que se procesa en este caso es la subexpresién que se encuentra entre
paréntesis, paso 1. El orden en que se procesan los operadores es el mismo que se siguid

Paso Expresion

X+Z*W
X+ *ZW
+ X *ZW
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Paso Expresion

0 X+2)*WIT Y-V
1 +XZ*WIT Y-V
2 +XZ*WINTY -V
3 *+ XZW/INTY -V
4 [ *+ XZWATY -V
5 -1 *+ XZWATYV

para la conversion de infija a posfija. Por tanto, seria reiterativo volver a explicar paso a
paso el contenido de la tabla 3.6. Sin embargo, es de destacar la posicién que ocupan los
operadores con respecto a los operandos: los primeros preceden a los segundos.

A continuacién se incluye el algoritmo de conversioén de notacidn infija a prefija.
Este algoritmo se diferencia del anterior bdsicamente en el hecho de que los elementos
de la expresion en notacién infija se recorrerdn de derecha a izquierda.

Algoritmo 3.6 Conv_prefija

Conv_prefija (EI, EPRE)

{Este algoritmo traduce una expresion en notacion infija, EI a prefija, EPRE, haciendo uso de
una pila —PILA—}

{TOPE es una variable de tipo entero y MAX representa el maximo niimero de elementos que
puede almacenar la pila}

1. Hacer TOPE < 0
2. Mientras (EI sea diferente de la cadena vacia) Repetir
Tomar el simbolo m4s a la derecha de EI recortando luego la expresién
2.1 Si (el simbolo es paréntesis derecho)
entonces {Poner simbolo en pila}
Llamar a Pone con PILA, TOPE, MAX y simbolo
Si no
2.1.1 Si (simbolo es paréntesis izquierdo)
entonces
2.1.1.1 Mientras (PILA[TOPE] = paréntesis derecho) Repetir
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPRE < EPRE + DATO
2.1.1.2 {Fin del ciclo del paso 2.1.1.1}
{Sacamos el paréntesis derecho de PILA y no se agrega a EPRE}
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
si no
2.1.1.3 Si (simbolo es un operando)
entonces
Agregar simbolo a EPRE
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si no {Es un operador}
Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
2.1.1.3A Mientras (BAND = FALSO) y (la prioridad del operador
sea menor que la prioridad del operador que estd en la cima de
PILA) Repetir
Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPRE <— EPRE + DATO
Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND
2.1.1.3B {Fin del ciclo del paso 2.1.1.3A}
Llamar a Pone con PILA, TOPE, MAX y simbolo
2.1.1.4 {Fin del condicional del paso 2.1.1.3}
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}

. {Fin del ciclo del paso 2}

Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND

. Mientras (BAND = FALSO) Repetir

Llamar a Quita con PILA, TOPE y DATO
Hacer EPRE <— EPRE + DATO
Llamar a Pila_vacia con PILA, TOPE y BAND

. {Fin del ciclo del paso 4}
. Escribir EPRE en forma invertida

Se analizan nuevamente los casos del ejemplo 3.4 para ilustrar el funcionamiento del
algoritmo 3.6.

a) Expresion infija: X +Z* W

Expresion prefija: +X*ZW

En la tabla 3.7 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccién deseada

siguiendo el algoritmo 3.6.

Paso El asni;'i';‘;l(;’o Pila EPRE
0 X+Z*W
1 X+2Z*% w w
2 X+2 * * w
3 X+ z * wz
4 X + Wz *
+ + Wz *
5 X + WZ* X
6 WZ* X +

7 Invertir EPRE: + X *ZW
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El operador de multiplicacién se pone en PILA al ser examinado, paso 2. Al estar
vacia PILA no hay otros operadores que se pudieran quitar —segun su prioridad— antes
de poner el operador *. En cambio, al analizar el operador de suma, paso 4, se compara
su prioridad con la del operador del tope de PILA. En este caso, es menor; por tanto,
se extrae el elemento del tope de PILA y se agrega a la expresion prefija, poniendo fi-
nalmente el operador + en PILA. Cuando la expresion de entrada queda vacia (es decir,
que ya se han analizado todos sus simbolos), se extrae repetidamente cada elemento de
PILA y se agrega a la expresion prefija hasta que PILA quede vacia.

b) Expresioninfija: X +2)* W/ T Y-V

Expresion prefija: —/* + XZWATYV

En la tabla 3.8 se presentan los pasos necesarios para lograr la traduccién deseada
siguiendo el algoritmo 3.6.

Como la expresion se recorre de derecha a izquierda, el primer operador que se
procesa es la resta, paso 2. Pero éste es el operador de la expresion de mds baja priori-

Paso EI afﬁ:gg’o Pila EPRE
0 X+2)*WITAY -V
1 X+2)*WITAY - % 14
2 X+2)*WITAY - - v
3 X+2)%W/TA Y - vy
4 X+2)*W/IT A _A vy
5 X+2) %W/ T _A VYT
/ - VYT
6 X+2)*W | ; e,
7 X+2)* W _/ VYT'W
8 X+2) * e VYT W
9 X+2Z ) ~/%) VYTAW
10 X+ z Y VYT WZ
1 X + /%) + VYTAWZ
12 ( X S VYTAWZX
13 ( —/%) VYTAWZX+
( e VYTAWZX+
14 y VYTAWZX+
15 - VYTAWZX 4%
16 VYTAWZX+*/—

17 Invertir EPRE —/*+XZWATYV
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3.2.4

FIGURA 3.10
Clase Pila.

dad; por tanto, permanecerd en PILA hasta el final del proceso de conversion, paso 15.
Cuando se encuentra un paréntesis derecho, paso 9, se agrega directamente a PILA,
mientras que cuando el simbolo analizado es un paréntesis izquierdo, paso 13, se extrae
repetidamente cada elemento de PILA agregdndolo a EPRE, hasta que se encuentra un
paréntesis derecho. Este se retira de PILA y no se agrega a EPRE. Cuando ya se ana-
lizaron todos los simbolos de la expresion se procede a quitar de PILA sus elementos,
afiadiéndolos a EPRE. Finalmente se invierte EPRE para obtener la expresion en nota-
cion prefija, paso 17. Para evitar el dltimo paso del algoritmo, invertir la expresion, se
podrian ir concatenando los simbolos en EPRE en orden inverso.

Ordenacion

Otra aplicacién de las pilas se puede ver en el método de ordenacién rapida. Como el
tema de ordenacidn es ampliamente tratado en el capitulo 8, se sugiere remitirse a éI.

La clase Pila

La clase Pila tiene atributos y métodos. Los atributos son la coleccién de elementos y
el TOPE. Los métodos, por otra parte, son todas aquellas operaciones analizadas en la
seccién anterior —Pila_vacia, Pila_llena, Pone y Quita—. En la figura 3.10 se puede
observar graficamente la clase Pila.

Se tiene acceso a los miembros de un objeto de la clase Pila por medio de la nota-
cién de puntos. Al asumir que la variable PIOBJ representa un objeto de la clase Pila,
previamente creado, se puede hacer:

PIOBJ.Pila_llena para invocar el método que determina si la pila estd llena o no.
En este método no hay argumentos, ya que todos los valores requeridos son miembros
de la clase.

PIOBJ.Pone(argumento) para insertar un nuevo elemento en la pila. En este método
s6lo hay un argumento que indica el valor a guardar en la pila; los demas valores reque-
ridos son miembros de la clase.

Pila } Nombre de la clase

TOPE = entero Atributos
Datos = ARREGLO [1. MAX]

Pila_vacia ()
Pila_llena ()
Pone (argumento) Métodos
Quita (argumento)




FIGURA 3.11
Ejemplos practicos
de colas.
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3.3 COLAS

Una cola constituye una estructura lineal de datos en la que los nuevos elementos se
introducen por un extremo y los ya existentes se eliminan por el otro. Es importante
sefialar que los componentes de la cola se eliminan en el mismo orden en el cual se
insertaron. Es decir, el primer elemento que se introduce en la estructura serd el que
se eliminard en primer orden. Debido a esta caracteristica, las colas también reciben el
nombre de estructuras FIFO (First-In, First-Out: el primero en entrar es el primero en
salir).
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3.3.1

FIGURA 3.12
Representacion de colas.

Existen numerosos casos de la vida real en los cuales se usa este concepto. Por
ejemplo, la cola de los bancos en las que los clientes esperan para ser atendidos —la
primera persona de la cola serd la primera en recibir el servicio—, la cola de los nifios
que esperan a veces pacientemente para subir a un juego mecdnico, las colas de los
vehiculos esperando la luz verde del semaforo, las colas para entrar a un cine, teatro o
estadio de futbol, etcétera.

Representacion de colas

Las colas, al igual que las pilas, no existen como estructuras de datos estdndar en los
lenguajes de programacion. Este tipo de estructura de datos se puede representar me-
diante el uso de:

D  Arreglos
D Listas

Al igual que en el caso de las pilas, en este libro se utilizardn arreglos para mos-
trar su funcionamiento. Sin embargo, la implementacién mediante listas es incluso més
sencilla. El lector puede implementar los algoritmos necesarios para colas, después de
estudiar el capitulo que se dedica a la estructura lineal de datos.

Cuando se implementan con arreglos unidimensionales, es importante definir un
tamafio maximo para la cola y dos variables auxiliares. Una de ellas para que alma-
cene la posicién del primer elemento de la cola —FRENTE— y otra para que guarde
la posicion del ultimo elemento de la cola —FINAL—. En la figura 3.12 se muestra
la representaciéon de una cola en la cual se han insertado tres elementos: 111, 222 y
333, en ese orden.

El elemento 111 estd en el FRENTE ya que fue el primero que se insertd; mientras
que el elemento 333, que fue el Gltimo en entrar, estd en el FINAL de la cola.

111 1 <— FRENTE

222 | 2

333 | 3 < FINAL

111 222 333 s .

1 2 3 MAX :

! !

FRENTE FINAL

MAX




FIGURA 3.13
Representacion de colas,
a) Cola llena. b) Cola con
algunos elementos. ¢) Cola
vacia.
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FRENTE = FINAL =0

FRENTE — 1 | 111 FRENTE — 1 | 111 1
2| 222 2| 222 2
3| 333 FINAL — 3 | 333 3

FINAL —> 999

a) b) c)

En la figura 3.13, por otra parte, se presentan ejemplos de: a) cola llena, b) cola con
algunos elementos y c) cola vacia.

Operaciones con colas

La definicion de la estructura de datos tipo cola queda completa al incluir las operacio-
nes que se pueden realizar en ella. Las operaciones basicas que pueden efectuarse son:

D Insertar un elemento en la cola
D Eliminar un elemento de la cola

Las inserciones se llevardn a cabo por el FINAL de la cola, mientras que las elimi-
naciones se hardn por el FRENTE —recuerde que el primero en entrar es el primero en
salir—.

Considerando que una cola puede almacenar un maximo nimero de elementos y
que ademds FRENTE indica la posicién del primer elemento y FINAL la posicién del
ultimo, se presentan a continuacién los algoritmos correspondientes a las operaciones
mencionadas.

Algoritmo 3.7 Inserta_cola

Inserta_cola (COLA, MAX, FRENTE, FINAL, DATO)

{Este algoritmo inserta el elemento DATO al final de una estructura tipo cola. FRENTE vy
FINAL son los punteros que indican, respectivamente, el inicio y fin de COLA. La primera vez
FRENTE y FINAL tienen el valor 0, ya que la cola estd vacfa. MAX es el maximo nimero de
elementos que puede almacenar la cola}
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1. Si (FINAL < MAX) { Verifica que hay espacio libre}
entonces
Hacer FINAL < FINAL + 1 {Actualiza FINAL} y COLA[FINAL] <— DATO
1.1 Si (FINAL = 1) entonces {Se insert6 el primer elemento de COLA }
Hacer FRENTE < 1
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “Desbordamiento — Cola llena”
2. {Fin del condicional del paso 1}

Algoritmo 3.8  Elimina_cola

Elimina_cola (COLA, FRENTE, FINAL, DATO)

{Este algoritmo elimina el primer elemento de una estructura tipo cola y lo almacena en DATO.
FRENTE y FINAL son los punteros que indican, respectivamente, el inicio y fin de la cola}

1. Si (FRENTE = 0) { Verifica que la cola no esté vacia}
entonces
Hacer DATO < COLA [FRENTE]
1.1 Si (FRENTE = FINAL) {Si hay un solo elemento}
entonces
Hacer FRENTE < 0 y FINAL < 0 {Indica COLA vacia}
si no
Hacer FRENTE < FRENTE + 1
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “Subdesbordamiento — Cola vacia”
2. {Fin del condicional del paso 1}

Es posible definir algoritmos auxiliares para determinar si una cola estd llena o va-
cia. A partir de estos algoritmos se podrian reescribir los algoritmos 3.7 y 3.8.

A continuacion se presentan los algoritmos que permiten verificar el estado de una
cola, quedando como tarea sugerida la reescritura de los dos algoritmos anteriores.

Algoritmo 3.9 Cola_vacia

Cola_vacia (COLA, FRENTE, BAND)

{Este algoritmo determina si una estructura de datos tipo cola estd vacia, asignando a BAND
el valor de verdad correspondiente }

1. Si (FRENTE = 0)
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entonces
Hacer BAND <= VERDADERO
Si no
Hacer BAND < FALSO
2. {Fin del condicional del paso 1}

Algoritmo 3.10 Cola_llena

Cola_llena (COLA, FINAL, MAX, BAND)

{Este algoritmo determina si una estructura de datos tipo cola estd llena, asignando a BAND
el valor de verdad correspondiente. MAX es el nimero maximo de elementos que puede
almacenar COLA }

1. Si (FINAL = MAX)
entonces
Hacer BAND <= VERDADERO
Si no
Hacer BAND < FALSO
2. {Fin del condicional del paso 1}

Aqui se incluye un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de las operaciones de
insercion y eliminacién en colas.

Ejemplo 3.6 Retome el ejemplo 3.1 de la seccién 3.1.2. Se insertan en COLA los elementos: lunes,
martes, miércoles, jueves y viernes —en ese orden—, de modo que la estructura queda
como se muestra en la figura 3.14. Para este ejemplo MAX =7.

FIGURA 3.14
Insercién y eliminacién COLA

en colas. FRENTE —> 1 | Lunes

2 | Martes

3 | Miércoles

4 | Jueves

FINAL —> 5 | Viernes
6

7

MAX
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FIGURA 3.15
Insercion y eliminacion en
colas. a) Luego de eliminar COLA COLA
lunes. b) Luego de insertar 1 |
sabado.
FRENTE —> 2 | Martes FRENTE —> 2 | Martes
3 | Miércoles 3 | Miércoles
4 | Jueves 4 | Jueves
FINAL —> 5 | Viernes 5| Viernes
6 FINAL —> 6 | Sédbado
7 7
a) b)

El elemento [unes es el primero que se puede eliminar por ser el primero que se
insertd en la cola. Luego de la eliminacién, FRENTE guarda la posicién del siguiente
elemento (fig. 3.15a). Si ahora se insertara sdbado, éste ocuparia ahora la posicién si-
guiente al elemento viernes (fig. 3.15b).

Analice lo que ocurre en la cola, si se llevan a cabo las siguientes operaciones:

Se eliminan martes, miércoles, juevesy viernes (fig. 3.16a).

Se inserta domingo (fig. 3.16D).

Se elimina sdbado (fig. 3.16c¢).

FIGURA 3.16

Insercion y eliminacion en colas. a) Luego de eliminar martes, miércoles, jueves y viernes.
b) Luego de insertar domingo. ¢) Luego de eliminar sabado.

COLA COLA COLA

1 1 1

2 2 5

3 3 3

4 4 .

5 5 5

EE\]IZ/IX\IJ B= 6| sibado | FRENTE > 6 | Sibado 6
7 FINAL — 7 | Domingo E}}E;:ILT E= —> 7 | Domingo

a) b) c)
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FIGURA 3.17

Representacion de colas
circulares. a) Frente < Final.
b) Frente < Final. ¢) Frente
> Final.
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Después de insertar al elemento domingo, ya no se pueden insertar nuevos elemen-
tos a la cola porque FINAL es igual que MAX (FINAL = MAX = 7). Sin embargo, como
lo refleja la figura 3.16c¢, existe espacio disponible desperdiciado.

Observe que luego de insertar domingo se llegd a una situacién conflictiva porque a
pesar de que hay espacio disponible, no se pueden insertar otros elementos. Este incon-
veniente se puede superar perfectamente si manejamos las colas en forma circular.

Colas circulares

Una cola circular constituye una estructura de datos lineal en la cual el siguiente ele-
mento del dltimo en realidad es el primero. De esta forma se utiliza de manera mas
eficiente la memoria de la computadora. En la figura 3.17 se muestra la representacién
gréfica de una cola circular.

En la figura 3.17 se ilustra cémo se actualizan los punteros FRENTE y FINAL en
una cola circular, a medida que se insertan o eliminan elementos. En la figura 3.17a la
cola tiene algunos elementos (FRENTE =2 y FINAL = 8). En la figura 3.17b se han eli-

COLA CIRCULAR
XX | YY | ZZ | KK | TT | VV | RR
“ 1 2 3 4 5 6 7 8
FRETN g FHT\IAL
COLA CIRCULAR
5 ZZ | KK | TT | VV | RR

1 2 3 4 5 6 7 8

! !

FRENTE FINAL
COLA CIRCULAR
PP ZZ | KK | TT | VV | RR
c)

1 2 3 4 5 6 7 8

! f

FINAL FRENTE
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minado de la cola dos elementos —primero se quité XX y luego YY—, quedando FREN-
TE = 4. Por ultimo, en la figura 3.17¢ se ha insertado un nuevo elemento —PP— en la
cola. Como FINAL = MAX se llevé el apuntador a la primera posicién que estaba vacia
(FINAL = 1). De esta manera se logra mejor aprovechamiento del espacio de memoria,
ya que al eliminar un elemento la casilla correspondiente de la cola queda disponible
para futuras inserciones.

A continuacién se presentan los algoritmos de insercion y eliminacién en colas
circulares.

Algoritmo 3.11 Inserta_circular

Inserta_circular (COLACIR, MAX, FRENTE, FINAL, DATO)

{Este algoritmo inserta el elemento DATO al final de una estructura tipo cola circular —CO-
LACIR—. FRENTE y FINAL son los punteros que indican, respectivamente, el inicio y

el fin de la cola circular. MAX es el nimero maximo de elementos que puede almacenar
COLACIR}

1. Si (FINAL = MAX) y (FRENTE = 1)) o ((FINAL +1) = FRENTE)
entonces
Escribir “Desbordamiento — Cola llena”
si no
1.1 Si (FINAL = MAX)
entonces
Hacer FINAL < 1
Si no
Hacer FINAL < FINAL + 1
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
Hacer COLACIR[FINAL] <= DATO
1.3 Si (FRENTE = 0) entonces
Hacer FRENTE < 1
1.4 {Fin del condicional del paso 1.3}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Algoritmo 3.12  Elimina_circular

Elimina_circular (COLACIR, MAX, FRENTE, FINAL, DATO)

{Este algoritmo elimina el primer elemento de una estructura tipo cola circular —COLACIR—
y lo almacena en DATO. FRENTE y FINAL son los punteros que indican, respectivamente, el
inicio y fin de la estructura. MAX es el tamafio de COLACIR }

1. Si (FRENTE = 0) { Verifica si la cola estd vacia}
entonces
Escribir “Subdesbordamiento — Cola vacia”
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si no
Hacer DATO <= COLACIR[FRENTE]
1.1 Si FRENTE = FINAL {Si hay s6lo un elemento}
entonces
Hacer FRENTE < 0 y FINAL < 0
si no
1.1.1 Si (FRENTE = MAX)
entonces
Hacer FRENTE < 1
si no
Hacer FRENTE <- FRENTE + 1
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}
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A continuacién se presenta un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de las ope-

raciones de insercién y eliminacién en colas circulares.

Ejemplo 3.7 En la figura 3.18a se presenta una estructura tipo cola circular de maximo 8 elementos
(MAX = 8), en la cual ya se han almacenado algunos valores. En la figura 3.18b se

muestra el estado de la cola luego de insertar el elemento NN.

Si se quisiera insertar otro elemento se presentaria un error de desbordamiento, ya

que FINAL + 1 = FRENTE.

A continuacién se eliminan los valores XX, YY, ZZ, KK, TT 'y VV en ese orden. La

cola queda como se muestra en la figura 3.19.

FIGURA 3.18

Insercion y eliminacion en colas circulares. a) Estado inicial de la cola circular. b) Luego
de insertar NN.

COLA CIRCULAR COLA CIRCULAR
XX | YY | ZZ | KK | TT | VV | RR NN | XX | YY | ZZ | KK | TT | VV | RR
a)
1 2 3 4 5 6 7 8 1 2 3 4 5 6 7 8

! ! [

FRENTE FINAL FINAL FRENTE

b)



102 Capitulo3 © Puasycolas

FIGURA 3.19
Insercion y eliminacion

en colas circulares. COLA CIRCULAR

NN RR

1 2 3 4 5 6 7 8

! !

FINAL FRENTE

Ahora se elimina el siguiente elemento RR. Al ser FRENTE = MAX, se le da el
valor de 1, figura 3.20.

FIGURA 3.20
Insercion y eliminacion

en colas circulares. COLA CIRCULAR

NN

1 2 3 4 5 6 7 8

!

FRENTE = FINAL

Al eliminar NN, como FRENTE = FINAL, es decir, sélo quedaba un elemento en la
cola, actualizamos los dos punteros en cero. La cola queda vacfia, figura 3.21.

FIGURA 3.21
Insercion y eliminacion COLA CIRCULAR
en colas circulares.

1 2 3 4 5 6 7 8
FRENTE = FINAL =0

3.3.4 Doble cola

Una doble cola o bicola es una generalizacién de una estructura de datos tipo cola. En
una doble cola, los elementos se pueden insertar o eliminar por cualquiera de los dos
extremos. Es decir, se pueden insertar y eliminar valores tanto por el FRENTE como por
el FINAL de la cola. Una doble cola se representa como se muestra en la figura 3.22. Ob-
serve que las dos flechas en cada extremo indican que ambas operaciones son posibles.



FIGURA 3.22

Representacion de doble
cola.

FIGURA 3.23

Doble cola con entrada
restringida.

FIGURA 3.24

Doble cola con salida
restringida.

3.3.5

FRENTE DOBLE COLA
- .
—
1 2 3 MAX

Existen dos variantes de las dobles colas:

D Doble cola con entrada restringida
D Doble cola con salida restringida
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FINAL

La primera de ellas permite que las eliminaciones se realicen por cualesquiera de
los dos extremos, mientras que las inserciones sélo por el FINAL de la cola (fig. 3.23).

La segunda variante permite que las inserciones se realicen por cualquiera de los dos
extremos, mientras que las eliminaciones s6lo por el FRENTE de la cola (fig. 3.24).

FRENTE DOBLE COLA
1 2 3 MAX
FRENTE DOBLE COLA
4’ e o 0
«
1 2 3 MAX

Aplicaciones de colas

FINAL

FINAL

El concepto de cola estd ligado a computacién. Una aplicacién comun de las colas se
presenta cuando se envia a imprimir algin documento o programa en las colas de impre-
sion. Cuando hay una sola impresora para atender a varios usuarios, suele suceder que
algunos de ellos soliciten los servicios de impresién al mismo tiempo o mientras el dis-
positivo estd ocupado. En estos casos se forma una cola con los trabajos que esperan para
ser impresos; éstos se procesardn en el orden en el cual fueron introducidos en la cola.
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3.3.6

FIGURA 3.25
Clase Cola.

Otro caso de aplicaciones de colas en computacién es el que se presenta en los sis-
temas de tiempo compartido. Varios usuarios comparten ciertos recursos, como CPU y
memoria de la computadora. Los recursos se asignan a los procesos que estdn en cola de
espera, suponiendo que todos tienen una misma prioridad, en el orden en el cual fueron
introducidos en la cola.

La clase Cola

La clase Cola tiene atributos y métodos, como cualquier clase. Los atributos son la
coleccion de elementos y los punteros FRENTE y FINAL. Los métodos, por otra parte,
son todas las operaciones analizadas en las secciones anteriores: Cola_vacia, Cola_lle-
na, Inserta_cola y Elimina_cola.

En la figura 3.25 se puede observar graficamente a la clase Cola. Se tiene acceso a
los miembros de un objeto de la clase Cola por medio de la notacién de puntos. Cuando
se asume que la variable COOBJ es un objeto de la clase Cola, previamente creado, se
puede hacer:

COOBIJ.Cola_llena para invocar el método que determina si la cola estd o no llena.
En este método no hay argumentos, ya que todos los valores requeridos son miembros
de la clase.

COOBJl.Inserta_cola(argumento) para insertar un nuevo elemento en la cola. En
este método hay un Unico argumento, que es el dato a insertar; todos los otros valores
requeridos son miembros de la clase.

Cola } Nombre de la clase

3

FRENTE = entero

FINAL = entero U Atributos

Datos = ARREGLO [1.MAX]|

/\

Pila_vacia ()

Cola_llena ()

Inserta_cola (argumento)
Elimina_cola (argumento)

> Meétodo
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V¥ EJERCICIOS

Pilas

a)
b)
c)

e)
5

a)
b)
c)

e)
5

. Traduzca las siguientes expresiones a notacion posfija mediante el algoritmo 3.3.

X*(Z+W)/(T-V)
Z-WH*Y+XAK
XANZ-T)*W
X-N*(T-2
ZIX+Y*T) W
W*(Z/(K-T))

. Traduzca las siguientes expresiones a notacion prefija con el algoritmo 3.4.

xX-nrz
Z*K-W)+X)AY-T
X+T*WI/K
Z¥X-WAK
Z-X)NZ+(Z-Y)"K
WIX-Z*T)-Y) K

. Escriba un programa que lea una expresion en notacion infija, y la traduzca a nota-

cion posfija.

. Escriba un programa que lea una expresion en notacién posfija, y la traduzca a

notacion prefija.

. Escriba un programa que evalie, con la ayuda de una pila, una expresion aritmética

dada en notacidn prefija.

. Escriba un programa que evalie, con la ayuda de una pila, una expresion aritmética

dada en notacidn posfija.

. Escriba un subprograma que inserte un elemento en una pila. Considere todos los

casos que se puedan presentar.

. Escriba un subprograma que elimine un elemento en una pila. Considere todos los

casos que se puedan presentar.

. Dibuje los distintos estados de una estructura tipo pila si se llevan a cabo las si-

guientes operaciones. Muestre cémo van quedando la pila y el puntero al tope de
la misma. Considere que la pila estd inicialmente vacia (TOPE = 0) y tiene una
capacidad maxima para 8 elementos
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a) Insertar (PILA, X)

b) Insertar (PILA, Y)

¢) Eliminar (PILA, Z)

d) Eliminar (PILA, 7)

e) Eliminar (PILA, U)

f) Insertar (PILA, V)

g) Insertar (PILA, W)

h) Eliminar (PILA, P)

i) Insertar (PILA, R)

D ;Con cudntos elementos qued? la pila?
D ;Hubo algiin caso de error (desbordamiento o subdesbordamiento)? Si ocurrié
algin error, expliquelo.

10. Escriba un subprograma que elimine los elementos repetidos de una pila. Los ele-
mentos repetidos ocupan posiciones sucesivas.

11. Escriba un subprograma que invierta los elementos de una pila.

12. Defina la clase Pila, usando algiin lenguaje orientado a objetos, con base en los al-
goritmos presentados para programar los métodos para insertar, eliminar y verificar
el estado de la pila.

Colas

13. Sea C una cola circular de 6 elementos. Inicialmente la cola estd vacia (FRENTE
= FINAL = 0). Dibuje el estado de C luego de realizar cada una de las siguientes
operaciones:

a) Insertar los elementos AA, BBy CC

b) Eliminar el elemento AA

c) Insertar los elementos DD, EE'y FF

d) Insertar el elemento GG

¢) Insertar el elemento HH

/) Eliminar los elementos BBy CC

D ;Con cudntos elementos quedd C?
D (Hubo algin caso de error (desbordamiento o subdesbordamiento)? Si ocu-
rrié algun error, expliquelo.

14. Escriba un subprograma que inserte un elemento en una cola circular. Considere
todos los casos que se puedan presentar.

15. Escriba un subprograma que elimine un elemento de una cola circular. Considere

todos los casos que se puedan presentar.



16.

17.

18.

19.

20.

a)
b)
c)
d)
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Utilice una estructura de cola para simular el movimiento de clientes en una cola
de espera de un banco —se puede auxiliar con los subprogramas escritos en los
ejercicios 14y 15—.

Escriba un subprograma que invierta los elementos de una cola.

Defina un algoritmo para insertar un elemento en una doble cola.

Defina un algoritmo para eliminar un elemento de una doble cola.

Sea C una doble cola circular de 6 elementos. Inicialmente la doble cola estd vacia
(FRENTE = FINAL = 0). Dibuje el estado de la cola después de realizar cada una
de las siguientes operaciones.

Insertar por el extremo derecho tres elementos: A, By C.

Eliminar por el extremo izquierdo un elemento.

Insertar por el extremo izquierdo dos elementos: D y E.
Eliminar por la derecha un elemento.

21. Defina la clase Cola, mediante algin lenguaje de programacion orientado a objetos,

22.

tomando como base para programar los métodos los algoritmos estudiados para
insertar, eliminar y verificar el estado de la cola.

Se tiene una cola de impresién donde se almacenan las claves de los documentos
que se deben imprimir. En la medida en que llega un nuevo trabajo, éste se encola.
Cuando la impresora se libera se toma un trabajo de la cola y se imprime. Utilice la
clase previamente definida para declarar el objeto Colalmpresién y empléelo en el
desarrollo de la aplicacion descrita.






Capitulo
RECURSION

4.1 INTRODUCCION

La recursion o recursividad es un concepto amplio, con muchas variantes, y dificil de
precisar con pocas palabras. Aparece en numerosas actividades de la vida diaria; por
ejemplo, en una fotografia donde se observa otra fotografia. Otro caso ilustrativo es el
que se presenta en los programas de television, en los cuales un periodista transfiere el
control de la noticia a otro periodista que se encuentra en otra ciudad, y éste, a su vez,
hace lo mismo con un tercero. Cuando este tltimo termina su participacion regresa el
control al segundo, y cuando éste también finaliza su intervencion regresa el control
al primero. En este capitulo nos limitaremos a tratar la recursién como herramienta de
programacion.

La recursion es un recurso muy poderoso que permite expresar soluciones simples
y naturales a ciertos tipos de problemas. Es importante considerar que no todos los pro-
blemas son naturalmente recursivos; algunos si lo son y otros no.

Un objeto recursivo es aquel que aparece en la definicién de si mismo, asi como el
que se llama a si mismo. Los drboles, por ejemplo, que se estudiardn en el capitulo 6,
representan las estructuras de datos, no lineales y dindmicas, mas eficientes que existen
actualmente en computacion. La caracteristica de los drboles es que son estructuras in-
herentemente recursivas. Es decir, en cualquier actividad de programacién que se realice
con arboles se utiliza la recursividad.

La recursion se puede presentar de dos maneras diferentes:

a) Directa: el programa o subprograma se llama directamente a si mismo. Por ejem-
plo, observe que en la figura 4.1 P representa un programa y en alguna parte de él
aparece una llamada a sf mismo.

b) Indirecta: el subprograma llama a otro subprograma, y éste, en algiin momento,
llama nuevamente al primero. Por ejemplo, en la figura 4.2 el subprograma P llama al
subprograma Q 'y éste, a su vez, invoca al primero; es decir, el control regresa a P.

En toda definicién recursiva de un problema siempre se deben establecer dos pasos
diferentes y muy importantes; el paso basico y el paso recursivo. El primero, uno o
varios, dependiendo del problema, se utiliza como condicién de parada o fin de la recur-
sividad. A éste llegamos cuando encontramos la solucién del problema o cuando deci-
dimos que ya no vamos a seguir, porque no estdn dadas las condiciones para hacerlo. El
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FIGURA 4.1
Recursion directa.

Ejemplo 4.1

FIGURA 4.2
Recursion indirecta.

—

Subprograma P

Llamada a P s

paso segundo, por otra parte, propicia la recursividad. Se pueden presentar uno o varios,
nuevamente dependiendo del problema a resolver.

Cuando se analiza la solucién recursiva de un problema es importante determinar
con precision cudles serdn los pasos bdsico y recursivo. En cada vuelta del ciclo es im-
portante que nos acerquemos cada vez mds a la solucién del problema, o sea, al paso
basico. Si esto no ocurre, entonces podemos estar ante un ciclo extrafio. Es decir, el pro-
blema estarfa mal definido y, en tal caso, la maquina se quedaria ejecutando por tiempo
indefinido el programa en que estuviera, y sdlo terminaria al agotarse la memoria.

A continuacién se presentan algunos ejemplos que nos pueden ayudar a compren-
der mas rdpidamente el concepto recursion.

Factorial de un nimero

El factorial de un nimero entero positivo n se define como el producto de los nimeros
comprendidos entre 1 y n. También como n por el factorial de (n — 1), asi aparece el
concepto de recursion. La expresion n! simboliza el factorial de n. A continuacién se
ilustra este caso.

Por definicién:

0l=1 — Paso basico
1'=1 — Paso basico
Subprograma P Subprograma Q

Llamadaa Q s Llamada a P s
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20=2*11=2%1
31=3*21=3%2%]
41=4%31=4%3*%2 %]

nl=n*m-Dl=n*m-1)*%...¥4*%3*%2%] — Paso recursivo

Al calcular, por ejemplo, el factorial de 4, decimos que 4! es igual a4 * 3!. Al facto-
rial de 3, lo calculamos como 3* 2!. Al factorial de 2, como 2 * 1!, y asf sucesivamente
hasta llegar a un paso bdsico que detiene la recursividad. Llegamos a definir, entonces,
el factorial de un nimero »n en términos del factorial del nimero (n — 1).

..................................................................................................................................................................... v
Férmula 4.1
) 1 Sin=0o0n=1 Paso basico
n!
,yn* ¥m-1)! Sin>1 Paso recursivo

A continuacioén se presenta el algoritmo recursivo del cédlculo del factorial.

Algoritmo 4.1  Factorial_rec

Factorial_rec (V)

{Este algoritmo calcula el factorial de un nimero N en forma recursiva, donde N es un valor
numérico entero, positivo o nulo}

1. Si(N=0)
entonces
Hacer Factorial_rec <— 1 {Paso basico}
si no
Hacer Factorial_rec <— N * Factorial_rec (N — 1)
{Llamada —paso— recursiva}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Cuando se realiza una llamada recursiva, se utiliza, en forma implicita, una es-
tructura tipo pila para almacenar las instrucciones pendientes de ejecutar, con todos
los valores que tienen las variables o constantes en ese momento. Cuando se termina la
ejecucion se llega al estado basico, se toma la instruccidon que se encuentra en el tope de
la pila y se continda operando. Esta accidn se repite hasta que la pila quede vacia.
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En la figura 4.3 se puede observar en forma grifica el seguimiento del algoritmo
para N =5.

Observe que en la pila el niimero que se encuentra entre corchetes en la primera co-
lumna de la izquierda hace referencia a la llamada recursiva que se realiza. Este simbolo
permite observar el orden en que se realizan las llamadas recursivas. Por ejemplo, [1]
expresa que esa es la primera llamada recursiva, [2] representa la segunda llamada y asi
sucesivamente. Por otra parte, el mismo nimero entre corchetes a la izquierda relaciona
la llamada recursiva con el valor que ingresa al algoritmo en cada llamada.

A continuacién se presenta la variante iterativa del cdlculo del factorial. Nunca hay
que descartar las variantes iterativas de la solucién de un problema, porque aun cuando
éste se puede resolver naturalmente de forma recursiva, es importante tener siempre en
cuenta que la recursion necesita de una pila para su funcionamiento y que ésta consume
espacio de memoria. En algunos lenguajes de programacion, el espacio dedicado a la
pila es muy pequeio, por lo que si el problema que se intenta resolver requiere de una
cantidad de espacio mayor —pila— que la que ofrece el lenguaje, el problema no se
podré resolver por falta de memoria. En tal caso, una forma para remediar este inconve-
niente es utilizando iteratividad en lugar de recursividad.

Algoritmo 4.2  Factorial_ite

Factorial_ite (N)

{Este algoritmo calcula el factorial de un nimero N en forma iterativa, donde N es un valor
numérico entero, positivo o nulo}

{FACT es una variable de tipo entero}

1. Hacer FACT < 1

2. Mientras (N > 0) Repetir {Ciclo para calcular N!}
Hacer FACT <~ N*FACTyN< N-1

3. {Fin del ciclo del paso 2}

4. Escribir FACT

FIGURA 4.3

funcionamiento Pila

interno de la recur- Factorial

o . actoria

sién-factorial. rec (N) 1=1%*1 | [5] |1 * Factorial_rec (0) <« 1

Valor inicial — 5 2=2%1 | (4] | 2*Factorialrec (1) « 1

(1] — 4
2 - 3 6=3+2 | 3 |3*Factorial rec (2) « 2
B — 2 24=4%6 | [2] | 4* Factorialrec (3) « 6
4 - 1
5] - 0 —1 120=5*24 | [1] | 5 * Factorial_rec (4) « 24
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Calculo del factorial
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La siguiente tabla presenta los valores que van adquiriendo las variables, durante
el cdlculo de 4!.

N FACT

4 1
3 4
2 12
1 24
0 24

Sucesion de Fibonacci. Otro problema clasico de recursividad es el del cédlculo de la
sucesion de Leonardo de Pisa, conocido como Fibonacci:

0,1,1,2,3,5,8, 13, 21,..., etcétera.
Algunas propiedades de esta sucesion, segtin Wikipedia, la enciclopedia libre, son:

D El cociente entre un término y el inmediatamente anterior varia continuamente,
pero se estabiliza en un nimero irracional conocido como razon durea o nimero
dureo, que es la solucién positiva de la ecuaciéon x2—x — 1 =0, y se puede aproximar
por 1618033989.

D  Cualquier nimero natural se puede escribir mediante la suma de un nimero limita-
do de términos de la sucesion de Fibonacci, cada uno de ellos distinto a los demas.
Por ejemplo, 17=13+3+1,65=55+8 + 2.

D  Tan sélo un término de cada tres es par, uno de cada cuatro es miltiplo de 3, uno de
cada cinco es multiplo de 5, etc. Esto se puede generalizar, de forma que la sucesion
de Fibonacci es periddica en las congruencias médulo m, para cualquier m.

D SiFibonacci de p, F(p), es un nimero primo, p también lo es, con una unica excep-
cion: F(4) = 3; 3 es primo, pero 4 no lo es.

D Lasuma infinita de los términos de la sucesion F(n)/10" es exactamente 10/89.

El Fibonacci de un niimero se obtiene de la suma de los dos nimeros Fibonacci
anteriores. Por definicion:

Fibonacci(0) =0 — Paso basico
Fibonacci(1) = 1 — Paso basico
Fibonacci(2) = Fibonacci(1) + Fibonacci(0)

= 1 + 0 =1
Fibonacci(3) = Fibonacci(2) + Fibonacci(1)

= 1 + 1 =2
Fibonacci(4) = Fibonacci(3) + Fibonacci(2)

= 2 + 1 =3

Fibonacci(n) = Fibonacci(n — 1) + Fibonacci (n — 2) — Paso recursivo
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La férmula 4.2 presenta una definicién recursiva de la serie de Fibonacci.

..................................................................................................................................................................... v
Férmula 4.2
— n si n=0om=1)
Fibonacci(n) =
. Fibonacci (n — 1) + Fibonacci (n — 2) si n>1

En este ejemplo el paso bdsico se presenta cuando n =1 o n = 0. En el paso recur-
sivo de la férmula se utiliza el concepto de Fibonacci aplicado a (n — 1) y (n — 2). Por
ser n un nimero entero positivo serdn (n — 1) y (n — 2) valores mds cercanos al estado
bésico.

El algoritmo 4.3 presenta una solucién recursiva del cdlculo de un nimero Fibo-
nacci n.

Algoritmo 4.3  Fibonacci_rec

Fibonacci_rec (V)

{Este algoritmo calcula el nimero Fibonacci correspondiente a N en forma recursiva, donde N
es un valor numérico entero, positivo o nulo}

1. Si(N=0)o(N=1))
entonces
Hacer Fibonacci_rec <= N {Paso bésico}
si no
Hacer Fibonacci_rec <— Fibonacci_rec(N — 1) + Fibonacci_rec(N — 2)
{Llamadas recursivas }
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.4 se puede observar el seguimiento del algoritmo para N = 6.

Observe que en la pila el nimero que se encuentra entre corchetes hace referencia
a la llamada recursiva que se realiza. Por ejemplo, [1] expresa que ésa es la primera
Ilamada recursiva, [2] la segunda llamada y asi sucesivamente. Por otra parte, el mismo
nimero entre corchetes a la izquierda, Fibonacci_rec(N), relaciona la llamada recursiva
con el valor que ingresa al algoritmo en cada llamada.

Fibonacci representa el caso de un algoritmo que se puede resolver naturalmente
de manera recursiva, pero que resulta ineficiente hacerlo de esta forma tanto en cuanto a
tiempo como a espacio que se utiliza en la pila para almacenar las llamadas pendientes
de ejecutar. Ademds, observe que en muchas ocasiones se tiene que resolver el mismo
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Fibonacci_rec (V)

Valor inicial — 6
(1] — 5
2 — 4
B3] —- 3
4 - 2
5] —- 1
6] — 0
7] — 1
8 — 2
9 — 1

(10 — O
(11] —» 3
(12 —» 2
3] — 1
(14 — 0
5] — 1
6] — 4
(17] — 3
18] — 2
(19] — 1
200 — O
21] — 1
22] - 2
23] — 1
24 — 0

FIGURA 4.4

| Pila

:(1) 1=1+0 | [23] Fibonacci_rec(1) + [24] Fibonacci_rec(0)
—1 1=1+0 | [19] Fibonacci_rec(1) + (20| Fibonacci_rec(0)
1 2=1+1 | 18] Fibonacci_rec (2) + [21] Fibonacci_rec(1)
—0 —3=2+1 | [17] Fibonacci_rec (3) + (22| Fibonacci_rec(2)

1=1+0 | 13] Fibonacci_rec(1) + [14] Fibonacci_rec(0)
:(1) —2=1+1— | [12] Fibonacci_rec(2) + [15] Fibonacci_rec(1)
—1 1=1+40 | [9] Fibonacci_rec(1) + [10] Fibonacci_rec(0)

1=1+0 | [5] Fibonacci_rec(1) + [6] Fibonacci_rec(0)
o 2=1+1 | [4] Fibonacci_rec(2) + [7] Fibonacci_rec(1)
—0 3=2+1 | [3] Fibonacci_rec(3) + (8] Fibonacci_rec(2)
—1 —5=3+26— | [2] Fibonacci_rec(4) + [11] Fibonacci_rec(3)
:(1) ——8=5+3 &— [1] Fibonacci_rec(5) + [16] Fibonacci_rec(4)

Funcionamiento interno de la recursion: nimeros Fibonacci.

problema, aun cuando ya tengamos una solucién para ese caso, y esto resulta completa-
mente impractico ademds de ineficiente. En el ejemplo que se muestra en la figura 4.4,
Fibonacci_rec(2) se tuvo que resolver en cinco ocasiones, llamadas recursivas 4, 8, 12,
18y 22.

A continuacidn se presenta una variante iterativa para resolver el problema de los
nimeros de Fibonacci.

Algoritmo 4.4  Fibonacci_ite

Fibonacci_ite (N)

{Este algoritmo calcula el nimero Fibonacci correspondiente a N en forma iterativa. N es un
valor numérico entero, positivo o nulo}
{FIBO, FIBA, FIBB e I son variables de tipo entero}
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TABLA 4.2

Calculo de los niimeros
Fibonacci en forma iterativa

Ejemplo 4.3

1. Si(N=0)o (N=1))
entonces
Hacer FIBO <~ N
Si no
Hacer FIBA <~ 0,FIBB <~ 1 el <2
2. {Fin del condicional del paso 1}
3. Mientras (I < N) Repetir
Hacer FIBO < FIBB + FIBA, FIBA < FIBB, FIBB <~ FIBOe I < [ + 1
4. {Fin del ciclo del paso 3}
5. Escribir FIBO

En la tabla 4.2 se presentan los valores que van adquiriendo las variables durante el
calculo del ndmero Fibonacci N = 6.

N FIBO FIBA FIBB I
6 0 1 2
1 1 1 3
2 1 2 4
3 2 3 5
5 3 5 6
8 5 8 7

Impresion de un arreglo

Dado como dato un arreglo unidimensional de tipo entero, escriba el contenido de las
casillas del mismo de izquierda a derecha.
A continuacioén se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 4.5  Arreglo_imp

Arreglo_imp (A, N)

{El algoritmo escribe de izquierda a derecha los elementos de un arreglo unidimensional A de
tipo entero. N representa el tamafio del arreglo}

1. Si (N = 0) entonces
Arreglo_imp (A, N-1)
Escribir A[N]

2. {Fin del condicional del paso 1}
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Funcionamiento in-
terno de la recursion:
impresion de arreglos.

Ejemplo 4.4
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| Pila

A|8|12|21|27|31|44|48|

| Escribir A [1] E|[1]

| Escribir A [2] | E[2]

Arreglo_imp (A, N) Impresion de resultados

A7 8 E[1] | Escribir A [3] | E[3]
A6 12 E[2

s b . H | Escribir A [4] ] E[4]
2‘3‘ iz Eg | Escribir A [5] ] E[5]
A2 44 E [6] | Escribir A [6] ] E [6]
3 (l) 48 ] | Escribir A [7] E|[7]

En la figura 4.5 se puede observar el seguimiento del algoritmo para un arreglo
unidimensional de tipo entero de siete elementos.

Observe que E[N] en la pila se utiliza para mostrar el orden en que se realizan las
llamadas recursivas. Por otra parte, en Impresion de resultados, el mismo simbolo se
utiliza para relacionar la llamada recursiva con el valor que se imprime.

Impresion de un arreglo

Dado como dato un arreglo unidimensional de tipo entero, escriba el contenido de las
casillas del mismo de derecha a izquierda.
A continuacion se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 4.6 Arreglo_imp

Arreglo_imp (A, N)

{El algoritmo escribe de derecha a izquierda los elementos de un arreglo unidimensional A de
tipo entero. N representa el tamaiio del arreglo}

1. Si (N = 0) entonces
Escribir A[N]
Arreglo_imp (A, N-1)
2. {Fin del condicional del paso 1}

Es importante sefalar que, en este caso, a diferencia del algoritmo 4.5, no se utiliza
la pila —internamente— para ir guardando instrucciones pendientes de ejecucion. Lue-
go de evaluarse la condicion, si ésta resulta verdadera se escribe el valor de la posicion N
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Ejemplo 4.5

FIGURA 4.6

del arreglo y se llama nuevamente a la funcién, ahora con N — 1. Una vez que se alcanza
el estado basico, el algoritmo termina.

Suma de un arreglo

Dado como dato un arreglo unidimensional de tipo entero, obtenga la suma del mismo.
A continuacion se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 4.7  Arreglo_sum

Arreglo_sum (A, N)

{El algoritmo obtiene la suma de los elementos de un arreglo unidimensional A de tipo entero.
N representa el tamafio del arreglo}

1. Si(N=0)
entonces
Hacer Arreglo_sum < 0
si no
Hacer Arreglo_sum <— A[N] + Arreglo_sum(A, N — 1)
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.6 se observa el seguimiento del algoritmo para un arreglo unidimen-
sional de tipo entero de siete elementos.

Funcionamiento interno de la recursion: suma de arreglos.

Als |n|afo|s]au]as)| | Pila
10 . | A[1] + Arreglo_sum (A, 0) [7]
+0=
| A[2] + Arreglo_sum (A, 1) (6]
Arregl m (A
e (A’ ]\Q 12 -’}z 20 | A[3] + Arreglo_sum (A, 2) | [5]
E{ g 2 2 +?= “ | Al4] + Arreglo_sum (A, 3) | [4]
m 2 g 27 +‘?= o8 | A[5] + Arreglo_sum (A, 4) | (3]
(5] A 2 3 +?= % | Al6] + Arreglo_sum (A, 5) | 2]
g g (1)_) 0 “ ?9 =19 | A[7] + Arreglo_sum (A, 6) (1]
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Observe nuevamente que el niimero entre corchetes en la Pila, se utiliza para mos-
trar el orden con que se realizan las llamadas recursivas. El nimero entre corchetes que
se encuentra en Arreglo_sum(A, N) relaciona la llamada recursiva con los valores que
recibe la funcion.

Euclides

El algoritmo de Euclides representa un método efectivo para encontrar el maximo co-
mun divisor (mcd) entre dos nimeros enteros positivos. El algoritmo consiste en varias
divisiones euclidianas sucesivas. En la primera division se toma como dividendo el ma-
yor de los niimeros y como divisor el otro ahorrando asi un paso. Luego el divisor y el
resto sirven, respectivamente, de dividendo y divisor de la siguiente division. El proceso
se detiene cuando se obtiene un resto nulo.

La férmula 4.3 presenta la definicién recursiva del algoritmo de Euclides. Es im-
portante mencionar que debe cumplirse que M = N. A continuacidn se presenta el algo-
ritmo correspondiente:

Formula 4.3

Euclides (M, N)

. Euclides (N, M MOD N)  En cualquier otro caso

Algoritmo 4.8  Euclides

Euclides (M, N)

{Este algoritmo calcula el maximo comun divisor de dos nimeros enteros positivos. M y N son
valores numéricos enteros positivos }

1. Si(N=0)
entonces
Hacer Euclides <= M
Si no
Hacer Euclides <— Euclides (N, M MOD N)
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.7 se observa el seguimiento del algoritmo para dos corridas diferen-
tes. En la primera, M =2 353 y N=1 651. En la segunda, M =25 680y N =11 §92.

Es importante sefialar que, en este caso, no se utiliza la pila internamente para ir
guardando instrucciones pendientes de ejecucion. Una vez que se alcanza el estado ba-
sico, el algoritmo termina dando el resultado final.
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FIGURA 4.7

Funcionamiento interno de
la recursion: algoritmo
de Euclides.

Ejemplo 4.7

TABLA 4.3

Ackermann y valores
de My N

Euclides (M, N) Euclides (M, N)
2353 1651 25680 11892
1651 702 (1] 11892 1896 [1]
702 247 (2] 1896 516 (2]
247 208 (3] 516 348 3]
208 39 4] 348 168 (4]
39 13 [5] 168 12 [5]
13 0 6)/—>13 12 0 6] >12
Ackermann

La funcién de Ackermann, utilizada en la teoria de la computacién, es una funcién
recursiva que toma dos nimeros naturales como argumentos y devuelve un nimero na-
tural. La férmula 4.4 presenta la definicion recursiva de la funcién de Ackermann:

n+l1, sim=0; Formula 4.4
A(m,n)= A(m—l,l), sim>0yn=0;
A(m—l,A(m,n—l)), sim>0yn>0

Segtin Wikipedia, la funcién crece rapidamente. Para darse una idea de la magni-
tud de los valores que aparecen de la fila 4 en adelante cuando m es igual a 4, se puede
destacar que, por ejemplo, A(4, 2) es mayor que el nimero de particulas que forman el
universo elevado a la potencia 200 y el resultado de A(5, 2) no se puede escribir dado
que no cabria en el universo fisico. En general, por encima de la fila 4 ya no es posible
escribir todos los digitos del resultado de la funcion.

En la tabla 4.3 se presenta, con el objeto de que el lector pueda observar la com-
plejidad de la funcién cuando los valores se incrementan, el resultado de la funcién
de Ackermann y el nivel de profundidad que se alcanza cuando M y N toman ciertos
valores.

M N Ackermann Profundidad
1 0 2 2

2 0 3 5

3 0 5 15

2 1 5 14

(continda)



TABLA 4.3
(contintiacién)
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M N Ackermann Profundidad
2 2 7 27
2 3 9 44
2 4 11 65
2 7 17 152
3 5 253 42438
3 6 509 172233
3 10 8189 44 698 325

A continuacién se presenta el algoritmo que resuelve el problema de Ackermann.

Algoritmo 4.9  Ackermann

Ackermann (M, N)

{Este algoritmo calcula la funcién de Ackermann. M y N son valores numéricos enteros,
positivos o nulos}

1. Si(M=0)
entonces
Hacer Ackermann <— (N + 1) {Estado basico}
si no
1.1 Si (N=0)
entonces
Hacer Ackermann <— Ackermann (M — 1, 1)
Si no
Hacer Ackermann <— Ackermann (M — 1, Ackermann (M, N — 1))
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.8 se puede observar el seguimiento del algoritmo de Ackermann para
valoresde M =2y N=2.

Considere nuevamente que el niimero entre corchetes, tanto en la pila como en
Ackermann(N), se utiliza para observar el orden con que se realizan las llamadas recur-
sivas.

Algoritmo de particion

Este algoritmo, recientemente descubierto, permite conocer todas las formas en las cua-
les un ntimero entero positivo puede ser descompuesto como la suma de varios suman-
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Ackermann (M, N)

Valor inicial — (2, 2)
1 - @2,
2] - (2,0

Vienede N=0 — (1,1) | | Pila |
B3] - (1,0)

Vienede N=0 — (0,1) — 2 2 | 18] | Ackermann(0, Ackermann(1, 0)) | [17]
4 0,2 3
H : El, 3; - 3 | 19] | Ackermann(0, Ackermann(l, 1)) | [16]
g - 8?; 4 | 120] | Ackermann(0) Ackermann(l, 2)) | [15]
8] — (1,0) 5 | 21] | Ackermann(0, Ackermann(1, 3)) | [14]

Viene de N =0 0,1 %)

fenede 9] : EOZ 2; : ;3 1«6 | [22] | Ackermann(0, Ackermann(1, 4)) | [13]
[0 - (0,3) — 4 2 | 9] | Ackermann(0, Ackermann(1, 0)) | (8]
1] - 0,4 — 5
12] > (1,5) 3 | 10] | Ackermann(0, Ackermann(l, 1)) | 7]
Hﬂ : Ei:g; 4 | (11] | Ackermann(0, Ackermann(1, 2)) | (6]
(15] —» (1,2) 2 | (4] | Ackermann(0, Ackermann(1, 0)) | (3]
[16] — (1,1)

. 17 — (1,0) 3 | (5] | Ackermann(1, Ackermann(2, 0)) | (2]

VTG 2 LY [ng :’) Eg: g ::i | 112] | Ackermann(l, Ackermann(2, 0)) 1]
19] = (0,3) — 4
20] —» (0,4) — 5
21] — (0,5 — 6
[22] - (0,6) — 7

FIGURA 4.8

Funcionamiento interno de la recursion: funcion de Ackermann.

dos. La solucién encontrada a este problema puede servir tanto a la fisica de particulas
como a la seguridad informaética.

Segtin el New Scientist, Karl Mahlburg, estudiante de la Universidad de Wisconsin,
ha dedicado un afio para solucionar el problema que implica trabajar con patrones de nu-
meros. “He llenado de cdlculos y ecuaciones cuaderno tras cuaderno”, dice Mahlburg.

Los patrones fueron descubiertos por primera vez por Ramanujan (1887-1920), un
hindd que fue expulsado de la universidad por descuidar los estudios de todo lo que no
fueran matemadticas. Su pasion por las matematicas le llevé a seguir investigando y a es-
cribir a matematicos ingleses exponiendo sus teorias. Autodidacto, empez6 a trabajar en
el Madras Port Trust, y luego, en 1914, fue admitido en la Universidad de Cambridge.
Posteriormente fue elegido miembro de la Royal Society y del Trinity College. Pocos
aflos después regreso a la India, donde falleci6 tras una misteriosa enfermedad.

A continuacioén se presenta la férmula correspondiente.



4.1 InTRODUCCION 123

..................................................................................................................................................................... v
Férmula 4.5
> 1 SiM=1
> 1 SiN=1
Particion(M, N) ) Particion(M, M) SiM<N

P 1 +Particion(M,—1M) SiM=N

v

Particion(M, N — 1) + Particion (M — N, N) SiM >N

A continuacion se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 4.10  Particién

Particion (M, N)

{Este algoritmo calcula de cuantas formas diferentes se puede descomponer un niimero entero
positivo. M y N son valores numéricos enteros positivos. Al iniciar el algoritmo M = N}

1. Si(M=1)o(N=1))
entonces
Hacer Particion <— 1 {Estado basico}
si no
1.1 Si (M < N)
entonces
Hacer Particion (M, M)
si no
1.1.1 Si(M=N)
entonces
Hacer Particién < 1 + Particién (M, M — 1)
si no
Hacer Particion <— Particion (M, N — 1) + Particion (M — N, N)
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.9 se presenta el seguimiento del algoritmo para obtener el nimero de
formas en que se puede descomponer el nimero 6, M = N = 6.

Observe nuevamente que el nimero entre corchetes tanto en la pila como en
Particion(M, N) se utiliza para observar el orden con que se realizan las llamadas re-
cursivas.
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Particion (M, N)
6,6 .
1] 6.5 Pila |
g 2,;‘ 1 + Particién (2, 1) | [15]
4] 6,2 Particion (3, 1) + Particion (1,2) | [13]
5] 6,1 —>1 -
§ 42 1 + Particién (3, 2) | [11]
g ‘21,; —1 1 + Particién (2, 1) | 9]
9] 2,1 —»>1 Particion (4, 1) + Particién (2, 2) | (8]
0] 3,3 - —
11 3.2 Particion (6, 1) + Particion (4, 2) | (6]
Hg ? ; -1 Particién (6, 2) + Particién (3, 3) | 10]
M<N 1: 1 —>1 Particion (6, 3) + Particion (2, 4) | [14]
ME;‘J g‘z‘ oIl GNE) I tcionlaNs) | [16]
[15] 2,1 1 + Particion (6, 5) (1]
[16] 1,5
M<N 1,1 >1

FIGURA 4.9

Funcionamiento interno de la recursion: algoritmo de particion.

Ejemplo 4.9

Los numeros de Catalan

Estos nimeros se utilizan en una gran variedad de problemas de combinatoria. Tienen
varias aplicaciones; por ejemplo, dados como datos n matrices, permiten encontrar el
nimero de formas en que se podrian multiplicar. Otra aplicacién consiste en determinar
el nimero de formas en que un poligono con n + 2 lados se puede descomponer en n
tridngulos.

En combinatoria los nimeros de Catalan forman una secuencia de nimeros na-
turales que aparece en varios problemas de conteo que habitualmente son recursivos.
Obtienen su nombre del matemadtico belga Eugene Charles Catalan (1814-1894).

El enésimo nimero de Catalan se obtiene segin la siguiente férmula:

| (2 n] Formula 4.6

n+l\ n

Una manera recursiva de expresar los nimeros de Catalan se observa en la siguiente
férmula.
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..................................................................................................................................................................... v
Férmula 4.7
— 1 SiN=1
Catalan (N)
N-1
e 2 Catalan(/) * Catalan (N —I) En cualquier otro caso

I=1

Los primeros niimeros de Catalan siguiendo la férmula recursiva son:
1,1,2,5,14, 42,132,429, 1 430,...

El problema, sin embargo, lo representa la gran cantidad de llamadas recursivas que
se necesitan realizar para alcanzar estos resultados. Por ejemplo, si N = 5 que arrojaria
como valor el nimero 14, se necesitaria casi una centena de llamadas recursivas.

A continuacion se presenta el algoritmo que resuelve este problema.

Algoritmo 4.11  Catalan

Catalan (V)

{Este algoritmo obtiene el resultado de los nimeros de Catalan. N es un valor numérico entero
positivo. }

{I'y S son variables de tipo entero}

1. SiiN=1)
entonces
Hacer Catalan <— 1 {Estado bésico}
Si no
Hacer S <= 0
1.1 Repetir con / desde 1 hasta N
Hacer Catalan <= S + Catalan (/) * Catalan (N — 1)
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

La figura 4.10 muestra el seguimiento del algoritmo de Catalan para N = 3.

Ejemplo 4.10  Coeficientes binomiales

El tridngulo de Pascal es un tridngulo de nimeros enteros, infinito y simétrico cuyas
diez primeras lineas se pueden observar en la figura 4.11:
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| | Pila

0+1*1=1 9] 0 + Catalan (1) * Catalan (1) (10]
SIN
012

Ca‘ala; ™) 0+1*1=1 [6] 0 + Catalan (1) * Catalan (1) 7]

—_
—_
—_

SIN

%)

! 012

5%}

N
| B

1 1+1*1=2 (5] 1 + Catalan (2) * Catalan (2) (8]

A\

1 SIN

L

123

1 0+1*1=1 (3] 0 + Catalan (1) * Catalan (1) (4]

ININ LIS

| B

SIN
012

0+1*1=1 (1] 0 + Catalan (1) * Catalan (2) 2]
SIN
013

FIGURA 4.10
Funcionamiento interno de la recursion: los niimeros de Catalan.

El tridngulo se construye de la siguiente manera: primero se escribe el 1 del primer
renglén, la cima del tridngulo. A partir de la siguiente linea entre cada nimero se deja
un nimero determinado de espacios en blanco, tres en este caso, para dar claridad.
Cada ntimero que se escribe en un renglén es la suma de los dos que se encuentran en
el rengldn de arriba. Por ejemplo, el 2 que se encuentra en medio del segundo renglén
representa la suma de los dos niimeros que se encuentran arriba de él. El 6 del quinto
renglén se deriva de la suma de los dos ndmeros de arriba, 3 y 3. El primer 10 del sexto
renglén se deriva de la suma de los dos nimeros que se encuentran arriba, 4 y 6, y asi
sucesivamente.

Se puede observar, ademads, que los lados exteriores del tridngulo estan formados
por 1. Si le quitamos el lado del costado izquierdo, entonces nos quedan los nimeros
naturales en orden creciente del 1 al 9. Podemos hacer lo mismo con el otro costado, ya
que existe un eje de simetria vertical que pasa por el vértice del tridngulo.



FIGURA 4.11
Tridngulo de Pascal.
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La férmula que da el desarrollo de (a + b)* segin las potencias crecientes de a
y decrecientes de b se llama binomio de Newton. En esta expresion lo tnico que se
desconoce son los coeficientes de los monomios a* " ~*. La definicién habitual de los
coeficientes binomiales se expresa en términos de factoriales, como se puede observar
en la férmula 4.8.

Formula 4.8
k n!

cn=k!(n—_k)!(os1<3n)

Sin embargo, también es posible presentar una definicion recursiva, como se mues-
tra en la siguiente férmula.

Formula 4.9
— 1 Si CB(N, 0) o C(N, N)

CB (N, K)

 CBIN-1,K)+CB(N-1,K—1)SiN>K>0

El algoritmo 4.12 describe la solucién del problema de los coeficientes binomia-
les.
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Algoritmo 4.12 CB

CB (N, K)

{Este algoritmo obtiene el resultado de los coeficientes binomiales. N y K son valores
numéricos enteros positivos o nulos}

1. Si(K=0)o (N=K))
entonces
Hacer CB <— 1 {Estado bésico}
si no
Hacer CB <~ CB(N-1,K-1)+CB(N -1, K)
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.12, se puede observar el seguimiento del algoritmo para N =5y K
=2.

No olvide que los nimeros que aparecen entre corchetes son para ilustrar el orden
en que se realizan las llamadas recursivas.

FIGURA 4.12
Funcionamiento interno de la recursion: coeficientes binomiales.

CB (N, K)
5 2

4 1 | Pila |

E 2 (1)_)1 1;2 | 116l | cBA,o)+CBA,H | 17

42 01 2% 1= 34 | 15 | cB@.n+cB22) |

52 1

6 1 01 1+1=/2 |[12} | CB(1,0) + CB(1, 1) | [13]

g Lo 1?3 | 0] | cBa.o+cB2. 1 | 13

o3 1 535 - | 9] | CB(3, 1)+ CB(3, 2) | [14]

10 2 01

%11{ 2 1_) 1+1=/2 | [6] | CB(1, 0)+CB(1, 1) | 7]

Hﬂ i ?"i 1+2=/3 | 4 | cBe.o+c2n | I3

ﬁ

4] 3 2 1+43= 4 | 2 | cBa.o+cBAH | B3

Ha ? (1)_,1 4+6=10 [1] CB(4, 1)+ CB(4,2) 8]

17 1 1 -1

18] 2 2 -1
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4.2 EL PROBLEMA DE LAS TORRES DE HANOI

El problema de las Torres de Hanoi es un problema clasico de recursion, ya que perte-
nece a la clase de problemas cuya solucién se simplifica notablemente al utilizar este
concepto.

Se tienen tres torres y un conjunto de N discos de diferentes tamafios. Cada uno
de ellos tiene una perforacién en el centro que le permite deslizarse por cualquiera de
las torres. Inicialmente los N discos estdn ordenados de mayor a menor en una de las
torres.

El objetivo del problema consiste en pasar los N discos de la torre de origen a una
torre destino, utilizando la otra torre disponible, como auxiliar. A continuacion se pre-
sentan las reglas que se deben respetar en cada movimiento.

1. En cada movimiento sélo puede intervenir un disco; por lo tanto, siempre serd el
disco superior el que pueda moverse.
2. No puede quedar un disco sobre otro de menor tamafio.

Supongamos que las torres se identifican con los nombres A, B 'y C. Los discos
inicialmente se encuentran en la torre A —origen—. El objetivo, como sefialamos ante-
riormente, consiste en transferir todos los discos a la torre B —destino—, utilizando la
torre C como auxiliar. En las figuras 4.13a y b se presentan el estado inicial y el estado
final, respectivamente, del problema de las Torres de Hanoi para cinco discos.

Es importante observar, si se analiza detenidamente el problema, que éste se puede
descomponer en tres subproblemas, uno de los cuales, el segundo, se considera tri-
vialidad porque implica Gnicamente un movimiento. Se muestran a continuacién los
diferentes subproblemas:

1. Transferir (N — 1) discos de la torre A —origen— a la torre C —auxiliar—.
2. Mover un disco de la torre A —origen— a la torre B —destino—.
3. Transferir (N — 1) discos de la torre C —auxiliar— a la torre B —destino—.

En la figura 4.14 se presenta la solucién al problema de las Torres de Hanoi para
dos discos, N = 2.
Observe que se realizan tres movimientos:

Moverde Aa C
Moverde A a B
Moverde C a B

En la figura 4.15, por otra parte, se ilustra la solucién del problema de las Torres
de Hanoi para tres discos, N = 3. Primero se transfieren dos (N — 1) discos de la torre A
a la torre auxiliar C (figuras 4.15b, c y d). Posteriormente se realiza el movimiento del
disco de la torre A a la torre destino B (figura 4.15¢). Finalmente se resuelve el tercer
subproblema, se transfieren (N — 1) discos de la torre C —auxiliar— a la torre A (figuras
4.151, g, h).
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FIGURA 4.13
Torres de Hanoi.
a) Estado inicial. A B C
b) Estado final.

a)

b)

Los movimientos que se realizan para resolver este problema son: mover de A a C

Moverde A a B
Moverde Ba C
Moverde A a B
Moverde Ca A
Moverde C a B
Moverde A a B

Luego de realizar numerosas pruebas para distintos valores de N, se puede concluir
que para cualquier N, el nimero de movimientos (NM) estd dado por la siguiente for-
mula:

NM=2"-1 Formula 4.10

Asf, por ejemplo, para cinco discos se efectuardan 31 movimientos, para diez discos
1 023 movimientos y para 15 discos 32 767 movimientos.

A continuacién se presenta el algoritmo recursivo que permite resolver este pro-
blema.



FIGURA 4.14

Torres de Hanoi (N = 2).
a) Estado inicial. b) Luego
de mover un disco de A a
C. ¢) Luego de mover un
disco de A a B. d) Estado
final.
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A B C
a)

! o

A B C
b)
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I £d

A B C
(3)
T T T T,
v I

A B C
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FIGURA 4.15
Torres de Hanoi (N = 3).

a) Estado inicial. A B C
b) Luego de mover un disco
deAaB.
¢) Luego de mover un disco
deAaC
d) Luego de mover un disco
deBaC
a)
. <
A B C
b)
0 T T TR T T T T T T E T T T T T T 1
I v
A B C
c)
T 0
I ~
A B C

d)
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FIGURA41> i
(continuacicn) X U
e) Luego de mover un disco A B C
deAaB.
f) Luego de mover un disco
de CaA
g) Luego de mover un disco
de CaB.
h) Estado final.
e)
T T T T T T T T T T T T E T T T T T T T T T T
v I
A B €
h
0T T
~ I
A B C
)
T T T 0
I ~
A B €

h)
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Algoritmo 4.13  Hanoi

Hanoi (V, ORIGEN, DESTINO, AUXILIAR)

{Este algoritmo obtiene y escribe los movimientos que se deben realizar para transferir los N
discos de la torre ORIGEN a la torre DESTINO, con ayuda de la torre AUXILIAR}

1. Si(N=1)
entonces
Escribir “Mover un disco de ORIGEN a DESTINO” {Estado basico}
si no
{Mover N — 1 discos de la torre ORIGEN a la torre AUXILIAR}
Hanoi (N - 1, ORIGEN, AUXILIAR, DESTINO)
Escribir “Mover un disco de ORIGEN a DESTINO”
{Mover N — 1 discos de la torre AUXILIAR a la torre DESTINO}
Hanoi (N — 1, AUXILIAR, DESTINO, ORIGEN)
2. {Fin del condicional del paso 1}

En la figura 4.16 se muestra el seguimiento del algoritmo para cuatro discos.

FIGURA 4.16
Funcionamiento interno de la recursion: torres de Hanoi.

Hanoi (N, A, B, C)

4 A B C | | Pila
3 A C B
2 A B C Escribir A —» B M [14]
1 A C B Ml:A>C
M1 ¢ B A [M3]:C—B (7] 1 C B A
212 B C A Escribir C>A | M|10]
1 B A C [M5:B— A
31 A C B [MJ:A>C [5] 1 BAC
4 ; g ﬁ 2 Escribir C — B M [12]
1 ¢ B A [MY9:C—B [6] 2 A BC
[5]1 B A C [Mlll:B—> A
62 A B C Escribir B — C M [6]
1 A C B |[MI3:A—> C
71 C B A MI5:C— B Bl | 1acs
o EscribirA — B M [2]
Movimientos
M1]A— C M9| C— B 1] 1 C B A
M2|/A —> B M10|]C— A oy
[M3|]C— B IM11] B— A Escribir A — C M [4]
M4]A—> C M12] C— B 2] 2 B C A
M5]|B—> A M13]|A— C
[M6]B— C [M14]A— B Escribir A — B M [8]
M7/A—> C M15]C— B
IM8|A — B 4] 3 C B A
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El algoritmo recursivo anterior ofrece una solucidn clara y compacta al problema
de las Torres de Hanoi. Sin embargo, es posible también presentar una solucidn iterativa
a este problema, pero es conveniente mencionar que en este caso es mas complicada y
extensa.

Un subprograma generalmente trabaja con variables locales y pardmetros. Cuando
se hace una llamada recursiva al subprograma, los valores actuales de variables y para-
metros se deben conservar. Ademads se debe almacenar la direccién a la cual se tendra
que regresar el control una vez que se termina de ejecutar.

El algoritmo anterior trabaja con cuatro parametros: N, ORIGEN, DESTINO y
AUXILIAR. Para construir el algoritmo iterativo, si se quieren conservar los valores de
los parametros en cada llamada recursiva, se deberd definir una pila para cada uno de
ellos. Otra alternativa seria definir una tnica pila, en la que cada elemento fuera capaz
de almacenar los cuatro pardmetros. En el algoritmo que se va a presentar se trabaja con
cuatro pilas:

PILAN: para almacenar imdgenes de N.

PILAO: para almacenar imdgenes de ORIGEN.
PILAD: para almacenar imdgenes de DESTINO.
PILAX: para almacenar imdgenes de AUXILIAR.

También serd necesario manejar un TOPE para las pilas. El siguiente algoritmo
presenta una solucién iterativa al problema de las Torres de Hanoi.

Algoritmo 4.14 Hanoi_ite

Hanoi_ite (N, ORIGEN, DESTINO, AUXILIAR)

{Este algoritmo resuelve el problema de las Torres de Hanoi de manera no recursiva. ORIGEN,
DESTINO y AUXILIAR son pardmetros que representan las tres torres. N simboliza el ndmero
de discos}
{PILAN, PILAO, PILAD y PILAX son estructuras de datos tipo pila. TOPE es una variable
de tipo entero. VARAUX es una variable de tipo cardcter. BAND es una variable de tipo
booleano}

1. Hacer TOPE <— 0 y BAND < FALSO
2. Mientras ((N > 0) y (BAND = FALSO)) Repetir
2.1 Mientras (N > 1) Repetir
Hacer TOPE <— TOPE + 1, PILAN[TOPE] <— N, PILAO[TOPE] <— ORIGEN,
PILAD[TOPE] <— DESTINO, PILAX[TOPE] <— AUXILIAR
{Simula llamada a Hanoi con N — 1, ORIGEN, AUXILIAR y DESTINO}
Hacer N <= N — 1, VARAUX <— DESTINO, DESTINO <— AUXILIAR
y AUXILIAR <— VARAUX
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
Escribir “Mover un disco de ORIGEN a DESTINO”
Hacer BAND <— VERDADERO
2.3 Si (TOPE > 0) {Las pilas no estin vacias}
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FIGURA 4.17.

Seguimiento del algoritmo
iterativo: Torres de Hanoi.

entonces
{Se extraen los elementos del TOPE de la pilas}
Hacer N <= PILAN[TOPE], ORIGEN <— PILAO[TOPE],
DESTINO <— PILAD[TOPE], AUXILIAR <— PILAA[TOPE]

y TOPE <— TOPE - 1
Escribir “Mover un disco de ORIGEN a DESTINO”

{Simula llamada a Hanoi con N — 1, AUXILIAR, DESTINO y ORIGEN}
Hacer N <— N - 1, VARAUX <— ORIGEN, ORIGEN <— AUXILIAR,

AUXILIAR <= VARAUX y BAND <— FALSO
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}

3. {Fin del ciclo del paso 2}

En la figura 4.17 se muestra el seguimiento del algoritmo para tres discos.

N
3 A
2
1
2 A
1 B
3 A
2 C
1
2 €
1 A

Nota: en el lugar de VERDADERO se escribe V,

A% AaOw®

>~

oy

en el lugar de FALSO F.

Movimientos

A— B
A—> C
B— C
A— B
C—> A
C—> B
A— B
A—> C

A>T Q> O% 0

Tope —» 1
Tope —»> 2

Tope —> 1

0 F
1
2 v
1
F
0 \Y
F
1 \Y
0
F
v

PilaN Pila O

2 C
2 A
3 A

PilaD

ORIGEN DESTINO AUXILIAR TOPE BAND VARAUX

Pila A
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4.3 RECURSIVIDAD EN ARBOLES

Los arboles representan las estructuras de datos dindmicas y no lineales mds interesan-
tes de computacion. La estructura de arboles balanceados o AVL es la estructura de
datos mas eficiente para trabajar en la memoria rapida de la computadora. Por otra parte,
la estructura de datos Arboles-B, representa la estructura de datos mds eficiente para
trabajar en memoria secundaria —dispositivos de almacenamiento secundario—.

Los drboles son una estructura inherentemente recursiva y todas las operaciones
que se realizan en drboles se deben programar en forma recursiva. A diferencia de otras
estructuras de datos en las cuales las operaciones se pueden implementar tanto en forma
recursiva como iterativa, independientemente de las diferencias que se pueden observar
con respecto a la eficiencia, en los drboles sélo se puede trabajar de manera recursiva.

En el capitulo correspondiente a drboles el lector podrd practicar en forma intensa
la recursividad.

4.4 RECURSIVIDAD EN ORDENACION Y BUSQUEDA

En los capitulos 8 y 9 el lector podra aplicar nuevamente el concepto de recursividad. En
el capitulo 8 se presenta el método mds eficiente de ordenacion, Quicksort, que funciona
de manera recursiva.

En el capitulo 9, correspondiente a biisqueda, el lector podrd estudiar nuevamente
gran cantidad de algoritmos recursivos.
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V¥ EJERCICIOS

1. Inversion de capital. Se ha depositado en una institucion bancaria un monto de
capital m por el cual se recibe un X% de interés anual. El problema consiste en de-
terminar el capital que se tendrd al cabo de n afios. Escriba un subprograma recur-
sivo que resuelva este problema. Recuerde que debe establecer los estados basico y
recursivo del problema.

2. Retome el problema anterior y resuélvalo de manera iterativa. Compare sus solu-
ciones, teniendo en cuenta la eficiencia en el manejo de memoria y la legibilidad del
cédigo generado.

3. Escriba un subprograma recursivo que invierta el orden de los elementos de un
arreglo de N ntimeros enteros. Es decir, que el elemento que estd en la posicién 1 se
intercambie con el que estd en la posicion N, el de la posicién 2, coneldela N -1,
y asi sucesivamente.

4. Retome el problema anterior y resuélvalo de manera iterativa. Compare sus solu-
ciones, teniendo en cuenta la eficiencia en el manejo de memoria y la legibilidad del
cédigo generado.

5. Escriba un subprograma recursivo que invierta el orden de una cadena de caracte-
res. Por ejemplo, si la cadena de entrada es ROMA, el resultado que debe arrojar el
programa es AMOR.

6. Se tienen tres arreglos: SUR, CENTRO y NORTE que almacenan los nombres de
los pafses de Sur, Centro y Norteamérica, respectivamente. Los tres arreglos estan
ordenados en forma alfabética. Escriba un subprograma recursivo que mezcle los
tres arreglos anteriores, formando un cuarto arreglo, AMERICA, en el cual apa-
rezcan los nombres de todos los paises del continente ordenados alfabéticamente.
Compare esta solucién con la desarrollada para el problema 8 del capitulo 1.

7. Dado como dato el siguiente programa, sigalo y diga qué imprime para los siguien-
tes valores de X: X =38, X=51,X=24

P1 (X)

{X es un pardmetro de tipo entero positivo}

1. Si (X > 100)
entonces
Pl < (X-38)
si no
Hacer P1 < P1 (P1 (X +9))
2. {Fin del condicional del paso 1}
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.
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. Escriba un subprograma recursivo que le permita calcular el determinante de una

matriz cuadrada de dimensién 7.

. Escriba un subprograma recursivo que busque un valor X en un arreglo unidimen-

sional de enteros, ordenado en forma decreciente.

Escriba un subprograma recursivo tal que dado como dato un arreglo unidimensio-
nal de enteros positivos de dimension N, determine si las sumas de las dos mitades
(del elemento 1 al N/2 y del elemento N/2 + 1 al N) son iguales.

Escriba un subprograma recursivo que quite todos los espacios en blanco de una
cadena de caracteres.

Dados como datos dos nimeros enteros positivos A y B —el segundo puede ser
también nulo—, escriba un subprograma recursivo que calcule A

Escriba un subprograma que resuelva la funcién de Ackermann en forma iterativa.
Compare su solucién con la analizada en este libro.

Escriba un subprograma recursivo que, dado como dato un nimero entero positivo,
regrese 1 si todos los digitos de dicho nimero son pares y 0 en otro caso.

Retome el problema anterior y resuélvalo de manera iterativa. Compare sus solu-
ciones, teniendo en cuenta la eficiencia en el manejo de memoria y la legibilidad del
codigo generado.

Escriba un subprograma recursivo que, dado como dato un nimero entero positivo,
regrese 1 si el nimero es divisible por 11 y 0 en otro caso. El criterio que debera
usarse para determinar si es divisible es que la diferencia entre la suma de los di-
gitos que ocupan posiciones pares y la suma de los digitos que ocupan posiciones
impares sea un multiplo de 11. Por ejemplo, si el nimero es 6 479, se tiene que 13
6+7)-13(4+9)=0y 0es miltiplo de 11.

Retome el problema anterior y resuélvalo de manera iterativa. Compare sus solu-
ciones, teniendo en cuenta la eficiencia en el manejo de memoria y la legibilidad del
codigo generado.

Escriba un subprograma recursivo que, dado como dato un nimero entero positivo,
regrese como resultado la suma de sus divisores.

Retome el algoritmo 3.5 —Conv_postfija— o el 3.6 —Conv_prefija—, del capitulo
3, y desarrolle una version recursiva del mismo. Compare su solucién con la anali-
zada en este libro. Identifique ventajas y desventajas de cada una de ellas.

Escriba un subprograma recursivo que invierta el orden de los elementos de una
pila. Puede utilizar cualquier estructura de datos como auxiliar, si lo requiere.
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21.

22.

23.

Escriba un método recursivo, para la clase Cola, que imprima todos los elementos
de una cola circular.

Retome el problema anterior y resuélvalo de manera iterativa. Compare sus solu-
ciones, teniendo en cuenta la eficiencia en el manejo de memoria y la legibilidad del
cédigo generado.

Escriba un método recursivo, para la clase Cola, que invierta el orden de los ele-
mentos de una cola. Puede utilizar cualquier estructura de datos como auxiliar, si lo
requiere.



Capitulo
LISTAS

5.1 INTRODUCCION

Las estructuras de datos presentadas hasta el momento, arreglos y registros, se denomi-
nan estaticas. Reciben este nombre debido a que durante la compilacion se les asigna un
espacio de memoria, y éste permanece inalterable durante la ejecucion del programa.

En este capitulo se presenta la estructura de datos lista. Este es un tipo de estructura
lineal y dinamica de datos. Lineal porque a cada elemento le puede seguir s6lo otro ele-
mento; dindmica porque se puede manejar la memoria de manera flexible, sin necesidad
de reservar espacio con antelacion.

La principal ventaja de manejar un tipo dindmico de datos es que se pueden adqui-
rir posiciones de memoria a medida que se necesitan; éstas se liberan cuando ya no se
requieren. Asi es posible crear estructuras dindmicas que se expandan o contraigan, se-
gln se les agregue o elimine elementos. El dinamismo de estas estructuras soluciona el
problema de decidir cudl es la cantidad éptima de memoria que se debe reservar para un
problema especifico. Sin embargo, es importante destacar que las estructuras dindmicas
no pueden reemplazar a los arreglos en todas sus aplicaciones. Existen numerosos casos
que podrian facilmente ser solucionados aplicando arreglos, mientras que si se utilizaran
estructuras dindmicas, como las listas, la solucién de estos problemas se complicaria.

Las listas ligadas son colecciones de elementos llamados nodos; el orden entre
éstos se establece por medio de un tipo de datos denominado punteros, apuntadores,
direcciones o referencias a otros nodos. Por tanto, siempre es importante distinguir en-
tre un dato de tipo apuntador y el dato contenido en la celda al cual éste apunta. Se usara
la notacién P <— D para indicar que P es un apuntador al nodo D, Crear(P) para sefialar
el proceso de asignaciéon de memoria al nodo P, y Quitar(P) para indicar el proceso
inverso; es decir, cuando se libera una posicién de memoria apuntada por P.

Las operaciones mds importantes que se realizan en las estructuras de datos son las
de busqueda, insercién y eliminacién. Se utilizan también para comparar la eficiencia
de las estructuras de datos y de esta forma observar cudl es la estructura que mejor se
adapta al tipo de problema que se quiera resolver. La biisqueda, por ejemplo, es una
operacion que no se puede realizar en forma eficiente en las listas. Por otra parte, las
operaciones de insercién y eliminacion se efectian de manera eficiente en este tipo de
estructuras de datos.

Este capitulo se dedicard a las estructuras dinamicas lineales llamadas listas; en-
tre ellas se distinguen tres tipos: listas simplemente ligadas, listas doblemente ligadas



142 Capitulo5 ©

5.2.1

FIGURA 5.1
Estructura de un nodo.

ListAs

y listas circulares. En el siguiente capitulo se presentardn las estructuras dindmicas
no lineales, denominadas arboles.

5.2 LISTAS SIMPLEMENTE LIGADAS

Una lista simplemente ligada constituye una coleccién de elementos llamados nodos.
El orden entre éstos se establece por medio de punteros; es decir, direcciones o refe-
rencias a otros nodos. Un tipo especial de lista simplemente ligada es la lista vacia. La
figura 5.1 presenta la estructura de un nodo de una lista simplemente ligada.

En general, un nodo consta de dos partes:

D Uncampo INFORMACION que serd del tipo de los datos que se quiera almacenar
en la lista.

D Un campo LIGA, de tipo puntero, que se utiliza para establecer la liga o el enlace
con otro nodo de la lista. Si el nodo fuera el dltimo de Ia lista, este campo tendra
como valor NIL —vacio—. Al emplearse el campo liga para relacionar dos nodos,
no serd necesario almacenar fisicamente a los nodos en espacios contiguos.

En la figura 5.2 se presenta un ejemplo de una lista simplemente ligada que almace-
na apellidos. El primer nodo de la lista es apuntado por una variable P, de tipo apuntador
—P almacena la direccién del primer nodo—. El campo liga del dltimo nodo de la lista
tiene un valor NIL, que indica que dicho nodo no apunta a ningtin otro. El apuntador
al inicio de la lista es importante porque permite posicionarnos en el primer nodo de la
misma y tener acceso al resto de los elementos. Si, por alguna razén, este apuntador se
extraviara, entonces perderiamos toda la informacién almacenada en la lista. Por otra
parte, si la lista simplemente ligada estuviera vacia, entonces el apuntador al inicio
tendrd el valor NIL.

Operaciones con listas simplemente ligadas

Las operaciones que pueden efectuarse en una lista simplemente ligada son:
Recorrido de la lista.

Insercién de un elemento.

Borrado de un elemento.
Busqueda de un elemento.

INFORMACION | LIGA




FIGURA 5.2
Ejemplo de lista.

Ejemplo 5.1
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P
‘ Garcia ‘ ~‘—>‘ Pérez ‘ ~‘—>‘ Lopez ‘ ~‘—>‘ Santos ‘ ‘ ‘

NIL

Antes de analizar cada una de estas operaciones, se presentard un algoritmo que
permite crear una lista simplemente ligada, al incorporar cada nuevo nodo al inicio.

Algoritmo 5.1 Crea_inicio

Crea_inicio

{Este algoritmo permite crear una lista simplemente ligada, agregando cada nuevo nodo al
inicio de la misma}

{P y Q son variables de tipo puntero. Los campos del nodo son INFO, que sera del tipo de
datos que se quiera almacenar en la lista, y LIGA de tipo apuntador. P apunta al inicio de la
lista. RES es una variable de tipo entero }

. Crear (P) {Se crea el primer nodo de la lista simplemente ligada}
. Leer PAINFO
. Hacer PALIGA <— NIL
. Escribir “;Desea ingresar mas nodos a la lista? Si: 1, No: 0”
. Leer RES
. Mientras (RES = 1) Repetir
Crear (Q)
Leer Q" INFO
Hacer QNLIGA <= Py P <—Q
Escribir “;Desea ingresar mas nodos a la lista? Si: 1, No: 0”
Leer RES
7. {Fin del ciclo del paso 6}

AU A W N =

Veamos un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este algoritmo.

Dados los siguientes datos: Garcia, Pérez, Lopez y Santos, genere una lista simplemente
ligada mediante el algoritmo 5.1. En la siguiente figura se puede observar, paso a paso,
como se va construyendo la lista.

Como se aprecia en la figura 5.3d, la lista quedd en orden inverso con respecto al
orden en el que fueron dados los datos. Para lograr que los datos queden en el orden en
el que fueron dados, se debe agregar cada nodo al final de la lista. A continuacién se
presenta un algoritmo que permite crear una lista simplemente ligada, al incorporar cada
nuevo nodo al final.



144 Capitulo5 © Listas

FIGURA 5.3
e . P
Creacion de listas. a) Luego P 0 ~
de crear el primer nodo. — P >
b) Luego de insertar a "Pé- n TS Pérez ‘ *‘—>‘ Garcia ‘ | ‘
rez". ) Luego de insertar i
a "Lopez”. d) Luego de NIL NIL
insertar a “Santos”. a) b)
Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
al insertar un nuevo elemento R
al inicio de la lista. p Q_» N
N Lopez ‘ *‘—>‘ Pérez ‘ *‘—>‘ Garcia ‘ ‘ ‘
R
p O —
o, Santos ‘ ~‘—>‘ Lopez ‘ ~‘—>‘ Pérez ‘ *‘—>‘ Garcia ‘ | ‘
d) NIL

Algoritmo 5.2 Crea_final

Crea_final

{Este algoritmo permite crear una lista simplemente ligada, agregando cada nuevo nodo al
final de la misma}

{P, Q y T son variables de tipo apuntador. Los campos del nodo son INFO, que sera del tipo
de datos que se quiera almacenar en la lista, y LIGA de tipo apuntador. P apunta al inicio de la
lista. RES es una variable de tipo entero}

. Crear (P) {Se crea el primer nodo de la lista}

. Leer PAINFO

. Hacer PALIGA <~ NILy T < P

. Escribir “;Desea ingresar mds nodos a la lista? Si: 1, No: 0”

. Leer RES

. Mientras (RES = 1) Repetir
Crear (Q)
Leer Q" INFO
Hacer Q" LIGA < NIL, T".LIGA <= Q y T <= Q {T apunta al dltimo nodo}
Escribir “;Desea ingresar mds nodos a la lista? Si: 1, No: 0”
Leer RES

7. {Fin del ciclo del paso 6}

A Ut B W=



Ejemplo 5.2

FIGURA 5.4

Creacion de listas. a) Luego
de crear el primer nodo.

b) Luego de insertar a “Pé-
rez". ¢) Luego de insertar
a "Lopez”. d) Luego de
insertar a “Santos”.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados

al insertar un nuevo elemento
al final de la lista.
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Veamos un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este algoritmo.

Se utilizan los datos del ejemplo anterior para crear una lista aplicando el algoritmo 5.2.
Es importante observar que en este algoritmo se utiliza otra variable de tipo apuntador
para mantener la direccion del dltimo nodo de la lista, de tal manera que se pueda es-
tablecer el enlace entre éste y el nuevo nodo. En la figura 5.4 se puede observar, paso a
paso, como se va construyendo esa lista.

T 0
P=T P=X
A e
[ ) G [} pes ]
@) NIL NIL b) NIL
R T 0
P\ \A A /
Garcia ‘ ~‘—>‘ Pérez ‘ d-»‘ Lépez ‘ | ‘
c) NIL NIL
P r T 0
~ et T el
Garcia ‘ *‘—>‘ Pérez ‘ *‘—>‘ Lépez ‘ d>‘ Santos ‘ ‘ ‘
d) NIL NIL

Recorrido de una lista simplemente ligada

La operacién de recorrido en una lista simplemente ligada consiste en visitar cada uno
de los nodos que forman la lista. La visita puede implicar una operacién simple; por
ejemplo, imprimir la informacién del nodo, o una compleja, dependiendo del problema
que se intente resolver.

Para recorrer todos los nodos de una lista simplemente ligada se comienza con
el primero. Se toma el valor del campo LIGA de éste y se avanza al segundo, y asi
sucesivamente hasta llegar al dltimo nodo, cuyo campo LIGA tiene el valor NIL. En
general, la direccion de un nodo, excepto el primero, estd dada por el campo LIGA de
su predecesor.

El algoritmo 5.3 presenta los pasos necesarios para recorrer una lista en forma
1terativa.
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5.2.3

Algoritmo 5.3 Recorre_iterativo

Recorre_iterativo (P)

{Este algoritmo recorre una lista cuyo primer nodo estd apuntado por P}
{ O es una variable de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de cada nodo de la lista}

1. HacerQ <— P
2. Mientras (Q # NIL) Repetir

Escribir QA.INFO

Hacer Q <— O".LIGA {Apunta al siguiente nodo de la lista}
3. {Fin del ciclo del paso 2}

Las listas se pueden manejar facilmente con procesos recursivos. El algoritmo 5.4
constituye una version recursiva para recorrer una lista simplemente ligada.

Algoritmo 5.4 Recorre_recursivo

Recorre_recursivo (P)

{Este algoritmo recorre una lista simplemente ligada en forma recursiva. P es un apuntador al
nodo que se va a visitar. La primera vez trae la direccién del primer nodo de la lista}
{INFO y LIGA son los campos de cada nodo de la lista}

1. Si P # NIL entonces

Escribir PA.INFO

Llamar a Recorre_recursivo con PA.LIGA

{Llamada recursiva con el apuntador al siguiente nodo de la lista}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Veamos ahora la operacién de insercidn en listas simplemente ligadas.

Insercidn en listas simplemente ligadas

La operacién de insercién en listas simplemente ligadas consiste en agregar un nuevo
nodo a la lista. Sin embargo, dependiendo de la posicién en la que se deba insertar el
nodo, se pueden presentar diferentes casos, como los que se sefialan a continuacién:

Insertar un nodo al inicio de la lista.

Insertar un nodo al final de la lista.

Insertar un nodo antes que otro cuya informacién es X.
Insertar un nodo después que otro cuya informacién es X.



Ejemplo 5.3

FIGURA 5.5

Insercion al inicio de la
lista.

Nota: La flecha discontinua
indica los cambios originados
por la insercion de un nuevo
nodo al inicio de la lista.
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No se considerard en estos algoritmos el caso de que la lista esté vacia; esta con-
dicién se puede incluir ya sea al inicio del algoritmo o en el programa principal. Se
considerard entonces que la lista en la cual se va a insertar el nuevo nodo ya existe —por
lo menos tiene un nodo—.

a) Insercion al inicio de una lista
simplemente ligada

En este caso el nuevo nodo se coloca al principio de la lista simplemente ligada, con-
virtiéndose en el primero de ella. El proceso es relativamente simple, como se puede
observar en el siguiente algoritmo.

Algoritmo 5.5 Inserta_inicio

Inserta_inicio (P, DATO)
{Este algoritmo inserta un nodo al inicio de una lista simplemente ligada. P es el apuntador al
primer nodo de la misma, y DATO es la informacién que se almacenard en el nuevo nodo}

{ O es una variable de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de cada nodo de la lista}

1. Crear (Q)
2. Hacer QM.INFO < DATO, QMNLIGA <~ Py P < Q

En la figura 5.5 se presenta un ejemplo de insercion al inicio de la lista.

b) Insercion al final de una lista simplemente ligada

En este caso el nuevo nodo se coloca al final de la lista simplemente ligada, convirtién-
dose en el ultimo. El algoritmo 5.6 describe este proceso.

<y

P\
paro_| | Ep [+ i
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Ejemplo 5.4

FIGURA 5.6
Insercion al final de la lista.

Nota: La flecha discontinua
indican los cambios originados
por la insercion de un nuevo
nodo al final de la lista.

ListAs

Algoritmo 5.6 Inserta_final

Inserta_final (P, DATO)

{Este algoritmo inserta un nodo al final de una lista simplemente ligada. P es el apuntador al
primer nodo de la lista, y DATO es la informacién que se almacenara en el nuevo nodo}
{Qy T son variables de tipo puntero. INFO y LIGA son los campos de cada nodo de la lista}

1. HacerT<— P
2. Mientras (T".LIGA # NIL) Repetir
{Recorre la lista hasta llegar al dltimo elemento }
Hacer 7 <— T" LIGA
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Crear (Q)
. Hacer Q" INFO <— DATO, Q"LIGA <— NIL y TA\LIGA <— Q

wn AW

En la figura 5.6 se presenta un ejemplo de insercién al final de la lista.

Si en cada lista simplemente ligada se utilizaran dos apuntadores, uno al primer
nodo y otro al dltimo (fig. 5.7a), entonces el proceso de insercién al final se simplifi-
carfa, ya que no serfa necesario recorrerla toda para llegar al final. El nuevo nodo se
podria incorporar directamente (ver fig. 5.7b), como en el caso de insercién al inicio de
la lista.

¢) Insercion de un nodo antes que otro en una lista
simplemente ligada

En este tipo de insercién en listas simplemente ligadas, el nuevo nodo se debe colocar
antes de otro nodo dado como referencia. Se pueden presentar diferentes casos; por
ejemplo, que el nodo dado como referencia no se encuentre en la lista o que el nuevo
nodo a insertar se convierta en el primero. Se asume, como se ha sefialado anteriormen-
te, que la lista no esta vacia.

| Ep |+ | (> paro |||

NIL NIL




FIGURA 5.7

Insercion en una lista con
punteros al inicio y al final
de la misma. a) Lista con
puntero al inicio, P, y al
final, T. b) Lista luego de
la insercion de un nuevo
elemento al final de la
misma.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
por la insercion de un nuevo
nodo al final de la lista.
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| Ep |+ |

a) NIL

| B R iﬂ ooy
b) NIL NIL

Algoritmo 5.7 Inserta_antes_X

Inserta_antes_X (P, DATO, X)

{Este algoritmo inserta un nodo antes de un nodo dado como referencia en una lista simple-
mente ligada. P es el apuntador al primer nodo de la lista, DATO indica la informacién que
se almacenard en el nuevo nodo, y X representa el contenido —informacién— del nodo dado
como referencia}

{0, X y T son variables de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de los nodos de la
lista. BAND es una variable de tipo entero}

1. Hacer Q <= Py BAND < 1
2. Mientras ((Q".INFO = X) y (BAND = 1)) Repetir
2.1 Si (Q"M.LIGA = NIL)
entonces
Hacer T< Qy Q < OQ"LIGA
si no
Hacer BAND < 0
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si(BAND=1)
entonces
Crear (X)
Hacer X.INFO < DATO
4.1 Si (P = Q) {El nodo dado como referencia es el primero }
entonces
Hacer X*\LIGA <~ Py P < X
Si no

w
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Ejemplo 5.5

FIGURA 5.8
Insercion de nodos.

Nota: Las flechas discon-
tinuas indican los cambios
originados por la insercion
de un nuevo nodo prece-
diendo a otro, dado como
referencia.

ListAs

Hacer T".LIGA <= X y XA.LIGA < Q
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
si no
Escribir “El nodo dado como referencia no se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

En la figura 5.8 se presenta un ejemplo de inserciéon de un nodo antes que otro dado
como referencia en una lista simplemente ligada, aplicando el algoritmo anterior.

d) Insercion de un nodo después de otro
en una lista simplemente ligada

En este tipo de insercién en listas simplemente ligadas, el nuevo nodo se debe colo-
car después de otro dado como referencia. Se pueden presentar diferentes casos; por
ejemplo, que el nodo dado como referencia no se encuentre en la lista o que el nuevo
se convierta en el dltimo de la lista. Se asume, como se ha sefialado, que la lista no estd
vacia. A continuacién se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 5.8 Inserta_después_X

Inserta_después_X (P, DATO, X)

{Este algoritmo inserta un nodo después de otro dado como referencia en una lista simplemente
ligada. P es el apuntador al primer nodo de la lista, DATO indica la informacién que se




Ejemplo 5.6

FIGURA 5.9
Insercion de nodos.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
por la insercion de un nuevo
nodo sucediendo a otro dado
como referencia.
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almacenard en el nuevo nodo, y X representa el contenido —informacién— del nodo dado
como referencia}

{Qy T son variables de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de los nodos de la lista.
BAND es una variable de tipo entero}

1. Hacer Q < Py BAND < 1
2. Mientras ((Q".INFO = X) y (BAND = 1)) Repetir
2.1 Si QNLIGA = NIL
entonces
Hacer Q <= OQ".LIGA
si no
Hacer BAND < 0
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (BAND =1)
entonces
Crear (7)
Hacer T".INFO <- DATO, T".LIGA <= QMNLIGAy QMNLIGA < T
si no
Escribir “El nodo dado como referencia no se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

En la figura 5.9 se presenta un ejemplo de insercién de un nodo después de otro dado
como referencia, en listas simplemente ligadas aplicando el algoritmo anterior.

Cabe sefialar que en las operaciones de listas tratadas hasta el momento, no se ha
considerado el orden entre los elementos. Si se supone que la lista estd ordenada, en el
momento de insertar un nuevo nodo habra que mantener el orden previamente estable-
cido.

| Epe En T NE i

v
_v| DATO l

T
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5.2.4

Ejemplo 5.7

ListAs

Eliminacion en listas simplemente ligadas

La operacién de eliminacién en listas simplemente ligadas consiste en eliminar un nodo
de la lista y liberar el espacio de memoria correspondiente. Dependiendo de la posicién
en la que éste se encuentre, se pueden presentar diferentes casos, como los que se sefia-
lan a continuacidn:

Eliminar el primer nodo.

Eliminar el dltimo nodo.

Eliminar un nodo con informacién X.

Eliminar el nodo anterior al nodo con informacién X.
Eliminar el nodo posterior al nodo con informacion X.

Cabe destacar que en los algoritmos que se presentan a continuacién no se con-
sidera que la lista esté vacia. Esta condicién se puede evaluar facilmente al inicio del
algoritmo o bien en el programa principal.

a) Eliminar el primer nodo de una lista
simplemente ligada

Esta operacién es muy sencilla, ya que sélo es necesario redefinir el apuntador al inicio
de la lista. Si ésta quedara vacia (es decir, si la lista tenia sélo un elemento), entonces
apuntaria a NIL. En el siguiente algoritmo se describe este caso.

Algoritmo 5.9 Elimina_inicio

Elimina_inicio (P)

{Este algoritmo permite eliminar el primer elemento de una lista simplemente ligada. P es el
apuntador al primer nodo de la lista}
{ O es una variable de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de los nodos de la lista}

1. Hacer Q <= P
{Si la lista tuviera s6lo un elemento entonces a P se le asignaria NIL, que es el valor de
ON.LIGA. En caso contrario, queda con la direccion del siguiente nodo}
2. Hacer P <= Q".LIGA {Redefine el puntero al inicio de la lista}
3. Quitar (Q)

En la figura 5.10 se presenta un ejemplo de eliminacién del primer nodo de una lista
simplemente ligada, aplicando el algoritmo anterior.
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FIGURA 5.10

Eliminacion del primer
nodo de una lista.

<« X
<«

A Ep |+ [+ |

b) Eliminar el ultimo nodo de una lista
simplemente ligada

En este caso se debe eliminar el dltimo nodo de una lista simplemente ligada. Es impor-
tante observar que para alcanzar el dltimo nodo, se debe recorrer toda la lista, excepto si
se usara un apuntador que indique su final. A continuacién se presenta un algoritmo de
solucidn, considerando que solamente se tiene un apuntador al inicio de la lista.

Algoritmo 5.10 Elimina_ultimo

Elimina_ultimo (P)

{Este algoritmo permite eliminar el tltimo nodo de una lista simplemente ligada. P es el
apuntador al primer nodo de la lista}

{Q y T son variables de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de los nodos de la
lista}

1. HacerQ < P
2. Si (PA.LIGA = NIL) {Se verifica si la lista tiene s6lo un nodo}
entonces
Hacer P <— NIL
Si no
2.1 Mientras (Q".LIGA = NIL) Repetir
Hacer 7<= Qy Q < Q"LIGA
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
Hacer 7".LIGA < NIL
3. {Fin del condicional del paso 2}
4. Quitar (Q)

Ejemplo 5.8 En la figura 5.11 se presenta un ejemplo de eliminacién del dltimo nodo de una lista
simplemente ligada.
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FIGURA 5.11

Eliminacion del ultimo
nodo de una lista.

Nota: La flecha discontinua
indica los cambios originados
por la eliminacién del tltimo
nodo de la lista.

ListAs

| Epe [+ B |

¢) Eliminar un nodo con informacion X
de una lista simplemente ligada

La eliminacion de un nodo con informacién X es uno de los casos complicados de esta
operacion, porque se pueden presentar diferentes variantes. Por ejemplo, el nodo puede
ser el primero, el dltimo, el tinico o no encontrarse en la lista. El algoritmo 5.11 describe
este proceso.

Algoritmo 5.11  Elimina_X

Elimina_X (P, X)

{Este algoritmo elimina un nodo con informacién X de una lista simplemente ligada. P es el
apuntador al primer nodo de la lista}

{Q y T son variables de tipo apuntador. BAND es una variable de tipo entero. INFO y LIGA
son los campos de los nodos de la lista}

1. Hacer Q <= Py BAND < 1
2. Mientras ((Q".INFO = X) y (BAND = 1)) Repetir
2.1 Si Q*LIGA = NIL
entonces
Hacer 7<= Qy Q < Q"LIGA
si no
Hacer BAND < 0
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (BAND =0)
entonces
Escribir “El elemento con informacion X no se encuentra en la lista”
si no
4.1 Si (P = Q) {Se verifica si el elemento a eliminar es el primero}
entonces
Hacer P < Q" LIGA
si no
Hacer 7".LIGA < Q".LIGA
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}

Quitar (Q)
5. {Fin del condicional del paso 4}



FIGURA 5.12
Eliminacion de un nodo con
informacion X.

Nota: La flecha discontinua
indica los cambios originados
por la eliminacion del nodo.

Ejemplo 5.9
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En la figura 5.12 se presenta un ejemplo de eliminacién de un nodo con informacién X
en una lista simplemente ligada.

d) Eliminar el nodo anterior al nodo con informacion X
en una lista simplemente ligada

Este es el caso de eliminacién mds complicado en listas simplemente ligadas, porque
tiene muchas variantes. Por ejemplo, el nodo con informacién X puede ser el primero
—entonces no hay nada que eliminar—, el segundo —entonces hay que eliminar el pri-
mero de la lista—, estar en cualquier otra posicion, o bien no encontrarse en la lista.

Algoritmo 5.12  Elimina_antes_X

Elimina_antes_X (P, X)

{Este algoritmo permite eliminar el nodo anterior al nodo que contiene la informacién X en
una lista simplemente ligada. P es el apuntador al primer nodo de la lista}

{O, Ty R son variables de tipo apuntador. BAND es una variable de tipo entero. INFO y LIGA
son los campos de los nodos de la lista}

1. Si (PMNINFO = X)
entonces
Escribir “No existe un nodo que preceda al que contiene a X
Si no
Hacer Q <~ P,T<— Py BAND < 1
1.1 Mientras ((Q".INFO = X) y (BAND = 1)) Repetir
1.1.1 Si (Q".LIGA = NIL)
entonces
Hacer R<— T, T < Qy Q < Q"LIGA
Si no
Hacer BAND <0
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
1.3 Si (BAND =0)
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entonces
Escribir “El elemento no se encuentra en la lista”

si no

1.3.1 Si (P*LIGA = Q) {El elemento a eliminar es el primero }
entonces

Hacer P < Q

si no
Hacer RNLIGA < Q

1.3.2 {Fin del condicional del paso 1.3.1}

Quitar (7T)
1.4 {Fin del condicional del paso 1.3}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Ejemplo 5.10 En la figura 5.13 se presenta un ejemplo de eliminacion del nodo anterior a otro dado
como referencia, mediante el algoritmo 5.12.
Se deja al lector la construccién del algoritmo para eliminar un nodo después de
otro dado como referencia. Este algoritmo es de menor complejidad que el presentado
antes.

5.2.5 Busqueda en listas simplemente ligadas

La operacidn de busqueda de un elemento en una lista simplemente ligada es muy fécil
de realizar, aunque ineficiente ya que se lleva a cabo de forma secuencial. Se debe ir
recorriendo los nodos hasta encontrar el que estamos buscando o hasta que se llega al
final de la lista. El algoritmo es similar a los que se desarrollaron para recorrer una lista
en forma iterativa o recursiva.

Al igual que en el caso de las operaciones vistas anteriormente, existe diferencia
en los algoritmos si las listas se encuentran ordenadas o desordenadas. Se comenzard, en
primer término, con el algoritmo de busqueda para listas simplemente ligadas que se
encuentran desordenadas.

FIGURA 5.13
Eliminacion de nodos.

Nota: La flecha discontinua indica los cambios originados por la eliminacion del nodo anterior a un
nodo dado como referencia.

P R T 0
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Algoritmo 5.13 Busqueda_desordenada

Busqueda_desordenada (P, X)

{Este algoritmo permite buscar el elemento con informacién X en una lista simplemente ligada
que se encuentra desordenada. P es el apuntador al primer nodo de la lista}
{ O es una variable de tipo apuntador. INFO y LIGA son campos de los nodos de la lista}

1. Hacer Q < P
. Mientras ((Q = NIL) y (Q".INFO = X))
Hacer Q <= QN.LIGA
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Si (Q=NIL)
entonces
Escribir “El elemento no se encuentra en la lista”
si no
Escribir “El elemento si se encuentra en la lista”
. {Fin del condicional del paso 4}

[

=~ W

(9]

Es importante destacar que con una simple modificacién en la condicién del ciclo
del paso 2 se adapte este algoritmo para la busqueda de elementos en listas simplemente
ligadas que se encuentran ordenadas. A continuacion se presenta el algoritmo de bus-
queda en listas simplemente ligadas que se encuentran ordenadas en forma ascendente.

Algoritmo 5.14 Busqueda_ordenada

Buisqueda_ordenada (P, X)

{Este algoritmo permite buscar el elemento con informacién X en una lista simplemente ligada
que se encuentra ordenada en forma ascendente. P es el apuntador al primer nodo de la lista}
{ O es una variable de tipo apuntador. INFO y LIGA son los campos de los nodos de la lista}

[

. Hacer Q < P
. Mientras ((Q = NIL) y (Q".INFO < X))
Hacer Q <= Q" LIGA
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Si ((Q =NIL) o (Q".INFO > X))
entonces
Escribir “El elemento no se encuentra en la lista”
si no
Escribir “El elemento si se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

[\°}

- W
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FIGURA 5.14
Lista circular.

ListAs

Todos los algoritmos presentados tanto para la biisqueda, insercién y eliminacién
se pueden implementar de forma recursiva. A continuacién se muestra una version re-
cursiva del algoritmo 5.13.

Algoritmo 5.15 Bisqueda_recursivo

Busqueda_recursivo (P, X)
{Este algoritmo permite buscar recursivamente a un elemento con informacién X en una lista
simplemente ligada que se encuentra desordenada. P es el apuntador al primer elemento de

la lista}

1. Si (P = NIL)

entonces
1.1 Si (PA.INFO =X)
entonces
Escribir “El elemento se encuentra en la lista”
si no

Llamar a Bdsqueda_recursivo con PA.LIGA y X
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
s no
Escribir “El elemento no se encuentra en la lista”
2. {Fin del condicional del paso 1}

5.3 LISTAS CIRCULARES

Las listas circulares son similares a las listas simplemente ligadas. Sin embargo, tienen
la caracteristica de que el dltimo elemento de la lista apunta al primero, en lugar de
apuntar al vacio o NIL.

Se define una lista simplemente ligada circular como una coleccién de elementos
Ilamados nodos, en la cual el dltimo nodo apunta al primero. En la figura 5.14 se pre-
senta una gréfica de una lista circular.

Las operaciones en listas circulares son similares a las operaciones en listas linea-
les; por tanto, no se tratardn nuevamente en esta seccidon. Sin embargo, es importante

| B R ]




FIGURA 5.15

Lista circular con nodo

de cabecera.

5.4.1
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sefialar que para el caso de la operacién de recorrido de listas circulares se necesita
considerar algtin criterio para detectar cudndo se han visitado todos los nodos de la lista.
Esto tltimo con el propdsito de evitar caer en ciclos infinitos. Una posible solucién al
problema planteado consiste en usar un nodo extra, llamado nodo de cabecera, para
indicar el inicio de la lista. Este nodo contendrd informacién especial, de tal manera que
se distinga de los demds y asi podra hacer referencia al principio de la lista. La figura
5.15 presenta una gréfica de una lista circular con nodo de cabecera.

En los algoritmos presentados para operar con listas simplemente ligadas se puede
apreciar que sélo se tiene acceso a un nodo y al sucesor de éste. Si se necesitara su
predecesor, por ejemplo, se tendrian que usar variables auxiliares (véase el algoritmo
5.12). Una manera de evitar esta situacion, es teniendo acceso a los nodos en cualquier
orden —antecesor o sucesor—, y ademads recorrer la lista del inicio al fin, o viceversa.
Las listas que cuentan con esta facilidad son las doblemente ligadas. A continuacién se
presenta este tipo de estructuras.

5.4 LISTAS DOBLEMENTE LIGADAS

Una lista doblemente ligada es una coleccién de nodos, en la cual cada uno de ellos
tiene dos apuntadores (fig. 5.16a), uno apuntando a su predecesor (LIGAIZQ) y otro a
su sucesor (LIGADER). Por medio de estos punteros se podrd entonces avanzar o re-
troceder a través de la lista, segiin se tomen las direcciones de uno u otro apuntador. La
figura 5.16b representa una lista doblemente ligada que almacena apellidos.

Para tener un fécil acceso a la informacién de Ia lista es recomendable usar dos
apuntadores, P y F, que apunten al principio y al final de ésta, respectivamente.

Operaciones con listas doblemente ligadas

Las operaciones que se pueden llevar a cabo con este tipo de estructuras son las mismas
que con listas simplemente ligadas. En esta seccidn se presentardn las operaciones de:

D Recorrido de la lista.
D Insercién de un elemento.
D Borrado de un elemento.
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FIGURA 5.16

Ejemplo de lista doblemen-
te ligada. a) Estructura

de un nodo. b) Ejemplo de
lista doblemente ligada.

5.4.2

5.4.3

ListAs

LIGAIZQ | INFORMACION | LIGADER

a)
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NIL b) NIL

Recorrido de una lista doblemente ligada

Al tener cada nodo una doble liga, la lista se puede recorrer tanto del inicio al final, me-
diante las ligas derechas, como en sentido inverso; es decir, del final al principio, con las
ligas izquierdas. Cualquiera que sea la direccidn del recorrido, el algoritmo es similar al
que se presenta para listas simplemente ligadas. Se deja al lector su disefio.

Insercion en listas doblemente ligadas

La insercién de un elemento consiste en agregar un nuevo nodo a la lista y establecer
los apuntadores correspondientes. No se considerard el caso de lista vacia. La insercién
se puede llevar a cabo:

D Alinicio de la lista doblemente ligada.

D Al final de la lista doblemente ligada.

D  Antes/después de un nodo con informacion X.

a) Insercion al inicio de la lista doblemente ligada

En este caso el nuevo nodo se coloca al principio de la lista y se establecen las ligas
correspondientes. El nuevo nodo insertado se convierte, entonces, en el primero de la

lista doblemente ligada. El algoritmo 5.16 describe este proceso.

Algoritmo 5.16  Inserta_principio

Inserta_principio (P, DATO)

{Este algoritmo inserta un nodo al inicio de una lista doblemente ligada. P es el apuntador al
primer nodo de la lista y DATO es la informacién que se almacenard en el nuevo nodo}



Ejemplo 5.11

Ejemplo 5.12

FIGURA 5.17

Insercion al inicio de la
lista.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
en la lista doblemente ligada
por la insercion de un nuevo
nodo al inicio de la misma.
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{ O es una variable de tipo apuntador. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de cada
nodo de la lista}

1. Crear (Q)
Hacer Q" INFOR < DATO, Q".LIGADER < P, PA.LIGAIZQ < Q,
OMNLIGAIZQ <~ NILy P < Q

En la figura 5.17 se presenta un ejemplo de insercién al inicio de una lista doblemente
ligada.

b) Insercion al final de una lista doblemente ligada

En este caso el nuevo nodo se coloca al final de la lista doblemente ligada, convirtiéndo-
se en el dltimo. El algoritmo 5.17 describe este proceso.

Algoritmo 5.17 Inserta_final

Inserta_final (F, DATO)

{Este algoritmo inserta un nodo al final de una lista doblemente ligada. F es el apuntador al
dltimo nodo de la lista, y DATO es la informacién que se almacenard en el nuevo nodo}

{Q es una variable de tipo puntero. INFOR, LIGAIZQ y LIGADER son los campos de cada
nodo de la lista}

1. Crear(Q)
2. Hacer Q" INFOR <— DATO, FALIGADER < Q, Q*NLIGAIZQ < F,
QMNLIGADER <~ NILy F < Q

En la figura 5.18 se presenta un ejemplo de insercién al final de una lista doblemente
ligada.

ekl et

«— %
—
<«

NIL
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FIGURA 5.18
Insercion al final de la lista.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
en la lista doblemente ligada,
por la insercion de un nuevo
nodo.

ListAs

| I
LI [F=fl [l [ pemo ||
NiIL N%L Q/ N¢IL

Al trabajar con un apuntador al Gltimo elemento de la lista, F, la operacién de inser-
cion se simplifica notablemente ya que se evita recorrer toda la lista.

¢) Insercion de un nodo antes que otro
en una lista doblemente ligada

En este caso el nuevo nodo se coloca precediendo a otro dado como referencia. Cabe
seflalar que sélo se presentard la operacion de insercién de un nodo antes de otro dado
como referencia, ya que las operaciones Antes_que_otro_ y Después_que_otro son si-
métricas.

Algoritmo 5.18 Inserta_antes_X

Inserta_antes_X (P, DATO, X)

{Este algoritmo inserta un nodo antes de otro dado como referencia, con informaciéon X. P
es el apuntador al primer nodo de la lista, y DATO es la informacién que se almacenara en el
nuevo nodo}

{Q, T'y R son variables de tipo apuntador. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de
cada nodo de la lista}

1. HacerQ < P
2. Mientras ((Q".LIGADER = NIL) y (Q".INFOR = X)) Repetir
Hacer Q <= Q" LIGADER
3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (QNINFOR = X)
entonces
Crear (T) {Se crea el nuevo nodo}
Hacer 7".INFOR < DATO, T".LIGADER < Q, R < Q".LIGAIZQ
y ONLIGAIZQ < T
4.1 Si (P=0Q)
entonces
Hacer P <— Ty T".LIGAIZQ < NIL
Si no

Hacer R*"LIGADER < T'y T".LIGAIZQ <— R



Ejemplo 5.13

544

FIGURA 5.19
Insercion de nodos.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
en la lista doblemente ligada,
por la insercion de un nuevo
nodo.
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4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
si no
escribir “El elemento no se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

En la figura 5.19 se presenta un ejemplo de insercion, aplicando el algoritmo 5.18.

Eliminacion en listas doblemente ligadas

La operacion de eliminacién de un nodo en una lista doblemente ligada, al igual que
en el caso de las listas simplemente ligadas, consiste en eliminar un elemento de la
lista, redefiniendo los apuntadores correspondientes y liberando el espacio de memoria
ocupado por el nodo. En la eliminacion se pueden presentar diferentes casos, aunque

algunos de ellos son simétricos, ya que cada nodo tiene apuntadores hacia delante —de-
recha— y atrds —izquierda—.

Eliminar el primer nodo.

Eliminar el dltimo nodo.

Eliminar el nodo con informacién X.

Eliminar el nodo anterior/posterior al nodo con informacién X.

En los algoritmos que presentan la solucién a los diferentes casos de borrado de un
elemento de una lista, no se considera que ésta se encuentre vacia. Este caso, como ya
se ha repetido en varias ocasiones, se puede controlar en el programa principal o bien
con una condicién simple al inicio de cada algoritmo.

T 0

G DTl [l e [T

NIL NIL

<«

<«

—
|
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Ejemplo 5.14

FIGURA 5.20

Eliminacion del primer
nodo de una lista.

Nota: Las flechas discontinuas
indican los cambios originados
en la lista doblemente ligada
por la eliminacion del primer
nodo.

ListAs

a) Eliminar el primer nodo de una lista
doblemente ligada

Consiste en quitar el primer nodo de la lista, cualquiera que sea su informacion, redefi-
niendo el puntero al inicio de la misma. El algoritmo 5.19 describe este proceso.

Algoritmo 5.19  Elimina_inicio

Elimina_inicio (P, F)

{Este algoritmo elimina el primer elemento de una lista doblemente ligada. P y F son los
apuntadores al primer y ultimo nodos de la lista, respectivamente }

{ O es una variable de tipo apuntador. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de cada
nodo de la lista}

1. HacerQ <— P
2. Si (QN.LIGADER # NIL) { Verifica si la lista tiene s6lo un nodo}
entonces
Hacer P <— Q"LIGADER y PNLIGAIZQ <— NIL
Si no
Hacer P <— NIL y F <— NIL
3. {Fin del condicional del paso 2}
4. Quitar (Q)

En la figura 5.20 se presenta un ejemplo de eliminacién del primer nodo de una lista
doblemente ligada, mediante el algoritmo 5.19.

b) Eliminar el Gltimo nodo de una lista
doblemente ligada

Este caso es simétrico al anterior; consiste en eliminar el dltimo nodo de una lista doble-
mente ligada y redefinir el apuntador al final de ella.

Iy !
Nt [Tt HﬁHDATOIiI

NIL NIL NIL
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Algoritmo 5.20 Elimina_udltimo

Elimina_ultimo (P, F)

{Este algoritmo elimina el dltimo elemento de una lista doblemente ligada. P y F son los
apuntadores al primero y ultimo nodos de la lista, respectivamente }

{ O es una variable de tipo puntero. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de cada
nodo de la lista}

1. Hacer Q < F
2. Si (QMNLIGAIZQ = NIL) { Verifica si la lista tiene un solo nodo}
entonces
Hacer F' <— Q".LIGAIZQ y FA.LIGADER < NIL
si no
Hacer F <= NIL y P <= NIL
3. {Fin del condicional del paso 2}

4. Quitar (Q)

Ejemplo 5.15 En la figura 5.21 se presenta un ejemplo de eliminacién del dltimo nodo de una lista
doblemente ligada aplicando el algoritmo anterior.

¢ Eliminar un nodo con informacion X

Este caso consiste en eliminar el nodo que contenga la informacién X, y establecer los
apuntadores correspondientes entre su antecesor y su sucesor, respectivamente. Este
caso tiene algunas variantes. El nodo que se quiere eliminar puede que no se encuentre
en la lista, o bien que se halle y sea el primero, el dltimo, el Unico, o que esté en cual-
quier posicion intermedia de la estructura.

FIGURA 5.21
Eliminacion del ultimo nodo de una lista.

Nota: Las flechas discontinuas indican los cambios originados en la lista doblemente ligada por la
eliminacion del dltimo nodo.

| S /|
L] E=a E=a et \i\

NIL NIL NIL
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Ejemplo 5.16

ListAs

Algoritmo 5.21 Elimina_X

Elimina_X (P, F, X)

{Este algoritmo elimina el nodo con informacién X de una lista doblemente ligada. Py F son
los apuntadores al primero y tltimo nodos de la lista, respectivamente }

{0, Ty R son variables de tipo apuntador. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de
cada nodo de la lista}

1. Hacer Q < P

2. Mientras ((Q".LIGADER = NIL) y (QA.INFOR = X)) Repetir
Hacer Q <= O*".LIGADER

3. {Fin del ciclo del paso 2}

4. Si (ONINFOR = X)

entonces
4.1 Si ((Q=P)y (Q=F)) {Lalista tiene un solo nodo}
entonces
Hacer P <~ NIL y F' <— NIL
si no
4.1.1 Si (Q = P) {Es el primero}
entonces
Hacer P <~ Q".LIGADER y PALIGAIZQ < NIL
Si no
4.1.1.1 Si (Q =F) {Es el tltimo}
entonces

Hacer F' <= Q".LIGAIZQ y FA.LIGADER < NIL
si no {Es un nodo intermedio}
Hacer T <= Q" LIGAIZQ, R <— Q".LIGADER
TNLIGADER < Ry RALIGAIZQ < T
4.1.1.2 {Fin del condicional del paso 4.1.1.1}
4.1.2 {Fin del condicional del paso 4.1.1}
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
Quitar (Q)
si no
Escribir “El elemento con informacion X no se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

En la figura 5.22 se presenta un ejemplo de eliminacién de un nodo con informacién X
en una lista doblemente ligada.

d) Eliminar el nodo anterior al nodo
con informacion X

En este caso se trata de eliminar el nodo anterior a uno dado como referencia que con-
tenga la informacién X. El caso también tiene algunas variantes. Puede ser que el nodo
con informacién X no se encuentre en la lista o bien se encuentre, y sea el primero —en
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FIGURA 5.22
Eliminacion de un nodo con informacion X. a) El nodo es el primero. b) El nodo es el
tltimo. ¢) El nodo es intermedio.

Nota: Las flechas discontinuas indican los cambios originados en la lista doblemente ligada, por la
eliminacion de un nodo.

ese caso no hay nada que eliminar—, el segundo —se elimina el primero de la lista—, o
se encuentre en cualquier otra posicion. El algoritmo 5.22 describe los pasos necesarios
para llevar a cabo esta operacion.

Algoritmo 5.22 Elimina_antes_X

Elimina_antes_X (P, X)

{Este algoritmo elimina, si se puede, el nodo anterior a aquel que contiene la informacién X.
P es el apuntador al primer nodo de la lista}

{O, T'y R son variables de tipo apuntador. INFOR, LIGADER y LIGAIZQ son los campos de
cada nodo de la lista}
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1. Hacer Q < P
2. Mientras ((Q".LIGADER = NIL) y (Q".INFOR = X)) Repetir
Hacer Q <= Q".LIGADER
3. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (QNINFOR = X)
entonces
4.1 Si(P=0Q)
entonces
Escribir “No existe nodo anterior al primero”
si no
Hacer T <— Q" LIGAIZQ
4.1.1 Si (P=T) {Es el primer nodo de la lista}
entonces
Hacer P < Q y PALIGAIZQ < NIL
si no
Hacer R <= TNLIGAIZQ, Q"LIGAIZQ < Ry
RMNLIGADER < Q
4.1.2 {Fin del condicional del paso 4.1.1}
Quitar (7)
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
si no
Escribir “El elemento con informacion X no se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

Ejemplo 5.17 La figura 5.25 contiene un ejemplo de eliminacion, mediante el algoritmo anterior.

FIGURA 5.23
Eliminacion de nodos.

Nota: Las flechas discontinuas indican los cambios originados en la lista doblemente ligada, por la
eliminacion de un nodo.
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FIGURA 5.24

Lista doblemente
ligada circular. P F

N 1/
ITI el el (el

5.5 LISTAS DOBLEMENTE LIGADAS CIRCULARES

En las listas doblemente ligadas circulares, el campo liga izquierda del primer nodo
de la lista apunta al dltimo, y el campo liga derecha de éste apunta al primero. La figura
5.24 representa una estructura de este tipo.

La principal ventaja de las listas circulares es que permiten la navegacién en cual-
quier sentido a través de la misma y, ademas, se puede recorrer toda la lista partiendo
de cualquier nodo, siempre que tengamos un apuntador a éste. Sin embargo, debemos
destacar que es necesario establecer condiciones adecuadas para detener el recorrido de
una lista y evitar caer en ciclos infinitos. Al igual que en el caso de listas simplemente
ligadas circulares, se suele utilizar un nodo de cabecera (fig. 5.25).

Este nodo tendra las caracteristicas descritas anteriormente y servird como referen-
cia para detectar cudndo se ha recorrido totalmente la lista.

Hasta este momento se han estudiado las principales caracteristicas de la estructura
tipo lista, considerando todas sus variantes (fig. 5.26):

FIGURA 5.25
Lista doblemente

ligada circular con
nodo de cabecera. \l l /

I == I = N == B

————)  simplemente ligadas circulares

————>)  simplemente ligadas
————)  doblemente ligadas
———>  doblemente ligadas circulares

FIGURA 5.26

Listas
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5.6.1

5.6.2

FIGURA 5.27

Representacion de polino-
mios usando listas.

ListAs

Ademads se han presentado los algoritmos utilizados para realizar las operaciones
mads importantes de listas. Las siguientes son algunas aplicaciones de listas.

5.6 APLICACIONES DE LISTAS

Dos de las aplicaciones mds conocidas de listas son las siguientes:

D Representacion de polinomios.
D Resolucion de colisiones (hash).

En general se puede sefialar que las listas son muy ttiles para aquellas aplicaciones
en las que se necesite dinamismo en el crecimiento y reduccién de la estructura de datos
usada para el almacenamiento de la informacidn.

Representacion de polinomios

Las listas se pueden emplear para almacenar los coeficientes diferentes de cero del po-
linomio, junto al exponente. Asi, por ejemplo, dado el polinomio:

P(x)=3X*+0.5X+6X -4

su representaciéon mediante listas queda como se muestra en la figura 5.27.

El campo informacién de cada nodo de la lista contendrda dos campos: el campo
COEFICIENTE y el campo EXPONENTE.

Cabe destacar que en el ejemplo anterior se utilizé una lista simplemente ligada,
pero se pudo haber usado una circular o también una lista doblemente ligada.

Solucion de colisiones (hash)

En el capitulo 9, al tratar el método de busqueda por transformacién de claves, se uti-
lizaron listas para resolver colisiones —método de encadenamiento—. Con el objeto
se evitar la reiteracién y la redundancia de informacidn, se sugiere remitirse a dicho
capitulo.

NIL



FIGURA 5.28
Clase Nodo.

FIGURA 5.29
Clase Lista.
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5.7 LA CLASE LISTA

La clase Lista tiene atributos y métodos, ambos dependen del tipo de lista que se esté
definiendo. En esta seccion se declara la clase correspondiente a una lista simplemente
ligada. Consecuentemente, los atributos son los apuntadores al primero y dltimo nodos
de la lista, mientras que los métodos representan todas las operaciones analizadas an-
teriormente: Crea_inicio, Inserta_inicio, Inserta_final,..., Recorre_iterativo,..., Elimi-
na_inicio, Elimina_final,...

La clase Lista utiliza la clase Nodo para declarar el tipo de sus atributos, la cual
representa a los nodos de la lista. Es decir, cada nodo tiene dos atributos: uno para
almacenar la informacién y el otro para guardar la direccidn del siguiente nodo. Los
métodos de esta clase son las operaciones validas sobre sus miembros. En las figuras
5.28 y 5.29 se puede observar la representacion gréfica de las clases Nodo y Lista, res-
pectivamente.

Se tiene acceso a los miembros de un objeto de la clase Lista por medio de la no-
tacién de puntos. Cuando se asume que la variable LISTAOBJ es un objeto de la clase
Lista, previamente creado, se puede hacer:

Nodo } Nombre de la clase
INFO Atributos
LIGA = Apuntador a nodo
Imprime INFO
Métodos

Lista } Nombre de la clase
P, F = Apuntador a nodo } Atributos

S
Crea_inicio ()
Inserta_inicio (argumento)
Recorre_iterativo (argumento) ¢ Métodos
Elimina_inicio (argumento)

J
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ListAs

LISTAOBIJ.Inserta_inicio(argumento) para invocar el método que inserta un nuevo
elemento al inicio de la lista. En este método hay un solo argumento que representa el
valor a guardar en el nuevo nodo. Todos los otros valores requeridos son miembros de
la clase.

LISTAOBIJ.Elimina_inicio(argumento) para invocar el método que elimina el pri-
mer nodo de la lista. En este método hay un tnico argumento, que es para regresar el
valor eliminado; todos los otros valores requeridos son miembros de la clase.
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V¥ EJERCICIOS

10.

11.

12

13.

14.

15.

. Defina un algoritmo para insertar, si es posible, un elemento antes de otro nodo

dado como referencia en una lista ordenada.

. Defina un algoritmo para insertar, si es posible, un elemento siguiendo a otro dado

como referencia, en una lista ordenada.

. Defina un algoritmo para insertar un elemento en una lista ordenada, de tal manera

que no se altere el orden de la misma.

. Defina un algoritmo para eliminar un nodo de una lista ordenada.

. Escriba un subprograma que lea dos listas que se encuentran ordenadas y forme una

tercera que resulte de la mezcla de los elementos de ambas listas.

. Escriba un subprograma recursivo que, dadas dos listas ordenadas ascendentemen-

te, las mezcle y genere una nueva lista ordenada en forma descendente.

. Escriba un subprograma que, dada una lista que contiene niimeros, la divida en dos

listas independientes, una formada por los niimeros positivos y otra por los nimeros
negativos.

. Escriba un subprograma recursivo para imprimir toda la informacién de una lista.

. Escriba un subprograma recursivo que busque un elemento X en una lista doble-

mente ligada.
Escriba un subprograma que elimine un elemento X de una lista circular.

Defina un algoritmo para insertar elementos en una lista circular.

. Escriba los subprogramas “Mete_Pila” y “Saca_Pila” para insertar y eliminar, res-

pectivamente, un elemento de una pila implementada por medio de una lista.

Escriba un subprograma recursivo que permita recorrer una lista doblemente ligada
en ambos sentidos.

Defina un algoritmo recursivo para insertar un elemento siguiendo a otro nodo dado
como referencia, en una lista doblemente ligada.

Escriba un subprograma recursivo para evaluar un polinomio representado por me-
dio de una lista lineal.
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16. Defina los algoritmos necesarios para implementar una estructura tipo cola median-
te listas.

17. Se ha definido la siguiente estructura de datos:

POSTRES

En el arreglo “POSTRES” se almacenan nombres de postres, ordenados alfa-
béticamente. A su vez, cada elemento del arreglo tiene una lista de todos los ingre-
dientes que requiere dicho postre.

Escriba un programa que:

a) Dado el nombre de un postre, imprima la lista de todos sus ingredientes.

b) Dado el nombre de un postre, inserte nuevos ingredientes a su correspondiente
lista.

c) Dado el nombre de un postre, elimine alguno de sus ingredientes.

d) Dé de alta un postre con todos sus ingredientes.

e) Dé de baja un postre con todos sus ingredientes.

Nota: En cada uno de los puntos anteriores verifique todos los casos que pudieran
presentarse.

18. Escriba un subprograma que elimine los elementos repetidos de una estructura tipo
cola implementada por medio de listas.

19. Retome la clase definida previamente para listas simplemente ligadas y programela
en algin lenguaje orientado a objetos.

20. Retome la clase del problema anterior y addptela para listas simplemente ligadas
circulares con nodo de cabecera.



21.

22

23.
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Defina una clase para listas doblemente ligadas. Incluya los atributos y todos los
métodos que considere conveniente. Programela en algtin lenguaje de programa-
cion orientado a objetos.

. Retome la clase definida del problema anterior y adédptela para listas doblemente

ligadas circulares con nodo de cabecera.

Considere que se tiene una lista de nimeros enteros, ordenados crecientemente,
como la que se muestra a continuacién. Observe que faltan algunos niimeros para
tener todos los valores comprendidos entre el primero, 12, y el dltimo, 18. Escriba
un programa que “complete” la lista, de tal manera que la misma, una vez modifica-
da, almacene todos los valores a partir del nimero del primer nodo hasta el niimero
del dltimo. Para el ejemplo, la lista guardard los nimeros 12, 13, 14, 15, 16, 17 y
18. Utilice la clase de listas simplemente ligadas previamente definida.







TABLA 6.1

Estructuras de datos
estaticas y dinamicas

Capitulo
ARBOLES

6.1 INTRODUCCION

Hasta el momento solo se han estudiado estructuras de datos lineales, tanto estaticas
como dindmicas: a cada elemento siempre le sucede o le precede como maximo otro
elemento. Al estudiar la estructura de datos arboles se introduce el concepto de ramifi-
cacién entre componentes o nodos. Es decir, a un elemento le pueden preceder o suceder
varios elementos.

Los arboles son las estructuras de datos no lineales y dinamicas de datos mas im-
portantes del drea de computacién. Dindmicas, puesto que las mismas pueden cambiar
tanto de forma como de tamafio durante la ejecucién del programa. No lineales, puesto
que cada elemento del arbol puede tener mas de un sucesor. Los arboles balanceados
0 AVL son la estructura de datos mds eficiente para trabajar con la memoria principal
—interna— del procesador, mientras que los arboles B y, especialmente la versién B*,
representan la estructura de datos mds eficiente para trabajar en memoria secundaria o
externa.

En la tabla 6.1 se presentan las principales estructuras de datos clasificadas de
acuerdo con su capacidad para cambiar en forma y tamafio, durante la ejecucion del
programa.

Es de observar que las pilas y colas no fueron consideradas en esta clasificacion,
puesto que dependen de la estructura que se utilice para implementarlas. Si se usan
arreglos, se tratardn como estructuras estdticas. Si se implementan con listas, serdn es-
tructuras dindmicas. En ambos casos son lineales.

En la tabla 6.2 se presentan las principales estructuras de datos clasificadas segin
la distribucién de sus elementos.

Estructuras estaticas Estructuras dinamicas

Arreglos Listas
Registros Arboles

Griaficas
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TABLA 6.2

Estructuras de datos
lineales y no lineales

6.2.1

Estructuras lineales Estructuras no lineales

Arreglos Arboles
Registros Gréficas
Pilas

Colas

Listas

6.2 ARBOLES EN GENERAL

Un arbol se puede definir como una estructura jerdrquica aplicada sobre una colec-
cién de elementos u objetos llamados nodos, uno de los cuales es conocido como raiz.
Ademads se crea una relacion o parentesco entre los nodos dando lugar a términos como
padre, hijo, hermano, antecesor, sucesor, ancestro, etcétera.

Formalmente se define un arbol de tipo 7 como una estructura homogénea re-
sultado de la concatenacion de un elemento de tipo 7' con un niimero finito de arbo-
les disjuntos, llamados subarboles. Una forma particular de arbol es el arbol vacio.
Los drboles son estructuras recursivas, ya que cada subdrbol es a su vez un arbol.

Los arboles se pueden aplicar para la solucién de una gran cantidad de problemas.
Por ejemplo, se pueden utilizar para representar férmulas matemadticas, para registrar la
historia de un campeonato de tenis, para construir un arbol genealégico, para el anlisis
de circuitos eléctricos y para enumerar los capitulos y secciones de un libro.

Un arbol se puede representar de diferentes formas y todas ellas se consideran equi-
valentes. En la figura 6.1 se presentan cinco notaciones diferentes correspondientes a un
mismo arbol. En la figura 6.1a se utiliza un diagrama de Venn; en la figura 6.1b la ani-
dacién de paréntesis; en la figura 6.1c¢ la notacién decimal de Dewey; en la figura 6.1d la
notacién indentada, y, por ultimo, en la figura 6.1e un grafo. Esta dltima representacion
es la que comuinmente se utiliza, y ha originado el término 4rbol por su parecido abstrac-
to con el vegetal —raiz, ramas, hojas—, a pesar de que la raiz se dibuja arriba, aunque
en el vegetal se encuentre abajo.

En el grafo se distinguen nodos —circulos— y arcos —lineas con flechas—. Los
primeros se usan para almacenar la informacién y los dltimos para establecer la relacién
entre los nodos. En el ejemplo de la figura 6.1e los nodos guardan letras y los arcos
permiten ir de ciertos nodos a otros.

Caracteristicas y propiedades de los arboles

La estructura tipo arbol tiene ciertas caracteristicas y propiedades que la distinguen. A
continuacidn se presentan las mds importantes:

a) Todo arbol que no es vacio tiene un tinico nodo raiz.
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D F
L (ABMDU),E,F,(J,K),C(G,H(L))))
a) b)
1A,1.1.B,1.1.1.D, 1.1.1.1.1, 1.1.2.E, 1.1.3.F, 1.1.3.1.J,1.1.3.2.K,1.2.C, 1.2.1.G, 1.2.2.H,1.2.2.1.L
c)

, ©® 6
. © 0606 ©

R

d) e)

FIGURA 6.1

Diferentes formas de representar una estructura de arbol. a) Diagramas de Venn. b)
Anidacion de paréntesis. ¢) Notacion decimal de Dewey. d) Notacion indentada. e) Grafo.

b) Un nodo X es descendiente directo de un nodo Y, si el nodo X es apuntado por el
nodo Y. En este caso es comtn utilizar la expresion X es hijo de Y.

¢) Unnodo X es antecesor directo de un nodo Y, si el nodo X apunta al nodo Y. En este
caso es comun utilizar la expresion X es padre de Y.

d) Se dice que todos los nodos que son descendientes directos —hijos— de un mismo
nodo —padre— son hermanos.

e) Todo nodo que no tiene ramificaciones —hijos—, se conoce con el nombre de ter-
minal u hoja.

/) Todo nodo que no es raiz ni terminal u hoja se conoce con el nombre de interior.

g) Grado es el nimero de descendientes directos de un determinado nodo.

h) Grado del arbol es el maximo grado de todos los nodos del drbol.

i) Nivel es el nimero de arcos que deben ser recorridos para llegar a un determinado
nodo. Por definicién la raiz tiene nivel 1.

J)  Altura del arbol es el maximo nimero de niveles de todos los nodos del arbol.
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A continuacion se presenta un ejemplo para clarificar estos conceptos.
Ejemplo 6.1 Dado el drbol general de la figura 6.2, se puede afirmar lo siguiente:
1. A eslaraiz del arbol.

2. BeshijodeA.
Ces hijode A.
D es hijo de B.
E es hijo de B.
L es hijo de H.

3. Aespadre de B.
B es padre de D.
D es padre de 1.
C es padre de G.
H es padre de L.

4. By C son hermanos.
D, E 'y F son hermanos.
G y H son hermanos.
J'y K son hermanos.

5. L E,J,K, Gy L sonnodos terminales u hojas.
6. B,D,F, Cy H son nodos interiores.

7. El grado del nodo A es 2.
El grado del nodo B es 3.
El grado del nodo C es 2.
El grado del nodo D es 1.
El grado del nodo E es 0.
El grado del arbol es 3.

8. Elnivel del nodo A es 1.
El nivel del nodo B es 2.
El nivel del nodo D es 3.
El nivel del nodo C es 2.
El nivel del nodo L es 4.

9. La altura del arbol es 4.

6.2.2 Longitud de camino interno y externo

Se define la longitud de camino del nodo X como el nimero de arcos que se deben re-
correr para llegar desde la raiz hasta el nodo X. Por definicién la raiz tiene longitud de
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FIGURA 6.2
Arbol general.

©6 6
© 06 @

camino 1, sus descendientes directos longitud de camino 2 y asi sucesivamente. Consi-
dere el arbol de la figura 6.2. El nodo B tiene longitud de camino 2, el nodo 7 longitud
de camino 4 y el nodo H longitud de camino 3.

Longitud de camino interno

La longitud de camino interno (LCI) del drbol es la suma de las longitudes de camino
de todos los nodos del arbol. Esta medida es importante porque permite conocer los
caminos que tiene el drbol. Se calcula por medio de la siguiente férmula:

h ’
LCI= z n *i Férmula 6.1

i=1

donde i representa el nivel del drbol, 4 su altura y n, el nimero de nodos en el nivel i.
La LCI del arbol de la figura 6.2 se calcula de esta forma:

LCI=1*1+4+2%2+5%3+4%4=36

Ahora bien, la media de la longitud de camino interno (LCIM) se calcula divi-
diendo la LCI entre el nimero de nodos del drbol (r). La media es importante porque
permite conocer, en promedio, el nimero de decisiones que se deben tomar para llegar
a un determinado nodo partiendo desde la raiz. Se expresa:

LCIM = LCl/n Férmula 6.2
La LCIM del arbol de la figura 6.2 se calcula como se muestra a continuacién:

LCIM =36/3=3
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FIGURA 6.3
Arbol extendido.

Longitud de camino externo

Para definir la longitud de camino externo de un arbol es necesario primero explicar los
conceptos de arbol extendido y nodo especial.

Un 4arbol extendido es aquel en el que el nimero de hijos de cada nodo es igual al
grado del arbol. Si alguno de los nodos del drbol no cumple con esta condicién, enton-
ces deben incorporarse al mismo tantos nodos especiales como se requiera para llegar
a cumplirla.

Los nodos especiales tienen como objetivo remplazar las ramas vacias o nulas, no
pueden tener descendientes y normalmente se representan con la forma de un cuadrado.
En la figura 6.3 se presenta el arbol extendido de la figura 6.2. El nimero de nodos es-
peciales de este arbol es 25.

Se puede definir ahora la longitud de camino externo (LCE) de un arbol como la
suma de las longitudes de camino de todos los nodos especiales del arbol. Se calcula por
medio de la siguiente férmula:

h+l1
LCE=) n, *i Férmula 6.3

i=2

donde i representa el nivel del drbol, 4 su altura y ne, el nimero de nodos especiales en
el nivel i. Observe que i comienza desde 2, puesto que la raiz se encuentra en el nivel 1
y no puede ser un nodo especial.

La LCE del arbol de la figura 6.3 se calcula de esta manera:

LCE=1*2+1*3+11%4+12%5=109

|
D
D¢ ey i) Lot LI¢s) U
I I [ Q04

Ahora bien, la media de la longitud de camino externo (LCEM) se calcula divi-
diendo la LCE entre el nimero de nodos especiales del arbol (ne). Observe el lector la
siguiente férmula:
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LCEM = LCE/ne Formula 6.4
e indica el nimero de arcos que se deben recorrer en promedio para llegar, partiendo desde
la raiz, a un nodo especial cualquiera del drbol.
La LCEM del drbol de la figura 6.3 se calcula de la siguiente manera:

LCEM = 109/25 =4.36

El siguiente ejemplo clarificard los conceptos de longitud de camino interno y ex-
terno.

Ejemplo 6.2 Dado el drbol general de la figura 6.4 y el drbol extendido de la figura 6.5 se calcula la
longitud de camino interno:

FIGURA 6.4
Arbol general.

n
®© 0606000600

LCI=1#1+3%2+9%3=34
La media de la longitud de camino interno:

LCIM = 34/13 =2.61

FIGURA 6.5
Arbol extendido.
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La longitud de camino externo:

LCE=1*2+3%3+36%*4=155
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La media de la longitud de camino externo:

LCEM = 155/40 = 3.87

6.3 ARBOLES BINARIOS

Un arbol ordenado es aquel en el cual la distribucién de las ramas sigue un cierto orden.
Los drboles ordenados de grado 2 son de especial interés en el drea de la computacién
porque permiten representar la informacién relacionada con la solucién de muchos pro-
blemas. Estos drboles son conocidos con el nombre de arboles binarios.

En un arbol binario cada nodo puede tener como maximo dos subdrboles y éstos se
distinguen entre si como el subdrbol izquierdo y el subarbol derecho, segtin su ubicacién
con respecto al nodo raiz.

Formalmente se define un arbol binario tipo 7 como una estructura homogé-
nea, resultado de la concatenacion de un elemento de tipo 7', llamado raiz, con dos
arboles binarios disjuntos, llamados subarbol izquierdo y subarbol derecho. Un
arbol binario especial es el arbol vacio.

Los arboles binarios tienen multiples aplicaciones. Se les puede utilizar para re-
presentar la solucién de un problema para el cual existen dos posibles alternativas
(arbol de decisiones), para representar un arbol genealégico (construido en forma
ascendente y donde se muestran los ancestros de un individuo dado), para representar
la historia de un campeonato de tenis (construido en forma ascendente y donde existe
un ganador, 2 finalistas, 4 semifinalistas y asi sucesivamente) y para representar ex-
presiones algebraicas construidas con operadores binarios. Esto s6lo por citar algunos
de sus multiples usos.

En la figura 6.6 se muestran tres diagramas correspondientes a una estructura de
arbol binario. En la figura 6.6a hay un arbol binario de biisqueda (esta variante se pre-
sentard con detalle mds adelante), en la figura 6.6b el arbol binario que representa la
expresion (A * B) + (C/D) ~ 3.5 y en la figura 6.6¢ un arbol genealdgico.

Los arboles ordenados de grado mayor a 2 representan también estructuras im-
portantes. Se conocen con el nombre de drboles multicaminos y serdn estudiados mds
adelante en este mismo capitulo.
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FIGURA 6.6

Distintas aplicaciones de
arboles binarios. a) Arboles
binarios de busqueda.

b) Representacion de una

expresion algebraica.
0 Arbol genealégico. /ﬁ\

a)
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6.3.1

FIGURA 6.7
Arboles binarios distintos.

FIGURA 6.8
Arboles binarios similares.

FIGURA 6.9

Arboles binarios equiva-
lentes.

Arboles binarios distintos, similares y equivalentes

Dos arboles binarios son distintos cuando sus estructuras —la distribucién de nodos y
arcos— son diferentes. En la figura 6.7 se presentan dos ejemplos de arboles binarios

distintos.

®© 060

a) b)

Dos arboles binarios son similares cuando sus estructuras son idénticas, pero la
informacién que contienen sus nodos difiere entre si. En la figura 6.8 se presentan dos
ejemplos de arboles binarios similares.

/Q\ ®/®\

®© © @ ©

a) b)

Por dltimo, los 4rboles binarios equivalentes se definen como aquellos que son
similares y ademads los nodos contienen la misma informacion. En la figura 6.9 se mues-
tran dos ejemplos de drboles binarios equivalentes.

@ @

a) b)



Ejemplo 6.3

FIGURA 6.10

Arboles binarios distintos,
similares y equivalentes.

6.3.2
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Con el fin de clarificar los conceptos anteriores, se presenta el siguiente ejemplo.

Dados los arboles binarios de la figura 6.10, se puede afirmar lo siguiente:

®

c) d)

D El édrbol de la figura 6.10c es distinto de los arboles de la figura 6.10a, 6.10b y
6.10d.

D Losarboles de la figura 6.10a, 6.10b y 6.10d son similares.

D Losarboles de la figura 6.10a y 6.10d son equivalentes.

Arboles binarios completos

Se define un arbol binario completo (ABC) como un édrbol en el que todos sus nodos,
excepto los del dltimo nivel, tienen dos hijos: el subdrbol izquierdo y el subarbol dere-
cho. En la figura 6.11 se presentan dos ejemplos de drboles binarios completos.
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FIGURA 6.11

Arboles binarios comple-
tos. a) De altura 3. b) De
altura 4.

6.3.3

A
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El nimero de nodos de un arbol binario completo de altura A, se puede calcular
aplicando la siguiente férmula:

NUMERO DE NODOS(ABC) = 2/ - 1 Férmula 6.5

Asi, por ejemplo, un drbol binario completo de altura 5 tendrd 31 nodos, uno de
altura 9 tendrd 511 nodos y un arbol de altura 17 tendrd 131 071 nodos.

Cabe aclarar que existen algunos autores que definen un arbol binario completo de
otra forma y otros que utilizan el término lleno para referirse a lo que en este libro se
denomina completo.

Representacion de arboles generales como binarios

Los drboles binarios, por las razones ya mencionadas, se aplican en la solucién compu-
tacional de muchos problemas. Ademads, su uso se ve favorecido por su dinamismo, la
no linealidad entre sus elementos y por su sencilla programacién. Por lo tanto, resulta
muy util poder convertir arboles generales, con 0 a n hijos, en drboles binarios.

En esta seccion se daran los pasos necesarios para lograrlo. Considere el arbol ge-
neral de la figura 6.12a. Las operaciones que se deben aplicar para lograr la conversién
del arbol general al 4rbol binario correspondiente son las siguientes:
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=

Enlazar los hijos de cada nodo en forma horizontal —los hermanos—.

2. Relacionar en forma vertical el nodo padre con el hijo que se encuentra mds a la
izquierda. Ademads, se debe eliminar el vinculo de ese padre con el resto de sus
hijos.

3. Rotar el diagrama resultante, aproximadamente 45 grados hacia la izquierda, y as{

se obtendra el arbol binario correspondiente.

En la figura 6.12b se visualiza el drbol luego de aplicar los dos primeros pasos. En
la figura 6.12¢ se observa el arbol binario, obtenido luego de aplicar el tercer paso.
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FIGURA 6.12

Conversion de un arbol
general en un arbol binario.

a) Arbol general. b) Arbol Z,

binario luego de aplicar

los pasos 1y 2. ¢) Arbol

binario luego de aplicar el

paso 3. c)
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Ejemplo 6.4

FIGURA 6.13
Conversion de un arbol

general en un arbol binario.

a) Arbol general. b) Arbol
binario luego de aplicar
los pasos 1y 2. o) Arbol
binario luego de aplicar el
paso 3.

Dado como dato el drbol general de la figura 6.13a, se debe convertir a un drbol binario.
En la figura 6.13b se observa una gréfica del arbol luego de aplicar los dos primeros pa-
sos. En la figura 6.13c¢ se observa el arbol binario que se obtiene luego de que se aplica
el tercer paso.
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Observe que para todo nodo de un arbol binario, generado a partir de un arbol ge-

neral, se debe cumplir lo siguiente:

1.

FIGURA 6.14
Nodos hermanos.

2.

Si la rama derecha de cada nodo, excepto el nodo raiz, es distinta de vacio se en-
cuentra un nodo que era hermano de éste en el arbol general. De la figura 6.13¢
podemos deducir que C era hermano de B. Aplicando el mismo criterio deducimos
también que D era hermano de C'y, por lo tanto, por transitividad, hermano de B.
Otras deducciones que se pueden realizar observando la figura 6.13¢ son las si-
guientes:

D Ey F eran hermanos.
D My N eran hermanos.
D H, I, Jy K eran hermanos.

Es de notar que los hermanos se encuentran en la grifica en una linea oblicua
continua, orientada 45 grados hacia la derecha. En la figura 6.14 se presentan tres
diagramas diferentes donde se pueden observar algunos ejemplos.

a) b) c)

En la rama izquierda de cada nodo —si ésta es distinta de vacio— se encuentra un
nodo que era hijo de éste en el drbol general. De la figura 6.13¢ podemos deducir
que E era hijo de B 'y como por (1) F era hermano de E, podemos afirmar que F era
también hijo de B. Otras deducciones que se pueden realizar observando la figura
6.13c son las siguientes:

D B, Cy D eran hijos de A.
D My N eran hijos de G.
D Gerahijode C.

Es de notar que los hijos de un nodo se encuentran en la grafica, primero en una

linea oblicua continua orientada 45 grados hacia la izquierda y luego en una linea con-
tinua oblicua orientada 45 grados hacia la derecha. En la figura 6.15 hay tres diagramas
diferentes donde se observan algunos ejemplos.
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En la figura 6.15b no existe linea oblicua orientada hacia la derecha porque G es el
unico hijo del nodo C.

FIGURA 6.15 RERN
Nodos hijos. e S

a) b) ©)

6.3.4 Representacion de un bosque como arbol binario

Un bosque representa un conjunto normalmente ordenado de uno o mds arboles gene-
rales. Es posible utilizar el algoritmo de conversién analizado en la seccién anterior, con
algunas modificaciones, para generar un arbol binario a partir de un bosque.

Considere por ejemplo el bosque, formado por tres arboles generales, de la figura
6.16. Los pasos que se deben aplicar para lograr la conversién del bosque a un arbol
binario son los siguientes:

FIGURA 6.16
Bosque de arboles generales.
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1. Enlazar en forma horizontal las raices de los distintos drboles generales.

2. Relacionar los hijos de cada nodo —los hermanos— en forma horizontal.

3. Enlazar en forma vertical el nodo padre con el hijo que se encuentra mas a la iz-
quierda. Ademads, se debe eliminar el vinculo del padre con el resto de sus hijos.

4. Rotar el diagrama resultante aproximadamente 45 grados hacia la izquierda y asf se

obtendra el 4rbol binario correspondiente.

Enla figura 6.17a se muestra el drbol luego de aplicar los tres primeros pasos. En la
figura 6.17b se observa el drbol binario obtenido luego de que se realiza el cuarto paso.

FIGURA 6.17

Conversién de un bosque en arbol binario. a) Arbol binario luego de aplicar los pasos 1,
2y 3. b) Arbol binario luego de aplicar el paso 4.

b)
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Ejemplo 6.5 Dado como dato el bosque de la figura 6.18a, se desea convertirlo a un drbol binario.
En la figura 6.18b se observa una grafica del arbol luego de aplicar los tres primeros
pasos. En la figura 6.18c se puede apreciar el arbol binario que se obtiene luego de que
se aplica el cuarto paso.

FIGURA 6.18

Conversién de un bosque en rbol binario. a) Bosque. b) Arbol luego de aplicar el prime-
ro, segundo y tercer pasos. ¢) Arbol binario luego de aplicar el cuarto paso.

a)
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Es de notar que para todo nodo de un drbol binario, que se obtiene a partir de un
bosque, se cumplen los dos incisos sefialados en la conversion de un drbol general en
un drbol binario.

Representacion de arboles binarios en memoria
Las dos maneras mas comunes de representar un drbol binario en memoria son:

1. Por medio de datos tipo puntero, también conocidos como variables dindmicas.
2. Por medio de arreglos.

En este libro se explicard y utilizard la primera forma, puesto que representa la mas
natural para tratar una estructura de datos de este tipo.

Al final del capitulo se presentard una breve introduccién a los drboles, desde el
punto de vista del paradigma orientado a objetos. Sin embargo, lo que se estudiard a
continuacidn sigue siendo valido para las clases. Como en las otras estructuras de datos
presentadas en este libro, los conceptos explicados son los fundamentos requeridos para
el uso de las mismas, independientemente del paradigma y del lenguaje utilizado para
su implementacion.

Los nodos del arbol binario se representan como registros. Cada uno de ellos con-
tiene como minimo tres campos. En un campo se almacenard la informacién del nodo.
Los dos restantes se utilizardn para apuntar los subdrboles izquierdo y derecho, respec-
tivamente, del nodo en cuestion.

Dado el nodo T:

T 1ZQ INFO DER

En €I se distinguen tres campos:

D 1IZQ: es el campo donde se almacena la direccion del subarbol izquierdo del nodo
T.

D INFO: representa el campo donde se almacena la informacién del nodo. Normal-
mente en este campo y en el transcurso de este libro se almacenard un valor simple:
nimero o cardcter. Sin embargo, en la prctica es comun almacenar en este campo
cualquier tipo de dato.

D DER: es el campo donde se almacena la direccién del subarbol derecho del nodo 7.

La definicion de un arbol binario en lenguaje algoritmico es como sigue:

ENLACE =~NODO

NODO =REGISTRO
1ZQ: tipo ENLACE
INFO: tipo de dato
DER: tipo ENLACE

{Fin de la definicién}
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Ejemplo 6.6

FIGURA 6.19

Nota: Es importante observar que se utiliza el simbolo » para representar el con-
cepto de dato tipo puntero.

Considere el arbol binario de la figura 6.19a, que representa la expresion algebraica
(A *B)+(C/D)"3.5. Su representacién en memoria es como la que se muestra en la
figura 6.19b.

Note el lector que en la figura 6.19b se utiliza el término NIL para hacer referencia
al 4rbol vacio.

Representacién de un &rbol binario en memoria.a) Arbol binario. b) Su representacién

en memoria.

6.3.6

NIL NIL NIL NIL / Z NIL NIL

VAR \

NIL NIL NIL NIL
b)

Como todas las estructuras de datos, los arboles tienen asociadas ciertas operacio-
nes. A continuacién se presentan los algoritmos de algunas de estas operaciones y mds
adelante, cuando se estudien otros tipos de drboles, se explicardn otras.

Operaciones en arboles binarios

Una de las operaciones bdsicas de un drbol binario es la creaciéon del mismo en memo-
ria. Un algoritmo muy simple para formar un arbol, por medio de la creacién dindmica
de nodos y la asignacion a éstos de informacion, es el que se muestra a continuacion:
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Algoritmo 6.1 Crea_drbol

Crea_arbol (APNODO)

{El algoritmo crea un drbol binario en memoria. APNODO es una variable de tipo ENLACE
—puntero a un nodo—. La primera vez APNODO se crea en el programa principal }

{INFO, 1ZQ y DER son campos del registro NODO. INFO es de tipo caricter. [IZQ y DER
son de tipo puntero. Las variables RESP y OTRO son de tipo cardcter y de tipo ENLACE,
respectivamente }

. Leer APNODOA.INFO {Lee la informacion y se guarda en el nodo}
. Escribir “;Existe nodo por izquierda: 1(S1) — 0(No)?”
. Leer RESP
. Si (RESP = “S1™)
entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer APNODOA.1ZQ < OTRO
Regresar a Crea_drbol con APNODOA.IZQ {Llamada recursiva}
Si no
Hacer APNODOA.IZQ < NIL
. {Fin del condicional del paso 4}
. Escribir “;Existe nodo por derecha: 1(S{) — 0(No)?”
. Leer RESP
. Si (RESP = “S1™)
entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer APNODOA.DER < OTRO
Regresar a Crea_arbol con APNODOA.DER {Llamada recursiva}
si no
Hacer APNODOA.DER < NIL
9. {Fin del condicional del paso 8}

W =

[~ = Y |

Una vez que se crea el arbol binario, se pueden realizar otras operaciones sobre
sus elementos: recorrer todos los nodos, insertar un nuevo nodo, eliminar alguno de los
existentes o buscar un valor determinado.

Una de las operaciones mds importantes que se realiza en un arbol binario es el reco-
rrido de los mismos. Recorrer significa visitar los nodos del arbol en forma ordenada, de
tal manera que todos los nodos del mismo sean visitados una sola vez. Existen tres for-
mas diferentes de efectuar el recorrido y todas ellas de naturaleza recursiva; éstas son:

a) Recorrido en preorden
D Visitar la raiz
D Recorrer el subdrbol izquierdo
D Recorrer el subarbol derecho

b) Recorrido en inorden
D Recorrer el subdrbol izquierdo
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D Visitar la raiz
D Recorrer el subdrbol derecho

¢) Recorrido en posorden
D Recorrer el subdrbol izquierdo
D Recorrer el subdrbol derecho
D Visitar la raiz

En la figura 6.20 se muestran tres arboles binarios con el resultado que se obtiene
al efectuar los diferentes tipos de recorrido. En este ejemplo, la visita del nodo implicé
la impresidn de su contenido.

Note que en un arbol binario que representa una expresion algebraica, por ejem-
plo, el arbol de la figura 6.20c, la impresién de la informacién de sus nodos, usando el
recorrido preorden, produce la notacién polaca prefija. En el caso del recorrido inorden
se obtiene la notacién convencional y, por dltimo, el recorrido posorden produce la no-
tacion polaca posfija. Aunque, cabe aclarar, sin los paréntesis respectivos que indican la
precedencia de los distintos operadores.

FIGURA 6.20 PREORDEN:ABDECFG
Arboles binarios y sus )
recorridos. INORDEN: DBEAFCG

POSORDEN:DEBFGCA

0
©

PREORDEN:ABDGKCEHIFJ
INORDEN: GKDBAHEICFJ
9 POSORDEN: KGDBHIEJFCA

-

8,

®
©
©



FIGURA 6.20
(continuacién)

Ejemplo 6.7
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PREORDEN: +#*AB"A/CD3.5
INORDEN: A *B+/D"3.5
POSORDEN: AB* CD /3.5 "+

(©)
© ®

Se analizan a continuacién los algoritmos que efectiian los diferentes tipos de reco-
rridos en un arbol binario.

Algoritmo 6.2  Preorden

Preorden (APNODO)

{Este algoritmo realiza el recorrido preorden de un 4rbol binario. APNODO es un dato de tipo
ENLACE —puntero a un nodo—}
{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo caracter. IZQ
y DER son variables de tipo puntero}
1. Si (APNODO = NIL) entonces

Visitar el APNODO {Escribir NODOA.INFO}

Regresar a Preorden con APNODOA.IZQ

{Llamada recursiva a Preorden con la rama izquierda del nodo en cuestién}

Regresar a Preorden con APNODO”.DER

{Llamada recursiva a Preorden con la rama derecha del nodo en cuestion}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Nota: Cabe destacar que el término visitar se puede reemplazar por cualquier otra
instruccién valida, por ejemplo escribir, sumar o comparar la informacién del nodo.
Note que esta aclaracion se aplica también para los otros tipos de recorridos.

En la siguiente tabla se presentan los pasos necesarios para obtener el recorrido preor-
den del arbol binario de la figura 6.20 a), utilizando el algoritmo 6.2.

En la columna Pila: rama pendiente de visitar, la llamada (N) indica el orden en
el cual las ramas pendientes de visitar se introdujeron en la pila. En la columna Nodo
actual la llamada (N) sefiala la rama que se extrajo de la pila. Observe el lector que el
orden en que los nodos se visitaron es:

A-B-D-E-C-E-G
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TABLA 6.3 Nodo Nodo Rama a Pila: rama pendiente
Recorrido preorden actual visitado visitar de visitar
1 A A ANIZQ — B A"DER — C (1)
2 B B BN1ZQ — D BADER — E (2)
3 D D DMN1ZQ — NIL D”DER — NIL (3)
4 NIL
5 (3) NIL
6 () E E EMNIZQ — NIL EADER —> NIL (4)
7 NIL
8 (4) NIL
9 e c CrMIZQ — F CMDER — G (5)
10 F F FAIZQ — NIL FA.DER — NIL (6)
11 NIL
12 (6) NIL
13 3 G G GN1ZQ — NIL G~.DER — NIL (7)
14 NIL
15 (7) NIL

Algoritmo 6.3 Inorden

Inorden (APNODO)

{Este algoritmo realiza el recorrido inorden de un 4rbol binario. APNODO es un registro de
tipo ENLACE —puntero a un nodo—}

{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo caracter. [ZQ
y DER son variables de tipo puntero}

1. Si (APNODO = NIL) entonces
Regresar a Inorden con APNODOA.1ZQ
{Llamada recursiva a Inorden con la rama izquierda del nodo en cuestion}
Visitar el APNODO {Escribir APNODOA.INFO}
Regresar a Inorden con APNODO”.DER
{Llamada recursiva a Inorden con la rama derecha del nodo en cuestion }
2. {Fin del condicional del paso 1}

Ejemplo 6.8 En la tabla 6.4 se muestra la generacion del recorrido inorden del 4rbol de la figura
6.20a, usando el algoritmo 6.3.
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TABLA 6.4 Nodo Nodo Pila: rama
Recorrido inorden Paso actual Rama a visitar visitado pendiente de visitar
ANDER — C (1)
A —
1 A ANIZQ — B A )
BADER — E 3)
A
2 B BMNIZQ — D 9 @
D*.DER — NIL (5)
A
3 D DMN1ZQ — NIL D ©)
4 NIL D (6)
5 (5) NIL B4)
ENIZQ — NIL @)
A
6 3) E ENIZQ — NIL E ®)
7 NIL E ()
8 (7) NIL AQ2)
C"DER — G 9)
AN —
9 a1 ¢ CrNIZQ — F c (10)
F~.DER — NIL (11)
AN —
10 F FA1ZQ — NIL F (12)
11 NIL F(12)
12 (11) NIL C(10)
G"DER — NIL (13)
N —
13 9 G GMNIZQ — NIL G (14)
14 NIL G (14)
15 (13) NIL

201

En la columna Pila: rama pendiente de visitar, la llamada (N) indica el orden en el
cual las ramas pendientes de visitar fueron introducidas a la pila. En las columnas Nodo
actual y Nodo visitado, las llamadas () indican las instrucciones que se extrajeron de
la pila. Note que esta observacion también es valida para la tabla 6.5.

El orden en que se visitaron los nodos es:

D-B-E-A-F-C-G

Algoritmo 6.4 Posorden

Posorden (APNODO)

{Este algoritmo realiza el recorrido posorden de un arbol binario. APNODO es un dato de tipo
ENLACE —puntero a un nodo—}

{INFO, IZQ y DER son campos del registro nodo. INFO es una variable de tipo caricter. IZQ
y DER son variables de tipo puntero}
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1. Si (APNODO = NIL) entonces
Regresar a Posorden con APNODOA.IZQ
{Llamada recursiva a Posorden con la rama izquierda del nodo en cuestién}
Regresar a Posorden con APNODO”.DER
{Llamada recursiva a Posorden con la rama derecha del nodo en cuestién }
Visitar el APNODO {Escribir APNODOA.INFO}

2. {Fin del condicional del paso 1}

Ejemplo 6.9 En la tabla 6.5 se presentan los pasos necesarios que se siguieron para efectuar el reco-
rrido posorden del arbol de la figura 6.20a, aplicando el algoritmo anterior.

TABLA 6.5 Nodo Nodo Pila: rama
Recorrido posorden Paso actual Rama a visitar visitado pendiente de visitar
1 A ANIZQ — B A (@8}
ANDER — C 2)
2 B BANIZQ — D B 3)
B"DER — E “)
3 D DN1ZQ — NIL D 5)
D".DER — NIL (6)
4 NIL
(6) NIL D (5)
6 “4) E ENIZQ — NIL E @)
E”DER — NIL (8)
7 NIL
(8) NIL E (1)
9 B (3)
10 2 C CrNIZQ —F C )
CNDER — G (10)
11 F FAIZQ — NIL F (11)
FADER — NIL (12)
12 NIL
13 (12) NIL F(11)
14 (10) G GMN1ZQ — NIL G (13)
G".DER — NIL 14)
15 NIL
16 (14) NIL G (13)
17 c 9

18 A (D
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Ejemplo 6.10

FIGURA 6.21
Arbol binario de busqueda.
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Arboles binarios de bisqueda

En esta seccion se presenta un tipo especial de drboles binarios. Su principal caracte-
ristica es que la informacién se almacena en los nodos cuidando de mantener cierto
orden.

Formalmente se define un arbol binario de busqueda de la siguiente manera:
Para todo nodo 7 del arbol se debe cumplir que todos los valores almacenados en
el subarbol izquierdo de 7 sean menores o iguales a la informacion guardada en el
nodo 7. De forma similar, todos los valores almacenados en el subarbol derecho de
T deben ser mayores o iguales a la informacion guardada en el nodo 7. Los valores
a los que se hace referencia en la definicion refieren al contenido del campo de informa-
cién del nodo. Por ejemplo, si en el drbol se almacena informacién de los empleados de
una empresa, los valores utilizados para generar el drbol de manera ordenada correspon-
derdn al niimero de cada empleado —campo clave—.

El 4rbol binario de bisqueda es una estructura de datos obre la cual se pueden rea-
lizar eficientemente las operaciones de busqueda, insercién y eliminacién. Comparando
esta estructura con otras, se pueden observar ciertas ventajas. Por ejemplo, en un arreglo
es posible localizar datos eficientemente si éstos se encuentran ordenados, pero las ope-
raciones de insercién y eliminacidn resultan costosas, porque involucran movimiento
de los elementos dentro del arreglo. En las listas, por otra parte, dichas operaciones se
pueden llevar a cabo con facilidad, pero la operacién de biisqueda, en este caso, es una
operacion que demanda recursos, pudiendo incluso requerir recorrer todos los elemen-
tos de ella para llegar a uno en particular.

La figura 6.21 contiene un drbol binario de bisqueda.

Observe el lector que si en dicho drbol se sustituyen los valores 140 por 160, 99 por
105 y 43 por 55, el arbol continda siendo un arbol binario de bisqueda.

Pero por otra parte, si en dicho drbol se reemplaza el valor 87 por 125, entonces el
arbol deja de ser un arbol binario de busqueda, puesto que viola el principio que dice:
“Todos los nodos del subarbol izquierdo del nodo T deben almacenar valores menores o
iguales al nodo””—en este caso 125 no es menor a 120—.

1) ©
@) @ @
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También es posible observar que si se efectiia un recorrido inorden sobre un drbol
de busqueda se obtendra una clasificacion de los nodos en forma ascendente. El recorri-
do inorden del 4rbol de la figura 6.21 produce el siguiente resultado:

22-43-56-65-87-93-99-120- 130 - 135 - 140
Busqueda

La operacion de bisqueda en un arbol binario de biisqueda es mucho maés eficiente
que en un arbol binario general, ya que al comparar el valor buscado con la informacién
del nodo visitado, si no es igual, se deberd continuar sélo por alguno de los dos subérbo-
les. Por ejemplo, si se compara el valor buscado 90 con el valor del nodo visitado 81, la
bisqueda sélo debe continuar por el camino de la derecha. El camino de la izquierda se
desecha, porque contiene nodos cuyos valores serdn menores o iguales a 85.

Algoritmo 6.5 Busqueda_ABB

Busqueda_ABB (APNODO, INFOR)

{Este algoritmo localiza el nodo del drbol binario de bisqueda que contiene la informacion,
INFOR, que estamos buscando. APNODO es un pardmetro de tipo ENLACE —Ia primera vez
apunta a la raiz del arbol—. Se asume que el arbol no es vacio}

1. Si INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
1.1 Si (APNODOA.IZQ = NIL)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arbol”
si no
Regresar a Busqueda_ABB con APNODOX.1ZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
1.3 Si (INFOR > APNODO.INFO)
entonces
1.3.1 Si (APNODO”.DER = NIL)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arbol”
si no
Regresar a Bisqueda_ ABB con APNODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
1.3.2 {Fin del condicional del paso 1.3.1}
si no
Escribir “La informacién estd en el arbol”
1.4 {Fin del condicional del paso 1.3}
2. {Fin del condicional del paso 1}
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TABLA 6.6

Localizacion de la clave 93
(INFOR <— 93)
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Analice el algoritmo de bisqueda con el siguiente ejemplo.

Supongamos que se desea localizar las claves 93 y 123 en el drbol binario de bisqueda
de la figura 6.21. En las tablas 6.6 y 6.7 se presentan los pasos (P), nimero de com-
paraciones (C) y preguntas y acciones necesarias para localizar las claves 93 y 123,
respectivamente.

P C Preguntas y acciones
1 (Es 93 < 120?

Si. ¢ Es el subérbol izquierdo de 120 (87) = NIL?

2 No. Entonces se regresa a Bisqueda con el subarbol izquierdo de
120 (87) e INFOR
3 (Es 93 <877
2 4 No. (Es 93 > 87?

Si. (Es el subdrbol derecho de 87 (99) = NIL?

TABLA 6.7

Localizacion de la clave
123 (INFOR <— 123)

5 No. Entonces se regresa a Bisqueda con el subarbol derecho de 87
(99) e INFOR
6 (Bs 93 <99?
3 Si. (Es el subarbol izquierdo de 99 (93) = NIL?
7 No. Entonces se regresa a Buisqueda con el subérbol izquierdo de 99
(93) e INFOR
8 (Es 93 <937
4 9 No. (Es 93 >93?

No. Entonces EXITO

P (o) Preguntas y acciones
1 (Es 123 < 120?
1 2 No. (Es 123 > 1207
Si. ¢ Es el subarbol derecho de 120 (140) = NIL?
3 No. Entonces se regresa a Busqueda con el subdrbol derecho de 120
(140) e INFOR
4 (Es 123 < 140?
2 Si. (Es el subarbol izquierdo de 140 (130) = NIL?
5 No. Entonces se regresa a Busqueda con el subarbol izquierdo de 140
(130) e INFOR
6 (Es 123 < 130?
3 7 Si. (Es el subarbol izquierdo de 130 (NIL) = NIL?

Si. Entonces FRACASO
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Otra forma de escribir el algoritmo de bisqueda presentado anteriormente es la que
se muestra a continuacién. En esta variante se contempla el caso de que el drbol esté
vacio.

Algoritmo 6.6 Busqueda_v1_ABB

Busqueda_vl_ABB (APNODO, INFOR)

{El algoritmo localiza el nodo del arbol binario de bisqueda que contiene cierta informacién
—INFOR—. Pardametro de tipo entero. APNODO es una variable de tipo ENLACE. La
primera vez, apunta a la raiz del arbol}

1. Si (APNODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Bisqueda_v1_ABB con APNODOA.IZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
1.1.1 Si (INFOR > NODOA.INFO)
entonces
Regresar a Buisqueda_vl_ABB con APNODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
Escribir “La informacion se encuentra en el arbol”
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Escribir “La informacion no se encuentra en el arbol”
2. {Fin del condicional del paso 1}

Insercion en un arbol binario de busqueda

La inserciéon en un arbol binario de biisqueda es una operacién que se puede realizar
eficientemente en este tipo de estructura de datos. La estructura crece conforme se in-
sertan elementos al drbol. Los pasos que se deben realizar para agregar un nuevo nodo
a un arbol binario de busqueda son los siguientes:

1. Comparar la clave a insertar con la raiz del 4rbol. Si es mayor, se sigue con el sub-
arbol derecho. Si es menor, se continda con el subdrbol izquierdo.
2. Repetir sucesivamente el paso 1 hasta que se cumpla alguna de las siguientes con-
diciones:
2.1 El subdrbol derecho, o el subdrbol izquierdo, es igual a vacio, en cuyo caso se
procederd a insertar el elemento en el lugar que le corresponde.
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2.2 La clave que se quiere insertar estd en el nodo analizado, por lo tanto no se
lleva a cabo la insercion. Este caso es vdlido s6lo cuando la aplicacién exige
que no se repitan elementos.

Ejemplo 6.12 Supongamos que se quiere insertar las siguientes claves en un drbol binario de bisqueda
que se encuentre vacio:

120 - 87 -43-65-140-99 - 130 - 22 - 56

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en la figura 6.22.

FIGURA 6.22
Insercion en un arbol binario de busqueda.

Nota: Las lineas en color indican el elemento que acaba de insertarse.

INSERCION: CLAVE 120 INSERCION: CLAVE 87 INSERCION: CLAVE 43 INSERCION: CLAVE 65

INSERCION: CLAVE 140 INSERCION: CLAVE 99 INSERCION: CLAVE 130

120 120 120

e
o o
@ @ @
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FIGURA 6.22 INSERCION: CLAVE 22 INSERCION: CLAVE 56

(continuacion) @ @
/‘\ ™ /‘\ ™
G) @)
@ @ &

@
@

El algoritmo de insercién es el siguiente.

Algoritmo 6.7 Insercion_ABB

Inserciéon_ABB (APNODO, INFOR)

{El algoritmo realiza la insercién de un nodo en un arbol binario de bisqueda. APNODO es
una variable de tipo puntero y la primera vez debe ser distinta de vacio. INFOR es un pardmetro
de tipo entero que contiene la informacion que se quiere insertar en un nuevo nodo}

{Se utiliza ademds, como auxiliar, la variable OTRO de tipo puntero}

1. Si INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
1.1 Si (APNODOA.1ZQ = NIL)
entonces
Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTROM.IZQ < NIL, OTROA.DER < NIL, OTROM.INFO < INFOR
y APNODOX.IZQ < OTRO

si no
Regresar a Insercion_ABB con APNODOA.IZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
s no
1.3 Si INFOR > APNODO?.INFO)
entonces
1.3.1 Si (APNODOX.DER = NIL)
entonces

Crear(OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTROA.1ZQ < NIL, OTRO”.DER < NIL,
OTRO7.INFO < INFOR y NODO”.DER < OTRO
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TABLA 6.8

Insercion de la clave 93
(INFOR < 93)
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si no
Regresar a Insercion_ABB con NODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
1.3.2 {Fin del condicional del paso 1.3.1}
Si no
Escribir “El nodo ya se encuentra en el drbol”
1.4 {Fin del condicional del paso 1.3}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Supongamos que se desea insertar las claves 93 y 135 en el drbol binario de bisqueda
de la figura 6.22. En las tablas 6.8 y 6.9 se presentan los pasos (P), nimero de compara-
ciones (C) y preguntas y acciones necesarias para insertar estas claves.

P (o) Preguntas y acciones
1 (Es 93 <1207
1 Si. (Es el subdrbol izquierdo de 120 (87) = NIL?

2 No. Entonces regresar a Insercion con el subarbol izquierdo de 120 (87) e Infor

3 (Es 93 <877
2 4 No. jEs 93 > 877
Si. (Es el subdrbol derecho de 87 (99) = NIL?

5 No. Entonces regresar a Insercion con el subarbol derecho de 87 (99) e Infor

TABLA 6.9

Insercion de la clave 135
(INFOR < 135)

6  (Es93<99?
3 Si. (Es el subarbol izquierdo de 99 (NIL) = NIL?

7 Si. Entonces crear otro nodo, realizar los enlaces y cargar la informacion

4 C Preguntas y acciones
1 (Es 135 < 120?
1 2 No. ;Es 135> 120?
Si. (Es el subdrbol derecho de 120 (140) = NIL?

3 Si. Entonces regresar a Insercién con el subarbol derecho de 120 (140) e Infor

4 No. (Es 135> 140?
2 Si. (Es el subarbol izquierdo de 140 (130) = NIL?

5 No. Entonces regresar a Insercién con el subdrbol izquierdo de 140 (130) e Infor

6 (Es 135 <1307
3 7 No. (Es 135> 130?
Si. ( Es el subdrbol derecho de 130 (NIL) = NIL?

8 No. Entonces crear otro nodo, realizar los enlaces y cargar la informacién
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En la figura 6.23 se presenta el arbol binario de bisqueda luego de realizada esta
operacion.

FIGURA 6.23
Arbol binario de bisqueda.

Insercion de las claves 93 @ @
y 135.

Otra forma de expresar el algoritmo de insercién es la siguiente.

Algoritmo 6.8 Insercién_v1l_ABB

Insercion_vl_ABB (APNODO, INFOR)

{El algoritmo realiza la insercién de un elemento en un drbol binario de bisqueda. APNODO
es una variable de tipo ENLACE, la primera vez apunta a la raiz del drbol. INFOR es un
parametro de tipo entero que contiene la informacion del elemento que se quiere insertar. El
algoritmo considera el caso de un arbol vacio}

1. Si (APNODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < APNODO.INFO)
entonces
Regresar a Insercion_v1_ABB con APNODOA.IZQ e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
1.1.1 Si (INFOR > APNODO.INFO)
entonces
Regresar a Insercién_vl_ABB con APNODO”.DER e INFOR
{Llamada recursiva}
si no
Escribir “La informacidn ya se encuentra en el arbol”
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Crear (OTRO) {Se crea un nuevo nodo}
Hacer OTROA.1ZQ <— NIL, OTRO”.DER <— NIL, OTRO”.INFO <— INFOR
y APNODO <— OTRO
2. {Fin del condicional del paso 1}



Ejemplo 6.14

FIGURA 6.24

Eliminacién en un arbol
binario de busqueda. a) y
f) corresponden al primer
caso; b) y e) corresponden
al segundo caso; ) y d) co-
rresponden al tercer caso.
g) Estado final del arbol.

Nota: Las flechas en color
indican el elemento que quiere
eliminarse.
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Eliminacion en un arbol binario de busqueda

La operacién de eliminaciéon en un arbol binario de biisqueda es un poco mas com-
plicada que la de insercion. Esta consiste en eliminar un nodo sin violar los principios
que definen un arbol binario de bisqueda. Se deben distinguir los siguientes casos:

1. Siel elemento a eliminar es terminal u hoja, simplemente se suprime redefiniendo
el puntero de su predecesor.

2. Siel elemento a eliminar tiene un solo descendiente, entonces tiene que sustituirse
por ese descendiente.

3. Siel elemento a eliminar tiene los dos descendientes, entonces se tiene que sustituir
por el nodo que se encuentra mas a la izquierda en el subarbol derecho o por el nodo
que se encuentra mds a la derecha en el subarbol izquierdo.

Cabe destacar que antes de eliminar un nodo, se debe localizar éste en el arbol. Para
esto se utiliza el algoritmo de biisqueda presentado anteriormente.

Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del drbol binario de busqueda
de la figura 6.23:
22-99-87-120-140-135-56

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en la figura 6.24.

ELIMINACION: CLAVE 22 ELIMINACION: CLAVE 99

\
o

a) b)
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FIGURA 6.24 ELIMINACION: CLAVE 87 ELIMINACION: CLAVE 120

(continuacion /@\ /?\
o e Mo @
© ® ©
®

ELIMINACION: CLAVE 140

/@/@\P\

® ©

e)

ELIMINACION: CLAVES 135 Y 56

»e »e

© ®

o , g)

A continuacioén se presenta el algoritmo correspondiente:



6.3  Arsoles sinarios 213

Algoritmo 6.9 Eliminacién_ABB

Eliminacion_ABB (APNODO, INFOR)

{El algoritmo realiza la eliminacién de un elemento en un drbol binario de bisqueda. APNODO
es una variable, por referencia, de tipo ENLACE. INFOR es un parametro de tipo entero que
contiene la informacién del nodo que se desea eliminar}

{AUX, AUXI y OTRO son variables auxiliares de tipo puntero. BO es una variable de tipo
booleano}

1. Si (APNODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Eliminacion_ABB con APNODO”.1ZQ e INFOR
si no
1.1.1 Si (INFOR > APNODOA.INFO)
entonces
Regresar a Eliminacién_ABB con APNODO”.DER e INFOR
si no
Hacer OTRO <= NODO
1.1.1.1 Si (OTROM.DER = NIL)
entonces
Hacer APNODO < OTROA.1ZQ
sino
1.1.1.1.1 Si (OTROA.1ZQ = NIL)
entonces
Hacer APNODO < OTROA.DER
sino
Hacer AUX <= APNODOA.IZQ y BO <= FALSO
1.1.1.1.1.A Mientras (AUX”.DER = NIL) Repetir
Hacer AUX1 <— AUX, AUX <= AUX".DER
y BO <~ VERDADERO
1.1.1.1.1.B {Fin del ciclo del paso 1.1.1.1.1.A}
Hacer APNODOA.INFO < AUXM.INFO y
OTRO < AUX
1.1.1.1.1.C Si (BO = VERDADERO)
entonces
Hacer AUX12.DER < AUXA.1ZQ
sino
Hacer APNODOAN.IZQ < AUXMNIZQ
1.1.1.1.1.D {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
1.1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Quitar (OTRO) {Se libera el espacio de memoria}
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
sino
Escribir “La informacidn a eliminar no se encuentra en el drbol”
2. {Fin del condicional del paso 1}
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Ejemplo 6.15 Dado el arbol de la figura 6.25a, verifique si queda igual al drbol de la figura 6.25b luego
de eliminar, aplicando el algoritmo 6.9, las claves que se muestran a continuacién:

95-72-84-100- 82

FIGURA 6.25

Eliminacion en un arbol binario de busqueda. a) Antes de eliminar las claves. b) Después
de eliminar las claves.

Nota: En el ejemplo, como el nodo a eliminar tiene dos descendientes, se sustituye por el nodo que
se encuentra mas a la derecha en el subarbol izquierdo.

‘.
e
®

a) b)

6.4 ARBOLES BALANCEADOS

Cuando se estudiaron los drboles binarios de bisqueda se mencioné que es una es-
tructura sobre la cual se pueden realizar eficientemente las operaciones de busqueda,
insercion y eliminacién. Sin embargo, si el drbol crece o decrece descontroladamente, el
rendimiento puede disminuir considerablemente. El caso mds desfavorable se produce
cuando se inserta un conjunto de claves ordenadas en forma ascendente o descendente,
como se muestra en la figura 6.26.
7s)
FIGURA 6.26
Arboles binarios de bus-

queda con crecimiento @
descontrolado.

3,

@



FIGURA 6.27

Dos arboles balanceados.
a) Con altura 3. b) Con
altura 4.
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Es de notar que el nimero promedio de comparaciones que se deben realizar para
localizar una determinada clave en un arbol binario de busqueda con crecimiento des-
controlado es N/2, cifra que muestra un rendimiento muy pobre en la estructura.

Con el objeto de mantener la eficiencia en la operacién de bisqueda surgen los
arboles balanceados. La principal caracteristica de éstos es la de realizar reacomodos o
balanceos, después de inserciones o eliminaciones de elementos. Estos drboles también
reciben el nombre de AVL en honor a sus inventores, dos matematicos rusos, G. M.
Adelson-Velskii y E. M. Landis.

Formalmente se define un arbol balanceado como un arbol binario de bisque-
da, en el cual se debe cumplir la siguiente condicion: Para todo nodo T del arbol,
la altura de los subarboles izquierdo y derecho no deben diferir en mas de una
unidad.

\H, —H,| =

donde H,, es la altura de la rama o subdrbol izquierdo y H,  es la altura de la rama o
subdrbol derecho.
En la figura 6.27 se muestran dos ejemplos de drboles balanceados.

£
© ©

a) b)

Observe el lector que si se insertan las claves 10, 18 0 27 en el arbol balanceado de
la figura 6.27a, éste pierde el equilibrio. Sin embargo, si se insertan las claves 37 o 45
en el mismo 4arbol, éste mantiene el equilibrio; mds aun, lo mejora.

Ahora bien, con respecto a la eliminacion, si a dicho drbol se le quitan las claves 15,
20 o 25 el arbol continta siendo balanceado; incluso podrian quitarsele las tres claves y
el arbol no perderia el equilibrio. Sin embargo, si se elimina la clave 40 el arbol pierde
el equilibrio y es necesario reestructurarlo.

Los arboles balanceados se parecen mucho, en su mecanismo de formacion, a los
numeros Fibonacci. El arbol de altura O es vacio, el arbol de altura 1 tiene un unico
nodo y, en general, el nimero de nodos del arbol con altura i > 1 se calcula aplicando
la siguiente férmula recursiva:
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Ejemplo 6.16

6.4.1

K=K +1+K Férmula 6.6

donde K indica el nimero de nodos del arbol y 4 la altura.
Por otra parte, algunos estudios demuestran que la altura de un arbol balanceado de
n nodos nunca excederd de 1.44 * log n.

Supongamos que se desea calcular el nimero de nodos de un arbol balanceado con
altura 5. La forma en que se efectda el calculo es la siguiente:

K. = K, + 1 + K,
K, = K, + 1 + K,
K, = K, + 1 + K,
K, = K + 1 + K
K =1
K, = 0
K, = 2
K, = 4
4:7
K, = 12

Insercion en arboles balanceados

Al insertar un elemento en un arbol balanceado se deben distinguir los siguientes ca-
SOS:

1. Las ramas izquierda (R]) y derecha (RD) del drbol tienen la misma altura (H,, = H, ),
por lo tanto:
1.1 Si se inserta un elemento en R/, entonces H,, serd mayor en una unidad a H,.
1.2 Si se inserta un elemento en RD, entonces H,) serd mayor en una unidad a H .

Observe que en cualquiera de los dos casos mencionados (1.1 y 1.2), no se viola
el criterio de equilibrio del 4rbol.

2. Las ramas izquierda (RI) y derecha (RD) del drbol tienen altura diferente (H,, =
HRD):
2.1 Supongamos que H, < H,:
2.1.1 Si se inserta un elemento en RI, entonces H,, serd igual a H,. {Las ra-
mas tienen la misma altura, por lo que se mejora el equilibrio del drbol}
2.1.2 Si se inserta un elemento en RD, entonces se rompe el criterio de equili-
brio del drbol y es necesario reestructurarlo.
2.2 Supongamos que H, > H,:
2.2.1 Si se inserta un elemento en R/, entonces se rompe el criterio de equili-
brio del drbol y es necesario reestructurarlo.
2.2.2 Si se inserta un elemento en RD, entonces H, serd igual a H,,. {Las ra-
mas tienen la misma altura, por lo que se mejora el equilibrio del drbol}
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En la figura 6.28 se muestran diagramas de los distintos casos que se presentan en
la operacién de insercidn en drboles balanceados.

FIGURA 6.28

Diferentes casos de inser- e
cion en arboles balancea-
dos. a) Caso 1. b) Caso 1.1.
¢) Caso 1.2. d) Caso 2.1.

e) Caso 2.1.1. f) Caso
2.1.2.g)Cas02.2. h) Caso ~ ------------------
2.2.1.1) Cas0 2.2.2.

Nota: La linea discontinua
marca el equilibrio perfecto a)
del arbol.

d)

2

b)

e)

h)

c)

Ahora bien, para poder determinar si un arbol estd balanceado o no, se debe mane-
jar informacién relativa al equilibrio de cada nodo del arbol. Surge asi el concepto de
factor de equilibrio de un nodo (FE) que se define como la altura del subarbol derecho
menos la altura del subarbol izquierdo.

Formula 6.7
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Los valores que puede tomar FE son —1, 0, 1. Si FE llegara a tomar los valores de
—2 0 2, entonces deberia reestructurarse el arbol. En la figura 6.29 se presenta un arbol
balanceado con el correspondiente FE para cada nodo del arbol.

FIGURA 6.29

-1

Arbol balanceado con el

correspondiente FE. 1 ‘/‘\ -1

© ®» ©

Observe el lector que en la figura 6.29 el FE del nodo que almacena el 65 es —1,
puesto que la altura del subarbol derecho es igual a 2 y la altura del subérbol izquierdo
igual a 3.

FE _=2-3=-1

65

El FE de 45 se calcula como:

FE ,=2-1=1
A continuacién se presenta la definicién de un arbol balanceado en lenguaje algo-
ritmico.

ENLACE = "NODO

NODO =REGISTRO
1ZQ, DER: tipo ENLACE
INFO: tipo de dato
FE:-1..1

{Fin de la definicion}

6.4.2 Reestructuracion del arbol balanceado

El proceso de insercién en un arbol balanceado es sencillo, sin embargo requiere de
operaciones auxiliares que complican parcialmente el proceso. Primero se debe seguir
el camino de bisqueda del 4rbol, hasta localizar el lugar donde hay que insertar el ele-
mento. Luego se calcula su FE, que obviamente serd 0, y regresamos por el camino de
busqueda calculando el FE de los distintos nodos visitados. Si en alguno de los nodos se
viola el criterio de equilibrio entonces se debe reestructurar el arbol. El proceso termina



Ejemplo 6.17

FIGURA 6.30

Rotaciones en arboles
balanceados. a) Rotacion /1.
b) Rotacion DD. ¢) Rotacion
DI. d) Rotacion ID.
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al llegar a la raiz del 4rbol, o cuando se realiza la reestructuracién del mismo, en cuyo
caso no es necesario determinar el FE de los nodos restantes.

Reestructurar el arbol significa rotar los nodos del mismo para llevarlo a un estado
de equilibrio. La rotacion puede ser simple o compuesta. El primer caso involucra dos
nodos y el segundo caso afecta a tres. Si la rotacién es simple se puede realizar por las
ramas derechas (DD) o por las ramas izquierdas (II). Si por otra parte la rotacion es
compuesta se puede realizar por las ramas derecha e izquierda (DI) o por las ramas
izquierda y derecha (ID).

DD
e SIMPLE
/4
ROTACION
DI
\———) COMPUESTA
D

En la figura 6.30 se pueden observar graficamente los diferentes tipos de rotaciones. En
la figura 6.30a se presenta la rotacion /1, en la figura 6.30b la rotacién DD, en la figura
6.30c la rotacién DI y en la figura 6.30d la rotacién ID.

La linea continua ( ) marca el estado de los nodos del arbol antes de realizar
la insercién. La linea discontinua (__ _ _) indica el nuevo elemento insertado. La linea
con puntos (....... ) marca el camino de regreso hasta que se detecta el desequilibrio del
arbol. La linea gruesa ( ) indica el movimiento de los nodos en la rotacién.

D g

0 0

© 6

ROTACION 17 a)
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FIGURA 6.30 2 X
(continuacion) 0
1o \
7/ 0 0
ROTACION DD b)
0
\
< y 4 0 0
0 @
iy
ROTACION DI )
0
\
T © e
ROTACION /D d)
Ejemplo 6.18 Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un drbol balanceado que se

encuentra vacio:

65-50-23-70-82-68-39
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Las operaciones necesarias son las siguientes:

a) INSERCION: CLAVE 65 b) INSERCION: CLAVE 50 ¢) INSERCION: CLAVE 23
0 o -1

Al regresar, luego de insertar un nodo con el valor 23, siguiendo el camino de
bisqueda se detecta que en la clave 65 se viola el criterio de equilibrio del arbol y se
debe reestructurar. Se apunta con NODO la clave 65 y con NODOI la rama izquierda
de dicha clave. Luego se verifica el FE de NODO1; como en este caso es igual a —1 se
puede realizar la rotacién /1. EI movimiento de apuntadores para realizar la rotacién 17
es el siguiente:

NODOANIZQ < NODOI”.DER
NODOIMDER < NODO
NODO < NODOI1

Respecto al FE de los nodos afectados, éste serd siempre 0 en el caso de rotaciones
simples.

NODOMNFE <0
NODOINFE <=0

Luego de efectuar el reacomodo, el arbol queda asi:

0

§
& ©

Al regresar siguiendo el camino de buisqueda se modifica el FE de los nodos 65 y
50, pero el equilibrio del arbol se mantiene.
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d) INSERCION: CLAVE 70 ¢) INSERCION: CLAVE 82
o1 1

0 w1

0
@ @ 5) K2 «—NODO

% 1 «—NODO 1
2
:

ROTACION DD

Al regresar, luego de insertar el valor 82, siguiendo el camino de bisqueda se ob-
serva una violacién al criterio de equilibrio del arbol y se debe reestructurar. Se apunta
con NODO la clave 65 y con NODOI la rama derecha de dicha clave. Se verifica el FE
de NODO1 y como en este caso es igual a 1 se puede realizar la rotacién DD. El movi-
miento de apuntadores para realizar la rotacién DD es:

NODOADER < NODOIAIZQ
NODOIAIZQ < NODO
NODO < NODOI

Respecto al FE de los nodos afectados, las asignaciones son las siguientes:

NODOMNFE <0
NODOINFE <0

Luego de volver a equilibrarlo, el arbol queda de esta forma:

f) INSERCION: CLAVE 68

X2

@ «— NODO

1 x
@ o@ )3( -1 «—NODO 1
0 0
@ @ W \/1 0
NODO 2 —> 1
@

0

ROTACION DI
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Luego de insertar la clave 68 y al regresar siguiendo el camino de busqueda se ad-
vierte que en la clave 50 se rompe el equilibrio del drbol. Se apunta con NODO la clave
50y con NODOI1 su rama derecha. Se calcula el FE de NODO1 y como en este caso es
igual a —1, se realiza la rotacién DI. Se apunta entonces con NODO?2 la rama izquierda
de NODOI. El movimiento de apuntadores para realizar la rotacién DI es:

NODOIAIZQ < NODO2.DER
NODO2*.DER < NODOI
NODOADER < NODO2A.IZQ
NODO2A.1ZQ < NODO

NODO < NODO2

El FE de los nodos involucrados se asigna de acuerdo con los valores establecidos
en la tabla 6.10.

TABLA 6.10 NODO*.FE =0
Factores de equilibrio
en la rotacion DI NODO2".FE = -1 NODOI"FE = 1

NODO2"FE=0

NODO"FE=0
NODO2".FE =0 NODOI*FE=0

NODO2".FE=0

NODO*.FE =-1
NODO2".FE =1 NODOIFE=0

NODO2".FE=0

Como en el ejemplo presentado el FE de NODO?2 es igual a 1, se realizan las si-
guientes asignaciones:

NODOAFE < -1
NODOINFE <0
NODO2MNFE <0

Luego de realizar el reacomodo, el arbol queda de la siguiente manera:
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g) INSERCION: CLAVE 39

0%y

NODO 2 —> @

ROTACION ID

Regresando por el camino de bisqueda luego de insertar la clave 39, es evidente
que en la clave 50 se rompe el equilibrio del arbol. Se apunta con NODO la clave 50 y
con NODOI su rama izquierda. Se verifica el FE de NODO1 y como en este caso es
igual a 1, se realiza la rotacién ID. Se apunta con NODO?2 la rama derecha de NODOI1.
El movimiento de apuntadores para realizar la rotacién ID es:

NODOINDER < NODO22.1ZQ
NODO2/MIZQ < NODOI1
NODOMIZQ < NODO2”.DER
NODO2".DER < NODO
NODO < NODO2

El FE de los nodos involucrados se asigna de acuerdo con los valores establecidos
en la tabla 6.11.

TABLA 6.11

Factores de equilibrio
en la rotacion /D

NODO"FE=1
NODO2"FE =-1 NODOI"FE=0

NODO2*FE=0

NODO".FE=0
NODO2*FE=0 NODOI*FE=0

NODO2".FE=0

NODO"FE=0

NODO2".FE =1 NODOI"FE =-1

NODO2".FE=0




Ejemplo 6.19

FIGURA 6.31

Insercion en arboles balan-
ceados. a) Antes de insertar
las claves. b) Después de
insertar las claves.
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Como en el ejemplo presentado el FE de NODO?2 es igual a 0, se realizan las si-
guientes asignaciones:

NODOMNFE <0

NODOIMNFE <0
NODO2MNFE <0

Luego de volver a equilibrarlo, el arbol queda de la siguiente forma:

0

0 0 0 0
©0 &6

Nota: Observe que luego de realizar la insercién de un elemento y cuando se re-
gresa por el camino de biisqueda, el FE del nodo visitado se incrementa en 1 si la inser-
cién se hizo por su rama derecha y disminuye en 1 si la insercién se hizo por su rama

izquierda.

Dado como dato el drbol balanceado de la figura 6.31a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.31b luego de insertar las siguientes claves:

86-65-70-67-73-93-69-25-66-68-47-62-10-60

0

O@RIORM |
@

©o o

a) b)

®
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A continuacion se presenta el algoritmo de insercién en drboles balanceados.

Algoritmo 6.10 Inserta_balanceado

Inserta_balanceado (NODO, BO, INFOR)

{El algoritmo inserta un elemento en un drbol balanceado. NODO es un pardmetro de tipo
puntero, por referencia. BO es un pardmetro de tipo booleano, por referencia. BO se utiliza para
indicar que la altura del 4rbol ha crecido, su valor inicial es FALSO. INFOR es un pardmetro
de tipo entero que contiene la informacién del elemento que queremos insertar}
{OTRO, NODO1 y NODO?2 son variables auxiliares de tipo puntero}
1. Si (NODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < NODO?.INFO)
entonces
Regresar a Inserta_balanceado con NODOA.IZQ, BO e INFOR
{Llamada recursiva}
1.1.1 Si (BO = VERDADERO)
entonces
1.1.1.1 Si (NODOA.FE)
= 1: Hacer NODOM.FE < 0 y BO <= FALSO
= (0: Hacer NODOMNFE < -1
=—1: Hacer NODO1 <= NODOA.IZQ
{Reestructuracion del arbol }
1.1.1.1.1 Si (NODOIA.FE < 0)
entonces {Rotacion 11}
Hacer NODOM.IZQ <= NODOI1”.DER,
NODOI12.DER, <= NODO,
NODOA.FE <= 0 y NODO <~ NODO1
{Termina la rotacién I}
si no {Rotacién ID}
Hacer NODO2 < NODO1”.DER,
NODOA.IZQ <= NODO2”.DER,
NODO2~.DER < NODO,
NODOI1~.DER <= NODO2M.1ZQ y
NODO27.1ZQ <~ NODO1
1.1.1.1.1.A Si NODO2A.FE =-1)
entonces
Hacer NODOAM.FE < 1
si no
Hacer NODOA.FE < 0
1.1.1.1.1.B {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.A}
1.1.1.1.1.C Si NODO2A.FE=1)
entonces
Hacer NODOINFE < -1
Si no
Hacer NODOIM.FE <= 0
1.1.1.1.1.D {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
Hacer NODO <~ NODO2
{Termina la rotacién ID}
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1.1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
Hacer NODOM.FE <= 0y BO <= FALSO
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
Si no
1.1.3 Si (INFOR > NODOA.INFO)
entonces
Regresar a Inserta_balanceado con NODO”.DER, BO e INFOR
{Llamada recursiva}
1.1.3.1 Si (BO = VERDADERO)
entonces
1.1.3.1.1 Si (NODOAX.FE)

=—1: Hacer NODOX.FE < 0y BO <— FALSO
=0: Hacer NODOIAFE < 1
= 1: Hacer NODO1 < NODO”.DER
{Reestructuracion de arbol}
1.1.3.1.1.A Si (NODOIA.FE = 0)
entonces {Rotacion DD}
Hacer NODO”.DER < NODOI1/.1ZQ,
NODOI12.1ZQ <— NODO,
NODOA.FE <— 0 y NODO < NODO1
{Termina la rotacion DD}
si no {Rotacioén DI}
Hacer NODO2 <= NODOI1A.1ZQ,
NODOA.DER < NODO2A.1ZQ
NODO2/.1ZQ <= NODO,
NODOI12.1ZQ <~ NODO2”A.DER y
NODO27.DER < NODO1
Si (NODO2AFE = 1)
entonces
Hacer NODOA.FE < -1
Si no
Hacer NODOMNFE < 0
{Fin del condicional interno}
Si (NODO2A.FE =-1)
entonces
Hacer NODOIA.FE < 1
Si no
Hacer NODOIAFE <= 0
{Fin del condicional interno}
Hacer NODO <~ NODQO2
{Termina la rotacion DI}
1.1.3.1.1.B {Fin del condicional del paso 1.1.3.1.1.A}
Hacer NODOM.FE <= 0y BO <= FALSO
1.1.3.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.3.1.1}
1.1.3.2 {Fin del condicional del paso 1.1.3.1}
Si no
Escribir “La informacién ya se encuentra en el arbol”
1.1.4 {Fin del condicional del paso 1.1.3}

227
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Ejemplo 6.20

ARBOLES

1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
si no
Crear (NODO)
Hacer NODOA.INFO < INFOR, NODOA.IZQ < NIL, NODO”.DER < NIL,
NODOA.FE <— 0 y BO <=« VERDADERO
2. {Fin del condicional del paso 1}

Eliminacion en arboles balanceados

La operacion de eliminacion en arboles balanceados es mas compleja que la operacion
de insercion, como normalmente ocurre en casi todas las estructuras de datos. Consiste
en quitar un nodo del arbol sin violar los principios que definen un arbol balanceado.
Recuerde que se definié como una estructura en la cual, para todo nodo del arbol, se
debe cumplir que: la altura del subarbol izquierdo y la altura del subarbol derecho
no deben diferir en més de una unidad.

Eliminar nodos en un arbol balanceado resulta dificil a pesar de que se utiliza el
mismo algoritmo de eliminacién, idéntico en légica pero diferente en implementacion,
que en los drboles binarios de busqueda y las mismas operaciones de reacomodo que se
utilizan en el algoritmo de insercién en drboles balanceados.

En la operacién de eliminacion en drboles balanceados se deben distinguir los si-
guientes casos:

1. Siel elemento a eliminar es terminal u hoja, simplemente se suprime.

2. Siel elemento a eliminar tiene un solo descendiente, entonces se tiene que sustituir
por ese descendiente.

3. Siel elemento a eliminar tiene los dos descendientes, entonces se tiene que sustituir
por el nodo que se encuentra mas a la izquierda en el subarbol derecho o por el nodo
que se encuentra mas a la derecha en el subarbol izquierdo.

Para eliminar un nodo en un arbol balanceado lo primero que se debe hacer es
localizar su posicién en el arbol. Se elimina siguiendo los criterios establecidos anterior-
mente y se regresa por el camino de busqueda calculando el FE de los nodos visitados.
Si en alguno de los nodos se viola el criterio de equilibrio, entonces se debe reestructurar
el arbol. El proceso termina cuando se llega a la raiz del arbol. Cabe aclarar que mien-
tras que en el algoritmo de insercién una vez efectuada una rotacién se podia detener el
proceso, en este algoritmo se debe continuar puesto que se puede producir mas de una
rotacion en el camino hacia atrds. Para comprender mejor la operacién de eliminacién
en arboles balanceados, observe el siguiente ejemplo.

Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del arbol balanceado de la
figura 6.32:

82-10-39-65-70-23-50-59



FIGURA 6.32
Arbol balanceado.
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Cabe destacar que el movimiento de apuntadores y la reasignacién de los FE no se
presentardn en este ejemplo, porque son idénticos a los mostrados en el ejemplo 6.18.

0

-1 0 -1 0
0 0 : : 0 0 :
Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: CLAVE 82

a.2)

ROTACION 11
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-1

.
’ ) @ ®
@ bﬁé 3)

]

a.

La eliminacién de la clave 82 es un proceso sencillo, ya que dicha clave no tiene
descendientes (diagrama a.1). Al regresar siguiendo el camino de bisqueda es evidente
que en la clave 70 se rompe el criterio de equilibrio y se debe reestructurar el arbol
(diagrama a.2). Se apunta con NODO la clave 70 y con NODOI la rama izquierda de
NODO. Se verifica el FE de NODO1 y como éste es igual a —1, entonces se realiza la
rotacion /1. Luego de la reestructuracidn, el arbol queda como en el diagrama a.3.

b) ELIMINACION: CLAVE 10

® ® @ ©
¢ e

1

A

5 ¢

©e

"~

1
5.2)
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La eliminacién de la clave 10 es un proceso sencillo (diagrama b.1). No se debe
reestructurar el arbol porque mantiene el equilibrio y s6lo es necesario cambiar el FE de
los nodos que almacenan al 23 y 39 (diagrama b.2).

¢) ELIMINACION: CLAVE 39

-1

—_—
o

c.l)

0 0
@ @ ROTACION DD
c.2)
-1
N\ - 0
/ 68
-1 0 0 0
0

c.3)
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Al eliminar la clave 39 se origina el caso mds dificil de eliminacidén en drboles: la
eliminacién de una clave con dos descendientes (diagrama c.l). En este caso se opta
por sustituir dicha clave por el nodo que se encuentra mds a la derecha en el subarbol
izquierdo (23). Luego de la sustitucion, el drbol queda como se muestra en el diagrama
c.2. Al realizar la sustitucién se observa que en dicho nodo se viola el criterio de equi-
librio y se debe reestructurar el arbol. Se apunta con NODO la clave 23 y con NODOI1
la rama derecha de NODO. Se verifica el FE de NODOI y como éste es igual a 0, se
realiza la rotacién DD. Luego del reacomodo, el drbol queda como en el diagrama c.3.

d) ELIMINACION: CLAVE 65

-1

6s)

. T

—

"

0
/ NODO —> @

0

0
NODO 1 —» éi
0 z
NODO 2 ——s ROTACION ID

(=]
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Al eliminar la clave 65 surge nuevamente el tercer caso de eliminacidn, que corres-
ponde a una clave con dos descendientes (diagrama d.1). Se sustituye dicha clave por el
nodo que se encuentra mds a la derecha en el subarbol izquierdo (59). Luego de la sus-
titucion, el arbol queda como se presenta en el diagrama d.2. Es evidente que, después
de la sustitucién, en el nodo con la clave 50 se viola el criterio de equilibrio y se debe
reestructurar el drbol. Se apunta con NODO la clave 50 y con NODO1 la rama izquierda
de NODO vy se verifica el FE. Como en este caso es igual a 1, se apunta con NODO2
la rama derecha de NODOL y se realiza la rotacién ID. Luego de la reestructuracion, el
arbol queda como el presentado en el diagrama (d.3).

e) ELIMINACION: CLAVES 70,23 Y 50
0 1

0 0 H

n &) &)

? €TO>
e.l) e.2)

Luego de la eliminacién de las claves, el drbol queda como en el diagrama e.2.

/) ELIMINACION: CLAVE 43
X 2

H NOD01—>
T 0 0

NODO 2 —>

£ ROTACION DI
2

— O 0
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Ejemplo 6.21

FIGURA 6.33

Eliminacion en arboles
balanceados. a) Antes
de eliminar las claves. b)
Después de eliminar las
claves.

La eliminacién de la clave 43 corresponde al primer caso de borrado en arboles, es el
caso mds simple (diagrama f.1). Sin embargo, al verificar el FE de la clave 59 se advierte que
se rompe el equilibrio del arbol y se debe reestructurar (diagrama f.2). Se apunta con NODO
la clave 59 y con NODO1 la rama derecha de NODO, y se verifica el FE de NODO1. Como
éste es igual a —1, se apunta con NODO2 la rama izquierda de NODOI y se realiza la rota-
cién DI. Luego de la reestructuracion, el arbol queda como en el diagrama f.3.

Observe cuidadosamente que luego de realizar la eliminacién de un elemento y
cuando se regresa por el camino de bisqueda, el FE del nodo visitado disminuye en 1
si la eliminacidn se hizo por su rama derecha y se incrementa en 1 si la eliminacidn se
hizo por su rama izquierda.

Dado el arbol balanceado de la figura 6.33a, verifique si el mismo queda igual al de la
figura 6.33b luego de eliminar las siguientes claves:

25-75-66-65-62-10-43-47

0

o
o
»P—‘
|
R
o
@)
|
L

—_

®
- ®
®
-@®
®
e:
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Con el fin de darle mayor modularidad al algoritmo de eliminacidén en drboles ba-
lanceados, se estudiardn dos algoritmos auxiliares. El primero, Reestructura_izq, se
utiliza cuando la altura de la rama izquierda ha disminuido. El segundo, Reestructu-
ra_der, se emplea cuando la altura de la rama derecha ha disminuido.

Algoritmo 6.11 Reestructura_izq

Reestructura_izq (NODO, BO)

{Este algoritmo reestructura el arbol cuando la altura de la rama izquierda ha disminuido y el
FE de NODO es igual a 1. NODO es un parametro por referencia de tipo puntero. BO es un
pardmetro de tipo booleano, también por referencia. BO se utiliza para indicar que la altura de
la rama izquierda ha disminuido}

{NODO1 y NODO2 son variables auxiliares de tipo puntero}

1. Si (BO = VERDADERO)
entonces
1.1 Si (NODOA.FE)
=—1: Hacer NODOA.FE <= 0
0: Hacer NODOA.FE <— 1y BO <= FALSO
1: {Reestructuracion del arbol}
Hacer NODO1 <— NODO”.DER
1.1.1 Si (NODOIA.FE = 0)
entonces {Rotacion DD}
Hacer NODOA.DER <— NODO1/.1ZQ y NODO1/.1ZQ <— NODO
1.1.1.1 Si NODOIA.FE
=0: Hacer NODOM.FE <— 1, NODOIANFE <— -1y
BO <= FALSO
= 1: Hacer NODOAM.FE <= 0 y NODOIMNFE <— 0
1.1.1.2 {Fin del condicional 1.1.1.1}
Hacer NODO <— NODO1
{Termina la rotacion DD}
si no {Rotacién DI}

Hacer NODO2 <— NODO1".1ZQ, NODO”.DER <— NODO2/.1ZQ,
NODOQO2/.1ZQ <— NODO, NODO1M1ZQ <— NODO2”.DER y
NODO2”.DER <= NODO1

1.1.1.3 Si (NODO2A.FE = 1)
entonces
Hacer NODOAM.FE <— -1
Si no
Hacer NODOMNFE <— 0
1.1.1.4 {Fin del condicional 1.1.1.3}
1.1.1.5 Si (NODO2A.FE =-1)
entonces
Hacer NODOIA.FE <— 1
si no

Hacer NODOIA.FE <— 0
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1.1.1.6 {Fin del condicional 1.1.1.5}
Hacer NODO <— NODO2 y NODO2A.FE <— 0
{Termina la rotacion DI}
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Algoritmo 6.12  Reestructura_der

Reestructura_der

{Este algoritmo reestructura el drbol cuando la altura de la rama derecha ha disminuido y el
FE de NODO es igual a—1. NODO es un pardmetro, por referencia, de tipo puntero. BO es un
pardmetro de tipo booleano, también por referencia. BO se utiliza para indicar que la altura de
la rama derecha ha disminuido}

{NODO1 y NODO2 son variables auxiliares de tipo puntero }

1. Si (BO = VERDADERO) entonces
1.1 Si NODOA.FE
=1: Hacer NODOA.FE <= 0
=0 : Hacer NODOA.FE < -1 y BO < FALSO
= —1: {Reestructuracion del arbol}
Hacer NODO1 <= NODOA.1ZQ
1.1.1 Si (NODOIA.FE < 0)
entonces {Rotacion I1)
Hacer NODOA.IZQ <= NODOI1A.DER y NODO12.DER < NODO
1.1.1.1 SiNODOIANFE
=0: Hacer NODON.FE < -1, NODOINFE < 1y
BO < FALSO
=—1: Hacer NODOAM.FE < 0 y NODOIAFE < 0
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Hacer NODO <~ NODO1
{Termina la rotacion 1}
si no {Rotacion ID)
Hacer NODO2 < NODO1/~.DER, NODOA.IZQ <= NODO2”.DER,
NODO2A.DER < NODO, NODO1”.DER <= NODO2".1ZQ y
NODO2A.1ZQ <= NODOI1
1.1.1.3 Si (NODO2A.FE =-1)
entonces
Hacer NODOA.FE < 1
si no
Hacer NODOA.FE < 0
1.1.1.4 {Fin del condicional del paso 1.1.1.3}
1.1.1.5 Si (NODO2A.FE=1)
entonces
Hacer NODOIA.FE < -1
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Si no
Hacer NODOIAFE <= 0
1.1.1.6 {Fin del condicional del paso 1.1.1.5}
Hacer NODO <~ NODO2 y NODO2A.FE < 0
{Termina la rotacion ID)
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

A continuacién se presenta el algoritmo de eliminacién en drboles balanceados, el
cual hard uso de los previamente explicados.

Algoritmo 6.13  Elimina_balanceado

Elimina_balanceado (NODO, BO, INFOR)

{El algoritmo elimina un elemento en un 4rbol balanceado. Utiliza dos algoritmos auxiliares
Reestructura_izq y Reestructura_der. NODO es un pardmetro por referencia de tipo puntero.
BO es un pardmetro de tipo booleano, también por referencia, y se utiliza para indicar que la
altura del arbol ha disminuido, su valor inicial es FALSO. INFOR es un pardmetro de tipo
entero que contiene la informacion del elemento que se quiere eliminar}

{OTRO, AUX, AUX1 son variables auxiliares de tipo puntero. BOOL es una variable de tipo
booleano }

1. Si (NODO = NIL)
entonces
1.1 Si (INFOR < NODOX.INFO)
entonces
Regresar a Elimina_balanceado con NODOA.IZQ, BO e INFOR
Llamar al algoritmo Reestructura_izq con NODO y BO
Si no
1.1.1 Si (INFOR > NODOX.INFO)
entonces
Regresar a Elimina_balanceado con NODO”.DER, BO e INFOR
Llamar al algoritmo Reestructura_der con NODO y BO
Si no
Hacer OTRO <~ NODO y BO <= VERDADERO
1.1.1.1 Si (OTRO”.DER = NIL)

entonces
Hacer NODO < OTROM.1ZQ
si no
1.1.1.1.1 Si (OTROA.IZQ = NIL)
entonces

Hacer NODO <= OTRO”.DER

si no
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Hacer AUX <= NODOA.IZQ y BOOL < FALSO
1.1.1.1.1.A Mientras (AUX".DER = NIL) Repetir
Hacer AUX1 < AUX, AUX < AUX".DER
y BOOL <~ VERDADERO
1.1.1.1.1.B {Fin del ciclo del paso 1.1.1.1.1.A}
Hacer NODOA.INFO < AUXA.INFO y
OTRO < AUX
1.1.1.1.1.C Si (BOOL = VERDADERO)
entonces
Hacer AUX12.DER < AUXA.IZQ
Si no
Hacer NODOA.IZQ <— AUXAIZQ
1.1.1.1.1.D {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1.C}
Llamar al algoritmo Reestructura_der
con NODOA.IZQ y BO

1.1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1.1}
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
Quitar (OTRO) {Libera la memoria del nodo}

1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}

si no

Escribir “La informacion no se encuentra en el arbol”
2. {Fin del condicional del paso 1}

El andlisis matematico de los algoritmos de inserciéon —Inserta_balanceado— y
eliminacién —Elimina_balanceado— demuestra que es posible buscar, insertar y eli-
minar un elemento en un arbol balanceado de n nodos en O(log n) unidades de tiempo.
Por otra parte, diversos andlisis demuestran que son mds frecuentes las rotaciones en
las operaciones de insercién que en las de eliminacién, ya que mientras se produce
aproximadamente una rotacién por cada dos inserciones, se produce una rotacién por

cada cinco eliminaciones.

Ejemplo 6.22 Supongamos que se desea eliminar la clave 1

FIGURA 6.34
Arbol balanceado.

65 del arbol balanceado de la figura 6.34: @
-1

@O

b@ [

0



6.4  ARBOLES BALANCEADOS

Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: clave 65

a.l)

S

0

0

®

a.2)  ROTACION II

239
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=]

o:
o
@

0

/‘\ a3) ROTACION DD

@ Q°

a.3)

Observe el lector que al eliminar la clave 65 se desbalancea el arbol y debemos
efectuar la rotacién /1. Sin embargo, luego de balancear y modificar el factor de equi-
librio del nodo que almacena la clave 70 nos damos cuenta que debemos efectuar un
nuevo balanceo, ahora una rotacion DD. Este es un tipico caso donde al eliminar una
clave se produce una cadena de balanceos.

6.5 ARBOLES MULTICAMINOS

Los diferentes tipos de drboles binarios estudiados hasta el momento fueron desarro-
Ilados para funcionar en la memoria principal de la computadora. Sin embargo, existen
muchas aplicaciones en las que el volumen de informacion es tal, que los datos no
caben en la memoria principal y es necesario almacenarlos, organizados en archivos,
en dispositivos de almacenamiento secundario. Esta organizacién de archivos debe ser
suficientemente adecuada como para recuperar los datos en forma eficiente.
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FIGURA 6.35
Arbol-B de orden 2.
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Es importante recordar que el tiempo necesario para localizar un registro en la me-
moria principal de la computadora se mide en microsegundos, mientras que el tiempo
necesario para localizar una pagina (contiene varios registros) en memoria secundaria,
por ejemplo disco, se mide en milisegundos. El tiempo de acceso, claro estd, es miles de
veces mas rapido en la memoria principal que en la memoria secundaria.

Considere el caso de almacenar un arbol binario en disco. Se necesitard en pro-
medio, para localizar alguno de los nodos, log, n accesos a disco, donde n representa
el nimero de nodos del arbol y del orden del mismo, que en este caso es igual a 2. Por
ejemplo si el arbol contiene 1 000 000 de elementos, se necesitarian aproximadamente
20 accesos a disco. Ahora bien, si el drbol estd organizado en paginas —nodos—, de tal
manera que cada pagina contenga como minimo 100 elementos, entonces se necesita-
rian como maximo tres accesos a disco (log,,, 1 000 000). Note el lector que los accesos
a disco disminuyen de modo considerable.

Existen diferentes técnicas para la organizacién de archivos indizados, sin embargo
la organizacién en drboles-B y especificamente su variante, la organizacién en drboles-
B*, es la mas utilizada.

Arboles-B

Los arboles-B son una generalizacién de los drboles balanceados. Estos representan
basicamente un método para almacenar y recuperar informacién en medios externos.
Fueron propuestos por Bayer y McCreight en 1970. Su nombre arboles-B nunca fue
explicado por los autores, aunque muchos sostienen que B proviene de Bayer, uno de
sus inventores.

En este tipo de arboles, un grupo de nodos recibe el nombre de pagina. En cada
pégina se almacena la informacién de un grupo de nodos y se identifica por medio de
una clave o llave.

En general cada pagina de un drbol B de orden d contiene 2d claves como maximo
y d claves como minimo. Con esto se garantiza que cada pagina esté llena como mini-
mo hasta la mitad. Respecto al niimero de descendientes, cada pagina de un arbol-B de
orden d tiene 2d + 1 hijos como médximo y d + 1 hijos como minimo, excepto la pagina
raiz que puede contener como minimo 1 dato y por consiguiente solamente 2 hijos. Las
péginas en general son almacenadas en dispositivos de almacenamiento secundario, a
excepcion de la pagina raiz que es conveniente mantenerla en memoria principal. Cabe
mencionar, que basicamente por cuestiones de espacio, en los ejemplos y figuras, en
cada nodo se almacena solamente un dato, la clave con la cual vamos a trabajar. En la
figura 6.35 se presenta un diagrama correspondiente a un drbol-B de orden 2.

o7]ss]  [stfrs]  [sofer]oa]ss]
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En la figura 6.36 se observa una pagina de un arbol-B de orden d, con d claves y

d + 1 hijos.

FIGURA 6.36

Pagina de un arbol-B de
orden d.

Ejemplo 6.23

4.
5.

| |cLave,| |ciave,| [cLave,| | - oo | erave,| |

! l l ~

Formalmente un arbol-B se define de la siguiente manera:

Cada pégina, excepto la raiz, contiene entre d y 2d elementos, siendo d el grado del
arbol.

La raiz puede almacenar entre / y 2d elementos.

Cada pagina, excepto la pagina raiz y las paginas hoja, tiene entre d + 1 y 2d + 1
descendientes. Se utilizard m para expresar el nimero de elementos por pagina.

La pdgina raiz tiene al menos dos descendientes.

Las paginas hoja estan todas al mismo nivel.

Luego de analizar el arbol-B de la figura 6.37 se puede afirmar lo siguiente respecto a

éste:
FIGURA 6.37 66
Arbol-B de orden 2.
A
|75 ] [87]] 94|
l15]19]22]26] |as|a1| |[ss]e2| |eo|73| [77]s1]| |so[93]| [96]9s]9]
D  Orden del drbol: 2
D  Alturadel drbol: 3
D Todas las paginas contienen 2, 3 0 4 elementos, excepto la raiz que contiene 1.
D Loselementos dentro de la pagina se encuentran ordenados en forma creciente, de
izquierda a derecha.
D  Todas las hojas estdn al mismo nivel.
D Todas las paginas tienen 3 o 4 descendientes.

Busqueda en arboles-B

El proceso de bisqueda en arboles-B es una generalizacion del proceso de busqueda
en arboles binarios de buisqueda. Los pasos necesarios para localizar una clave X en
un arbol-B son los que se presentan a continuacién. Se utiliza NIL para indicar que la
pagina esta vacia.
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Se debe tener en memoria la pdgina sobre la cual se quiere trabajar.
1.1 Si (pagina = NIL)
entonces
Se avanza hacia el paso 2

Si no
Se avanza hacia el paso 3
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}

Se debe verificar si la clave buscada se encuentra en dicha pdgina. Si m es pequefia
se utilizard buisqueda secuencial, de otra manera se podra utilizar bisqueda binaria.

2.1 Si (la clave se encuentra en la pagina)
entonces {La operacién de busqueda concluye cuando se encuentra
iEXITO! el dato en la pagina visitada}

Si no
Se deben distinguir los siguientes casos:
Si(X<CL, )) entonces
Se debe localizar PAG,
Si (CL,< X < CL,) entonces
Se debe localizar PAG,
Si (X > CL, ) entonces
Se debe localizar PAG,
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
2.3 Regresar al paso 1.

Nota: Se utiliza el término CL para hacer referencia a las claves de una deter-
minada pégina, X para indicar la clave que se busca y PAG para expresar la
pégina que debe localizarse en memoria secundaria.

iFRACASO! La pagina que se desea localizar estd vacia, por lo tanto el proceso
de busqueda se interrumpe y se informa que la clave no se encuentra almacenada
en el drbol.

Insercion en arboles-B

El proceso de insercién en arboles-B es relativamente sencillo, aunque requiere cierto
tratamiento especial debido a las caracteristicas propias de estos drboles. Los drboles-B
tienen un comportamiento tipico, diferente al resto de los arboles estudiados anteriormen-
te. Todas las hojas estan al mismo nivel y por lo tanto cualquier camino desde la raiz hasta
alguna de las hojas tiene la misma longitud. Por otra parte, los arboles-B tienen una forma
extrafia de crecer, lo hacen de abajo hacia arriba, es decir, desde las hojas hacia la raiz. Los
pasos para llevar a cabo la inserciéon de un nodo en un 4rbol-B son los siguientes:

1.

2.

Localizar la pagina donde corresponde —por el valor, para no alterar el orden—
insertar la clave.

Si (m < 2d) {El nimero de elementos de la padgina es menor a 2d}
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entonces
La clave se inserta en el lugar que le corresponde
{En la figura 6.38 se presenta un ejemplo de este caso}

si no {El nimero de elementos de la pagina es igual a 2d}
La pagina afectada se divide en 2 y se distribuyen las m + 1
claves equitativamente entre las mismas. La clave del medio sube

a la pagina antecesora
{En la figura 6.39 se presenta un ejemplo de este caso}
3. {Fin del condicional del paso 2}

Los pasos anteriores se repiten mientras sea necesario. Si alguna de las pdginas
antecesoras se desborda nuevamente, entonces hay que ordenar las claves en la pagina,
aplicar particién y la clave del medio sube a la pagina antecesora. El proceso de propa-
gacion puede llegar incluso hasta la raiz, en dicho caso la altura del drbol se incrementa
en una unidad.

{En la figura 6.40 se presenta un ejemplo de este caso}

FIGURA 6.38 INSERCION: CLAVE 15

Insercion de la clave 15 en
un arbol-B. a) Antes de in-

sertar la clave. b) Después !l '!
de insertar la clave.

15
a) b)

FIGURA 6.39

Insercion de la clave 13 en un arbol-B. a) Antes de insertar la clave. b) Después
de insertarla.

Nota: Observe el lector que la insercion de la clave 13 provocé la division de la pagina A en dos
paginas: By C. Las claves se distribuyeron equitativamente entre las paginas citadas y la clave del
medio (15) subid a la pagina antecesora.

INSERCION: CLAVE 13

=1
o] [a]a] (@[]

T PAGINA A PAGINAB PAGINA C
13

a) b)
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FIGURA 6.40 INSERCION: CLAVE 66

Insercion de la clave 66 en
un arbol-B. a) Antes de in- p
sertar la clave. b) Después PAGINA D

A4
de insertarla. % | 25 | | 48 | \I\72 |

60 66

Nota: Observe el lector que la
insercion de la clave 66 provo-

advsindelapignaden [ 19|13 | i7]21|  [27]20|31|  |si|se|e0[6s]| [78]90]
dos paginas: By C. Sin embar-

go, al subir la clave del medio PAGINA A

(60) se produjo un nuevo

desbordamiento que origind a)

la particion de la pagina D
en las paginas Ey F. La clave
48 forma ahora parte de una

nueva pagina (G) y representa PAGINA G
la raiz del arbol.
e8]
PAGINA E PAGINA F
ploof |72
|10|13| |17|21| |27|29|31| |51|56| |64|66| |78|90|

PAGINA B PAGINA C
b)

Ejemplo 6.24 Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un drbol-B de orden 2 que se
encuentra vacio:

10-27-29-17-25-21-15-31-13-51-20-24-48-19-60 - 35 - 66

Los resultados parciales que ilustran el crecimiento del drbol se presentan en los
diagramas de la figura 6.41.

a) INSERCION: CLAVES 10,27,29Y 17
FIGURA 6.41

Inserciones en un arbol-B

de orden 2.
EINEED

b) INSERCION: CLAVE 25

=]
o[ 73]
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FIGURA 6.41 ¢) INSERCION: CLAVES 21, 15 Y 31
(continuacion)

AE3E

d) INSERCION: CLAVE 13

AEINEIE
e

e) INSERCION: CLAVES 51,20Y 24

s ] 25

|1o|13| |17|2o 21|24| |27|29|31|51|

/) INSERCION: CLAVE 48

/HI/SJ/I%I{H\I\

|10|13| |17|2o|21|24| |27|29| |48|51|

g) INSERCION: CLAVE 19

/}/15)('20%'25'@\'\

|10|13| |17|19| |21|24| |27|29| |48|51|




FIGURA 6.41
(continuacion)

Ejemplo 6.25

FIGURA 6.42

Insercion en un arbol-B de
orden 2. a) Antes de inser-
tar las claves. b) Después
de insertar las claves.
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h) INSERCION: CLAVES 60 Y 35

/F}S}IZ}MZSIU“H\

|10|13| |17|19| |21|24| |27|29| |35|48|51|60|

i) INSERCION: CLAVE 66

2
JEINEIR AEINEIR

|10|13| |17|19| |21|24| |27|29| |35|48| |60|66‘

Dado como dato el arbol-B de orden 2 de la figura 6.42a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.42b luego de insertar las siguientes claves:

43-21-77-58-63-15-37-41-72-39-95-70

dElk
a)
r[s]5
JEINEIN aEINEGN

‘10|15| |27|37| |41|43| |58|63| |70|72| |80|85|

b)
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FIGURA 6.43

Eliminacion de la clave 27
en un arbol-B de orden

2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-
minarla.

Eliminacion en arboles-B

La operacion de eliminacién en arboles-B es una operaciéon mds complicada que la
insercion. Consiste en quitar una clave del drbol sin violar la condicién de que en una
pagina, excepto la raiz, no puede haber menos de d claves ni mas de 2d claves, siendo d
el orden del arbol. En la operacién de borrado se deben distinguir los siguientes casos:

1. Silaclave a eliminar se encuentra en una pagina hoja entonces simplemente se
suprime.
1.1 Si(m=d)
{Se verifica que el nimero de elementos en la pagina sea valido}
entonces
Termina la operacién de borrado.
{Se presenta un ejemplo de este caso en la figura 6.43}
si no
Se debe bajar la clave lexicograficamente adyacente de la
pagina antecesora y sustituir esta clave por la que se
encuentre mas a la derecha en el subarbol izquierdo o por la
que se encuentre mas a la izquierda en el subarbol derecho.
Con este paso se logra que m, en esta pagina, siga
siendo = d.
{Se presenta un ejemplo en las figuras 6.44a y 6.44b}
Si esto no es posible, por las m de las paginas
involucradas, se deben fusionar las paginas que son
descendientes directas de la clave que se baja.
{Se presenta un ejemplo de este caso en las figuras 6.44c y 6.44d}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

3. Silaclave a eliminar no se encuentra en una pagina hoja entonces
Se debe sustituir por la clave que se encuentra mds a la izquierda
en el subarbol derecho o por la clave que se encuentra mas a la
derecha en el subarbol izquierdo.
3.1 Si(m=d)
{Se verifica que el nimero de elementos en la pagina sea vélido}

ELIMINACION: CLAVE 27

|1o|13| |17|21| |27|29|31| |1o|13| |17|21| |29|31|

a) b)



FIGURA 6.44

Eliminacion de las claves
21y 10 en un arbol-B de
orden 2. a) Antes de elimi-
nar la clave 21. b) Después
de eliminarla. ¢) Antes de
eliminar la clave 10.

d) Después de eliminarla.

Notas: Al eliminar la clave 21
de la pagina A, baja la clave
25 de la pagina antecesora 'y
ésta es sustituida por la que se
encuentra mas a la izquierda
en la pagina derecha; es decir,
la clave 27 de la pagina B.

Al eliminar la clave 10 de la
pagina A, baja la clave 15 de la
pagina antecesora y se fusio-
nan las paginas Ay B.

FIGURA 6.45

Eliminacion de la clave 15
en un arbol-B de orden

2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-
minarla.

Nota: Al eliminar la clave 15
se sustituye por la clave que se
encuentra mas a la izquierda
en el subarbol derecho (17).

entonces

Termina la operacién de borrado.

6.5 ArsoLes muLTicaMINOS 249

{Se presenta un ejemplo de este caso en la figura 6.45}
Si no
Se debe bajar la clave lexicograficamente adyacente de la
pagina antecesora y fusionar las paginas que son
descendientes directas de dicha clave.

{En la figura 6.46 se presenta un ejemplo de este caso}

3.2 {Fin del condicional del paso 3.1}

4. {Fin del condicional del paso 3}

Cabe aclarar que el proceso de fusién de paginas se puede propagar incluso hasta
la raiz, en cuyo caso la altura del drbol disminuye en una unidad. En la figura 6.47 se
presentan dos ejemplos de este caso.

A4 .~
|10|13| |17|21| 27|29|31|
PAGINA A\ PAGINA B
a)

ELIMINACION: CLAVE 10

1’3
1o|13|

|17

21

B

PAGINAA PAGINA B!

FUSION DE PAGINAS

c)

ELIMINACION: CLAVE 15

o

a)

.~

[a=]5]

plis])[=]

|1o|13|

|17|25| |29|31|

b)

|25

EmEE

o]

dEie

b)

\

ABE



250 Capitulo6 © Arsotes

FIGURA 6.46 ELIMINACION: CLAVE 25

Eliminacion de la clave 25
en un arbol-B de orden
2. a) Antes de eliminar la

AER
clave. b) Después de eli-
minarla. 4 A
. eI I
Nota: Al eliminar la clave 25

se sustituye por la clave que se g " '
encuentra mas a la derecha en :PAGINA A PAGINA B :

el subarbol izquierdo (21). Sin

embargo, al subir la clave 21, FUSION DE PAGINAS
en la pagina A, m queda menor
que d, por lo que es necesario a) b)

realizar una fusion. Baja la cla-
ve correspondiente a la pagina
antecesora (nuevamente 21), y
se fusionan las paginas Ay B.

FIGURA 6.47 ELIMINACION: CLAVE 21

Eliminacion de las claves PAGINA E
21y 25 en un érbol-B de
orden 2. a) Antes de elimi-
nar la clave 21. b) Después
de eliminarla.

PAGINA D
Nota: Al eliminar la clave 21 h
de la pagina A, m queda menor

a d, por lo que es necesario

bajar la clave 20 de la pagina

antecesora, produciéndose la *
fusion de las paginas Ay B. Sin 17 | 19 | | 21 | 24 | 27 | 29 | | 35 | 48 |

embargo, en la pagina C nue-

vamente m queda menor a d, EPAGINA B “PAGINA A:

por lo que es necesario bajar la Llasussssssssssssssssnannn .
clave 25 dela pagina E. Como FUSION DE PAGINAS

esta pagina queda vacia, es

necesaria entonces una nueva a)

fusion, ahora de las paginas C
y D. La altura del arbol dismi-
nuye en una unidad.

AR
7~

|10|13| |17|19|20|24| |27|29| |35|48| |60|66|

b)



FIGURA 6.47
(continuacion)

¢) Antes de eliminar la
clave 25. d) Después de
eliminarla.

Nota: Al eliminar la clave 25
de la pagina A, se sustituye por
la clave que se encuentra mas
a la derecha en el subarbol
izquierdo (24 de la pagina B).
Sin embargo, en la pagina B, m
queda menor que d, por lo que
es necesario bajar la clave 20
de la pagina D produciéndose
la fusion de las paginas By

C. Nuevamente en la pagina

D, m queda menor a d, por lo
que ahora es necesario bajar

la clave 24 de la pagina A.
Como esta pagina queda vacia
entonces necesita realizarse
una fusion de las paginas Dy
E. La altura del &rbol disminuye
en una unidad.

Ejemplo 6.26

FIGURA 6.48
Arbol-B de orden 2.

251
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ELIMINACION: CLAVE 25

PAGINA A

h PAGINA E

|10|13|

FUSION DE PAGINAS

)

15[ 24]
/

|17|19|20|21|

P

|27|29| |35|48| |60|66|

|10|13|

d)

Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del arbol-B de orden 2 de la
figura 6.48:

dEE

‘10|13| |17|19| |21|24| |27|29| |35|48| |60|66|

25-24-29-27-48-19-51-21-13-15-17-66- 10

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en los diagramas de la figura 6.49.
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FIGURA 6.49
Eliminaciones en un
arbol-B de orden 2.

a) ELIMINACION: CLAVE 25

T

|1o|13| |17|19|20|21| |27|29| |35|48|

b) ELIMINACION: CLAVE 24

///»wwmwmwK\\\\

W] [EER EE O [EE (@

¢) ELIMINACION: CLAVE 29

////WSMWM\\\\

e [o[e] R

d) ELIMINACION: CLAVES 27,48 Y 19

/|15|/|21|\|51H\

Wle) [k [




FIGURA 6.49
(continuacion)

Ejemplo 6.27

FIGURA 6.50

Arbol-B de orden 2 luego
de eliminar las claves 48,
31,10y 25.
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e) ELIMINACION: CLAVE 51

W[s]  [os] [l

/) ELIMINACION: CLAVE 21

o] [Es) [l

g) ELIMINACION: CLAVE 21

aEnt
o [s[w]2) sl

1) ELIMINACION: CLAVES 15, 17,66 Y 10

w [ [=[w)

Dado como dato el arbol-B de orden 2 de la figura 6.48, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.50, luego de eliminar las siguientes claves:

48 -31-10-25
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Ejemplo 6.28 Supongamos que se desea eliminar la clave 17 del drbol-B de orden 2 de la figura 6.51:

FIGURA 6.51
Arbol-B de orden 2.

CLAVE A ELIMINAR: 17

dEIR

AMNEIE /H52H69| 5]
/o

|14|17| |20|23| |27|31|35| |44|48| |54|60|62| |73|80| |86|88|90|

Las operaciones que se realizan son las siguientes:

a) ELIMINACION: CLAVE 17

PAGINA F
T
PAGINA C ’ PAGINA D
eI,
e PAGINA E \,
|14|17| |20 23| |27|31|35| |44|48| |54|60|62| |73|80| |86|88|90|

PAGINA A PAGINA B )
a

dEIE
JEINEIR loo]yfss]

|14|18|20|23| |27|31|35| |44|48| |54|60|62| |73|80| |86|88|90|

b)
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FIGURA 6.52
Arbol-B* de orden 2.
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Nota: Al eliminar la clave 17 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que es
necesario bajar la clave 18 de la pagina C, produciéndose la fusién de las paginas A y
B. Sin embargo, en la pdgina C nuevamente m queda menor a d, por lo que es necesario
bajar la clave 38 de la pagina F. Aqui es donde se produce uno de los casos més dificiles
de borrado en arboles-B. En los ejemplos anteriores haciamos fusién de las paginas C
y D, disminuyendo la altura del arbol. Sin embargo, si hiciéramos esto m seria mayor a
2d, por lo que violarfamos los principios que definen un arbol-B. Es necesario entonces
subir la clave 52 de la pagina D a la pagina F, y la pagina E pasa a ser el hijo derecho de
la clave 38, ahora en la pagina C.

Arboles-B*

Los arboles-B* se han convertido en la técnica mds utilizada para la organizacion de ar-
chivos indizados. La principal caracteristica de estos drboles es que toda la informacién
se encuentra en las hojas, mientras que los nodos raiz e interiores almacenan claves que
se utilizan como indices. Debido a esta caracteristica de los arboles-B, todos los cami-
nos desde la rafz hasta cualquiera de los datos tienen la misma longitud. En la figura
6.52 presentamos un diagrama de un arbol-B* de orden 2.

Es de notar que los drboles-B* ocupan un poco mds de espacio que los arboles-B, y
esto ocurre al existir duplicidad en algunas claves. Sin embargo, esto es aceptable si el
archivo se modifica frecuentemente, puesto que se evita la operacién de reorganizacion
del arbol que es tan costosa en los drboles-B.

Formalmente se define un drbol-B* de orden d de la siguiente manera:

1. Cada pagina, excepto la raiz, contiene m elementos, donde m es un valor entre d y
2d.

La raiz contiene de 1 a 2d elementos.

Cada pégina, excepto la raiz, tiene entre d + 1 y 2d + 1 descendientes.

La pagina raiz tiene al menos dos descendientes.

Las péginas hojas estdn todas al mismo nivel.

Toda la informacidn, con las claves que las identifican, se encuentra en las paginas
hoja.

7. Las claves almacenadas en las paginas raiz e interiores se utilizan como indices.

SANNANE ol i

i [w[#]]
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FIGURA 6.53

Busqueda en arboles-B*

La operacién de bisqueda en arboles-B* es similar a la operacion de bisqueda en
arboles-B. El proceso es simple, sin embargo puede suceder que al buscar una determi-
nada clave la misma se encuentre en una pagina raiz o interior. En dicho caso no se debe
detener el proceso porque en la pagina raiz o en las interiores s6lo se almacenan claves
que funcionan como indices. La busqueda debe continuar en la pigina apuntada por la
rama derecha de dicha clave.

Por ejemplo, al buscar la clave 55 en el arbol-B* de la figura 6.52 se advierte que
ésta se encuentra en la pagina raiz. En este caso, se debe continuar el proceso de bus-
queda en la pagina apuntada por la rama derecha de dicha clave.

Insercion en arboles-B*

El proceso de insercién en arboles-B* es relativamente simple, similar al proceso de
insercion en drboles-B. La dificultad se presenta cuando se desea insertar una clave en
una pagina que se encuentra llena (m = 2d). En este caso, la pagina afectada se divide
en 2, distribuyéndose las m + 1 claves de la siguiente forma: “las d primeras claves en la
pagina de la izquierda y las d + 1 restantes claves en la pagina de la derecha”. Una copia
de la clave del medio sube a la pagina antecesora.

En la figura 6.53 se muestran dos diagramas que ilustran cémo funciona este caso.
Puede suceder que la pagina antecesora se desborde nuevamente, en dicho caso se debe
repetir el proceso anterior. Es importante notar que el desbordamiento en una pagina
que no es hoja no produce duplicidad de claves. El proceso de propagacion puede llegar
hasta la raiz, en cuyo caso la altura del 4rbol se puede incrementar en una unidad.

Insercion de la clave 13 en un arbol-B*. a) Antes de insertar la clave. b) Después de insertarla.

Nota: Observe que la insercién de la clave 13 en la pagina A produce su division en dos paginas: By C. Las d primeras claves se ubican en la pagina B (10 y 13). Las
d+ 1 claves restantes en la pagina C (15, 17 y 21). Una copia de la clave del medio (15) sube a la pagina antecesora.

INSERCION: CLAVE 13

(2518

|10|15|17|21| |25|27|29|31| |10|13| |15|17|21| |25|27|29| |

13

PAGINA A PAGINA B PAGINA C

a) b)
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En la figura 6.54 se presentan dos diagramas que clarifican y resuelven este caso.

FIGURA 6.54
Insercion de la clave 66 en un arbol-B*. a) Antes de insertar la clave. b) Después de insertarla.
Nota: La insercion de la clave 66 en la pagina A provocd la division de ésta en las paginas By C. Sin embargo, al subir una copia de la clave del medio (56) se produce

un nuevo deshordamiento en la pagina D que provoca su particion en las paginas E'y F. La clave 48 forma ahora parte de la pagina Gy representa la raiz del arbol. La
altura del &rbol se incrementa en una unidad.

INSERCION: CLAVE 66
56

PAGINA D

A4
|15k [25] [ 4[]

|10|13 |15|17|21| |25|27|29| |48|51|56|60| |72|80|90|
PAGINAA |
66
a)
PAGINA G
48]
PAGINA E PAGINA F

|10|13| |15|17|21| |25|27|29| |48|51| |56|60|66| |72|80|90|
PAGINA B PAGINA C

b)

Ejemplo 6.29 Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un arbol-B* de orden 2 que
se encuentra vacio:

10-27-29-17-25-21-15-31-13-51-
20-24-48-19-60-35 - 66

Los resultados parciales que ilustran el crecimiento del drbol se presentan en los
diagramas correspondientes a la figura 6.55.
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FIGURA 6.55 a) INSERCION: CLAVES 10,27,29Y 17

Inserciones en un arbol-B*
DNEE

de orden 2.

b) INSERCION: CLAVE 25

=
/

¢) INSERCION: CLAVES 21, 15Y 31

L | I/

1]
o[e[mla]  [EEEE
d) INSERCION: CLAVE 13
AENEIE

|10|13| |15|17|21| |25|27|29|31|

¢) INSERCION: CLAVE 51

pRiicic

|10|13| |15|17|21| |25|27| |29|31|51|

f) INSERCION: CLAVES 20, 24,48 Y 19

/F}U}IZOIiIZSI{w\I\

|1o|13| |15|17|19| |20|21|24| |25|27| |29|31|48|51|
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FIGURA 6.55 ) INSERCION: CLAVE 60

(continuacion)

JEIE

dEINEIR 2] 48]

|10|13| |15|17|19| |20|21|24| |25|z7| |29|31| |48|51|60|

h) INSERCION: CLAVES 35 Y 66

rl2s]
dEEMEIR JEINEIR

|10|13| |15|17|19| |20|21|24| |25 27| |29|31|35| |48|51|60|66|

Ejemplo 6.30 Dado como dato el arbol-B* de orden 2 de la figura 6.56a, verifique si el mismo queda
igual al de la figura 6.56b, luego de insertar las siguientes claves:

43-21-77-58-63-15-37-41-72-39-95-70

Inserciones en un arbol-B*
de orden 2. a) Antes de

insertar las claves. mm
b) Después de insertarlas.

a)

dElk
dEIREGE dCINEGE

‘10|15| |21|27| |37|39|41|43| |53|58|63| |68|70|72| |77|80|95|

FIGURA 6.56

b)
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FIGURA 6.57

Eliminacion de la clave 25
de un arbol-B* de orden
2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-
minarla.

Nota: Al eliminar la clave 25
de la pagina A, la pagina raiz B
que contiene como indice a la
clave eliminada no se modifica.

FIGURA 6.58

Eliminacion de las claves
27y 21 de un arbol-B* de
orden 2. a) Antes de elimi-
nar la clave 27. b) Después
de eliminarla. ¢) Antes de
eliminar la clave 21. d)
Después de eliminarla.

Eliminacion en arboles-B*

La operacion de eliminacién en arboles-B* es mas simple que la operacion de borrado
en arboles-B. Esto ocurre porque las claves que se deben eliminar siempre se encuentran
en las paginas hoja. En general se deben distinguir los siguientes casos:

1. Si al eliminar una clave m queda mayor o igual a d, entonces termina la operacion
de borrado. Las claves de las paginas raiz o internas no se modifican por mas que
sean una copia de la clave eliminada en las hojas. (Se presenta un ejemplo de este
caso en la figura 6.57.)

2. Si al eliminar una clave m queda menor a d, entonces se debe realizar una redistri-
bucién de claves, tanto en el indice como en las paginas hojas. Cuando se cambia la
estructura del arbol, se quitan aquellas claves que quedaron en los nodos interiores
luego de haber eliminado su correspondiente informacién en los nodos hoja. Hay
dos ejemplos que ilustran cémo funciona este caso en la figura 6.58.

Puede suceder que al eliminar una clave y al realizar una redistribucién de las mis-
mas, la altura del 4rbol disminuya en una unidad. En la figura 6.59 se presentan dos
diagramas que corresponden a este caso.

ELIMINACION: CLAVE 25

=01 =1
BEDnn

a) TPAGINAA b)

ELIMINACION: CLAVE 27

'S
|10|13| |15|17|21| |25|27| |1o|13| |15|17| |21|25|

PAGINA B PAGINA A
a) b)



FIGURA 6.58
(continuacién)
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Notas: Al eliminar la clave 27 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que debe realizarse una redistribucion de claves. Se toma la clave que se encuentra mas a la
derecha en la rama izquierda de 25 (21 de la pagina B). Se coloca dicha clave en la pagina Ay una copia de la misma, como indice, en la pagina C.

Al eliminar la clave 21 de la pagina A, m queda menor a d, por lo que debe realizarse una redistribucion de claves. Como no se puede tomar una clave de la pagina B
puesto que m quedaria menor a d, entonces se realiza una fusion de las paginas Ay B.

FIGURA 6.59

Eliminacion de la clave 37
en un arbol-B* de orden
2. a) Antes de eliminar la
clave. b) Después de eli-
minarla.

Nota: Al eliminar la clave 37
de la pagina A, m queda menor
a d, por lo que debe realizarse
una redistribucion de claves.
Como no puede tomarse una
clave de la pagina B, puesto
que m quedaria menor a d, en-
tonces se realiza una fusion de
las paginas Ay B. Sin embargo,
luego de esta fusion m queda
menor a den la pagina C, por
lo que debe bajarse la clave 29
de la pagina E'y realizarse una
nueva fusion, ahora de las pa-
ginas Cy E. La altura del arbol
disminuye en una unidad.

ELIMINACION: CLAVE 21

pl5s]

[15]1]
EPAGINA B PAGINA A
FUSION DE PAGINAS

) d)

ELIMINACION: CLAVE 37

PAGINA E

[

PAGINA D PAGINA C

I
|

10 11| |13 15| |25|27| |29|32| 35 37| 45 | 49
‘PAGINA A A&GINA B
FUSION DE PAGINAS
a)
/|l3/l/|23|||29|\1\35|\‘\
|1o|11| |13|15| |25|27| |29|32| |35|45|49|

b)
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Ejemplo 6.31 Supongamos que se desea eliminar las siguientes claves del drbol-B* de orden 2 de la
figura 6.60.

15-51-48-60-31-20-66-29-10-25-17-24

FIGURA 6.60

Arbol-B* de orden 2. !!
SEINEDE AENEDE

|1o|13| |15|17|19| |2o|21|24| |25|27| |29 31|45| |48|51|60|66|

Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se presentan
en los diagramas de la figura 6.61.

FIGURA 6.61 a) ELIMINACION: CLAVES 15,51 Y 48

Eliminaciones en un
arbol-B* de orden 2.

AEINEIR

|1o|13| |17|19| |2o|21|24| |25|27| |29|31|45| |60|66|

b) ELIMINACION: CLAVE 60

|1o|13| |17|19| |20|21|24| |25|27| |29|31| |45|66|




FIGURA 6.61
(continuacion)

Ejemplo 6.32

FIGURA 6.62

Arbol-B* de orden 2 luego
de eliminar las claves 51,
20,15,21,25y 17.
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¢) ELIMINACION: CLAVE 31

/ﬂﬁlwlilﬁlkﬁ\

|1o|13| |17|19| |20|21|24| |25|27| |29|45|66|

d) ELIMINACION: CLAVES 20 Y 66

/F}S}IZOIiI%I{”\H\

|10|13| |17|19| |21|24| |25|27| |29|45|

e) ELIMINACION: CLAVES 29 y 10

JEINEIR

|13|17|19| |21 24| |25|27|45|

f) ELIMINACION: CLAVES 25, 17 y 24

ok

Verifique si el arbol-B* de orden 2 de la figura 6.60 queda igual al de la figura 6.62, luego
de eliminar las siguientes claves:

51-20-15-21-25-17

EBER-

‘1o|13|19| |24|27| |29|31|45| |48|60|66|
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6.5.3

FIGURA 6.63
Clase Arbol.

Arboles 2-4

Los arboles 2-4 son una variante de los drboles multicaminos. Estos se caracterizan
porque cada uno de sus nodos puede tener maximo 4 hijos y todos los nodos externos
—hojas— estdn al mismo nivel. Es decir, en estos drboles se debe garantizar el tamafio
y la altura de los mismos.

Como en el caso de los drboles multicaminos analizados en las secciones previas,
las operaciones de insercién y eliminacién pueden ocasionar, respectivamente, la parti-
ci6n o fusién de los nodos con el objeto de mantener las propiedades enunciadas. Debi-
do a que se llevan a cabo de manera similar a lo presentado, se deja al lector el desarrollo
de los correspondientes algoritmos.

6.6 LA CLASE ARBOL

La clase Arbol tiene como atributo a la raiz de la estructura y como métodos a todas las
operaciones analizadas, segun el tipo de arbol que se esté representando. Graficamente
una clase Arbol —para drboles binarios— se puede ver como se muestra en la figura
6.63. En este caso, los métodos permiten llevar a cabo todas las operaciones presentadas
previamente: los tres tipos de recorridos, bisqueda, insercion y eliminacion.

Se tiene acceso a los miembros de un objeto de la clase Arbol por medio de la
notacién de puntos. Asumiendo que la variable AROBJ es un objeto de la clase Arbol,
previamente creado, se puede hacer:

AROBJ.Recorre_Preorden(argumento) para invocar el método que visita cada uno
de los nodos del arbol siguiendo el recorrido preorden. En este método se requiere
como argumento un puntero al nodo a visitar —la primera vez es la raiz—, ya que es
un método recursivo.

AROBJ.Inserta(argumentos) para insertar un nuevo elemento en el drbol binario.
En este método se requieren dos argumentos, uno para el nodo a visitar —la primera vez
es la raiz— y otro para el dato a insertar.

Arbol Nombre de la clase

RAIZ = puntero a un nodo } Atributos
A

Regresa_Raiz ()

Recorre_preorden (argumento)
Inserta (argumentos) q Métodos
Elimina (argumentos)
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V¥ EJERCICIOS

Arboles en general

1. Los drboles se pueden representar de diferentes formas. Dado el siguiente diagrama
de Venn que corresponde a una estructura arbol, conviértalo a notacién decimal de
Dewey y notacién indentada.

CF] M
(v ]|7
DI I—ll |G

<] (o] Le]

2. Dada la siguiente estructura del arbol representada como anidacion de paréntesis:

(A(B(E(K), F), C(G(L, M(N))), D(H, I, (O, P, Q, R), ))))

Calcule lo siguiente:

a) Grado del arbol.

b) Grado del nodo G.

¢) Altura del arbol.

d) Nodos terminales u hojas.
¢) Nodos interiores.

3. Dada la siguiente estructura de drbol representada como notacién decimal de
Dewey:

1A, 1.1.B,1.1.1.D, 1.1.2.E, 1.1.2.1.1,1.1.2.2.],
1.1.3.F, 1.14.G,1.1.4.1.K, 1.1.4.1.1.M, 1.1.4.1.2.N,
1.2.C,1.2.1.H,1.2.1.1.L

Calcule las longitudes de camino interno y externo de dicho arbol.

4. Calcule cudl es el grado del nodo 7, si T es padre del nodo P y éste tiene 4 herma-
nos.
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Arboles binarios

5.

a)
b)
c)

6.

a)
b)

10.

Represente las siguientes expresiones algebraicas utilizando arboles binarios.
(C*Y)"0.8+ (D/R)) *K

A=R-(C+L/D)*K

X=(B/C*D)"05+B/K+P)"0.8)"0.5

Dados los siguientes arboles binarios representados como anidacién de paréntesis:

(K (B (A, F (D)), WM (L, O (P)), 2)))
(25(20(10(8)), 23(21)), 90(80(62(47(32))), 100))

Escriba los recorridos preorden, inorden y posorden de cada uno de ellos.

. (Cudl es el mdximo nimero de nodos de un arbol binario de altura h?

. (Cudntos arboles binarios distintos se puede tener con 4 nodos? ;Y cudntos con

7?

. (Cudntos arboles binarios similares se puede tener con 4 nodos? ;Y cudntos con

7?

Dadas las siguientes secuencias de nodos obtenidas por los recorridos preorden,
inorden y posorden, dibuje el correspondiente arbol binario.

Preorden: P-R-A-C-H-T-0-M
Inorden:A-R-H-C-P-0-T-M
Postorden:A-H-C-R-O-M-T-P

Representacion de arboles generales
como arboles binarios

11.

Dados los siguientes arboles generales, uno representado en forma de grafo, inciso
a, y otro representado como anidacién de paréntesis, inciso b), conviértalos a arbo-
les binarios.



b) (A (B(E, F(K)),C(G(L,M(Q,R),N)),D (H,I1(0(S),P)))
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Arboles binarios de busqueda

13. Dadas las siguientes claves que representan los signos del zodiaco, construya un
arbol binario de busqueda.

piscis - acuario - capricornio - cancer - sagitario - virgo - leo -
escorpidn - libra - géminis - aries - tauro

14. Dado el siguiente arbol binario de bisqueda, complete los nodos en blanco de tal
forma que no se violen los principios que definen justamente un arbol binario de

bisqueda. /O\

e

e

15. Dado el siguiente arbol binario de busqueda, elimine las claves

49-37-62-90-78

62)
49 78
AL 8
@

16. Verifique si el drbol binario de buisqueda del diagrama del inciso a) queda igual al
del diagrama del inciso b), luego de eliminar las claves

55-62-57-59-41
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A
«Q

it
5

Ejercicios de programacion en arboles binarios
17. Escriba un programa que calcule e imprima cudntos nodos tiene un arbol binario.

18. Escriba un programa que calcule e imprima el total de nodos internos que tiene un
arbol binario.

19. Considerando que un drbol binario almacena nimeros enteros, encuentre e imprima
el maximo valor guardado en el arbol y el promedio de los mismos.

20. Escriba un procedimiento que realice lo siguiente:

a) Imprima la informacién almacenada en las hojas de un arbol binario.
b) Imprima la informacién almacenada en los nodos internos de un arbol binario.

21. Dado el siguiente arbol binario:

®

® ©
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Escriba un programa que imprima los nodos del mismo de la siguiente forma:

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

“A--B---D---E----F--a-G----- H--C---1

Dado el arbol binarlo del ejercicio 21, escriba un programa que imprima los nodos
del mismo de la siguiente forma:

“A--B--C---D---E---T----F----G----- H

Escriba un procedimiento que visite los nodos de un arbol binario de la siguiente
forma:

Raiz
Rama derecha
Rama izquierda

Escriba tres procedimientos que efectien los recorridos en preorden, inorden y pos-
orden en forma iterativa en lugar de recursiva, para lo cual se puede apoyar en una
pila.

Escriba un procedimiento que elimine todas las hojas de un drbol binario.

Escriba un programa que cargue los nodos de un arbol binario en un arreglo unidi-
mensional. Cuide que se mantenga la relacién padre-hijo entre los nodos.

Escriba una funcién que determine si dos drboles binarios son similares.
Escriba una funcién que determine si dos drboles binarios son equivalentes.

Escriba un procedimiento que intercambie los subarboles izquierdo y derecho de un
arbol binario. Es de observar que este intercambio se debe realizar para todo nodo
del 4rbol.

Ejemplo: Dado el arbol binario del diagrama del inciso a), el intercambio de
ramas produce el drbol del diagrama del inciso b).
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30. Se tiene almacenada toda la ascendencia de Carlos en un arbol binario. Se ha segui-
do el siguiente criterio para Carlos y todos sus progenitores: en la rama izquierda
se ha guardado el nombre de la madre y en la rama derecha el nombre del padre.
Observe la figura que se muestra a continuacion.

Escriba un subprograma que imprima el nombre de todos los progenitores
femeninos de Carlos.

31. Retome el problema anterior. Agregue una funcién que pueda insertar al arbol ge-
nealdgico de Carlos tanto ascendientes femeninos como masculinos.

32. Defina la clase Arbol binario utilizando algiin lenguaje de programacién orientado
a objetos, tomando como base para programar los métodos los algoritmos estudia-

dos en este capitulo.

33. Retome el problema anterior. Agregue a la clase un método que muestre el conteni-
do de un nodo.

34. Escriba un programa de aplicacién que dados dos objetos de la clase Arbol binario,

previamente definida, imprima un mensaje adecuado segin los mismos sean equi-
valentes o no. Determine si requiere definir nuevos métodos a la clase.

Arboles balanceados

35. Determine si los siguientes arboles binarios son drboles balanceados.
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© ®
©

c)

36. Calcule cudl es el maximo ndmero de nodos de un drbol balanceado de altura 13.
(Cudl es el minimo?
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37. Inserte las claves 10 - 47 - 38 - 06 - 55 - 90 - 49 en el arbol balanceado que se da a
continuacion.

0

@

38. Elimine las siguientes claves del arbol balanceado del siguiente diagrama:
73-66-50-47-39-94

-1

39. Escriba las instrucciones necesarias para equilibrar el arbol balanceado del siguien-
te diagrama, luego de eliminar la clave 50.

1
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Arboles-B'y arboles-B*

40.

41.

42,

43.

a4,

45,

a)
b)

46.

(Cuadl es el numero de claves (m) que puede tener como maximo un drbol-B de
orden 50 y tres niveles? ;Cual el de un arbol-B*?

(Cuadl es el nimero mas pequefio de claves que, al ser insertadas, provocaria que un
arbol-B de orden 50 tuviera tres niveles?

(Cuadl es el nimero mas pequefio de claves que, al ser insertadas, provocaria que un
arbol-B de orden 100 tuviera cuatro niveles?

Un arbol-B de orden 100 y tres niveles tiene 5 800 000 claves. ;Cudantas claves se
podrian eliminar del 4rbol sin que éste tenga que disminuir su altura?

Realice los tres ejercicios anteriores, pero ahora aplicados a arboles-B*.
Inserte las siguientes claves:
08-77-36-68-90-37-41-52-57-13-30-28-24-86

En un 4rbol-B de orden 2 que se encuentra vacio.
En un 4rbol-B* de orden 2 que se encuentra vacio.

Verifique si el arbol-B de orden 2 del diagrama del inciso a) queda igual al del
diagrama del inciso b), luego de insertar las siguientes claves:

90-08-77-68-36-30-13-57-24-28-86

|22|25| |29|33| |39|41|52|

a)

|37/|/|52|\|\77H\

13| |24|25| |28 29| |33 36| |39|41| |57|68| |86|90|
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47. Verifique si el arbol-B* de orden 2 del diagrama del inciso a) queda igual al del
diagrama del inciso b), luego de insertar las siguientes claves:

90-08-77-68-36-30-13-57-24-28-86

2]

|22|25| |27|29|33| |37|39|41|52|
a)
37
|22||27| 3o| 41|, |68
|8|13| |22|24|25| |27|28|29| |30|33|36| |37|39| |41 52|57| |68|77|86|90|
b)

48. Verifique si el arbol-B de orden 2 del diagrama del inciso b) del ejercicio 46 queda
igual al arbol del siguiente diagrama, luego de eliminar las claves:

52-77-36-08-57-39-28-25-27

41

‘13|22|24|29| |33

37| |68|86|90|

49. Verifique si el arbol B que se presenta en el inciso a) queda igual al arbol del diagra-
ma del inciso b), luego de eliminar las siguientes claves:

96-55-60-20-78
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o
/H2°M40||55H\ dENEIR

|10|17| |22|24| 42 44|50| |58|60| |66|68|70| |85|92| |94|96|

a)
[40[50]\ 66[¢5]
AN

|10|17|22|24| |4244| |58 65| |68|70| |92|93|94|

b)

Ejercicios de programacion de arboles-By arboles-B*
50. Escriba los subprogramas de insercién y eliminacion en arboles-B.

51. Escriba los subprogramas de insercién y eliminacién en arboles-B*.



Capitulo
GRAFICAS

7.1 INTRODUCCION

En el capitulo anterior se estudiaron las estructuras de datos tipo drboles, en donde cada
nodo o elemento puede tener como maximo un nodo que le precede o raiz. Sin embargo,
en la prictica existen problemas o situaciones en que la informacién que se debe alma-
cenar no corresponde con una estructura de este tipo. Para estos problemas se necesita
de una estructura en la cual se puedan representar otras relaciones entre los datos o
componentes de la misma. Dedicaremos este capitulo al estudio de las graficas.

Las graficas son estructuras de datos no lineales donde cada componente puede
tener uno o mas predecesores y sucesores. En una gréfica se distinguen dos elementos:
los nodos, mejor conocidos como vértices, y los arcos, llamados aristas, que conectan
un vértice con otro. Los vértices almacenan informacién y las aristas representan rela-
ciones entre dicha informacion.

Estas estructuras tienen aplicaciones en diferentes dominios, entre ellos transporte
—terrestre, aéreo y maritimo—, redes de computadoras, mapas —ubicacidn geogrifica de
varias ciudades—, asignacion de tareas, etc. Considere, por ejemplo, la grafica de la figura
7.1, donde se observan algunas de las principales capitales sudamericanas y la conexién
entre ellas. En este caso los vértices representan a las ciudades, mientras que las aristas
a las carreteras o algtin otro medio de conexién entre ellas. Algunas aristas estdn etique-
tadas, el valor que aparece en ellas constituye la distancia que existe entre las ciudades.
En general, una etiqueta en la arista que une, por ejemplo, los vértices i y j se usa para
representar el costo de ir del vértice i al vértice j.

En la figura 7.2 se presentan dos ejemplos de graficas. La primera a) tiene cuatro
vértices (a, b, ¢, d) y cinco aristas ((a, b), (b, ¢), (c, d), (d, a), (b, d)); mientras que la
segunda b) tiene seis vértices (a, b, ¢, d, e, f) y seis aristas ((a, b), (b, ¢), (¢, d), (d, a),
(d, e), (e, ).

1.2 DEFINICION DE GRAFICAS

Una grifica G consta de dos conjuntos: V(G) y A(G). El primero lo integran elementos
llamados nodos o vértices; el segundo, arcos o aristas. Por lo tanto, podemos denotar
una grifica G como:
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FIGURA 7.1
Ejemplo de grafica.

Brasilia

Lima

Montevideo

Santiago

Buenos Aires

G=(V,A)

Donde V representa el conjunto de vértices de G y A el conjunto de aristas de G. Si
no se hace ninguna especificacién, los conjuntos V'y A son finitos.

Cada arista estd identificada por un tnico par de nodos del conjunto de vértices,
que puede o no estar ordenado. Una arista que va del vértice u al v se denota mediante

FIGURA 7.2
Elementos de una grafica.

a) b)
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la expresion a = (u, v), donde u y v son vértices adyacentes y los extremos de a. En este
caso, u y v estan conectados por a y se dice que a es incidente en u y v.

1.3 CONCEPTOS BASICOS DE GRAFICAS

A continuacién se presentan algunos de los conceptos mds importantes relacionados
con la teorfa de gréficas.

D Grado de un vértice: El grado de un vértice v, escrito como grado(v), es el nimero
de aristas que contienen a v; es decir, que tienen a v como extremo. Si el grado(v) =
0 (v no tiene aristas), se dice que v es un nodo aislado.

D Lazo o bucle: Un lazo o bucle es una arista que conecta a un vértice consigo mis-
mo; es decir, a = (u, u).

D Camino: Un camino P de longitud n se define como la secuencia de n vértices que
se debe seguir para llegar del vértice v, —origen— al vértice v —destino—.

P=,..,v)
De tal modo que v, es adyacente av,  parai=1,2,..,n-1.

D Camino cerrado: El camino P es cerrado si el primero y dltimo vértices son igua-
les; es decir, siv, =v .

D Camino simple: El camino es simple si todos sus nodos son distintos, con excep-
cién del primero y del dltimo, que pueden ser iguales; es decir, P es simple siv,, v,,
..., son distintos.

D Ciclo: Un ciclo es un camino simple cerrado de longitud 3 o mayor. Un ciclo de
longitud k se llama k-ciclo.

D Grifica conexa: Se dice que una grafica es conexa si existe un camino simple entre
cualesquiera dos de sus nodos.

D  Grafica arbol: Se dice que una grafica G es del tipo arbol o arbol libre si G es una
grafica conexa sin ciclos.

D Grifica completa: Se dice que una grifica es completa si cada vértice v de G es ad-
yacente a todos los demads vértices de G. Una gréfica completa de n vértices tendra
n(n — 1)/2 aristas.

D Grifica etiquetada: Se dice que una grafica G esta etiquetada si sus aristas tienen
asignado un valor. Es decir, si cada arista a tiene un valor numérico no negativo
c(a), llamado costo, peso o longitud de a, entonces G tiene peso o estd etiquetada.
En este caso, cada camino P de G tendrd asociado un peso o longitud que serd la
suma de los pesos de las aristas que forman el camino P.

D  Multigrafica: Una grafica se denomina multigréfica si al menos dos de sus vértices
estan conectados entre si por medio de dos aristas. En este caso, las aristas reciben
el nombre de aristas miiltiples o paralelas.

D Subgrafica: Dada la grifica G = (V, A), G' = (V', A’) se denomina subgréfica de G
siV=¢d, VVCVyA CA, donde cada arista de A’ es incidente con vértices de V'.
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FIGURA 7.3
Conceptos de graficas.

Luego de observar la figura 7.3 se pueden realizar las siguientes afirmaciones:

a) Todos los vértices tienen grado 4.

b) Un camino P para llegar del nodo A al D puede ser A-B-C-D. Otros pueden ser A-
E-D o A-D.

¢) El camino A-C-D-A es un camino cerrado, el A-C-D no lo es.

d) El camino A-C-D-A es un camino simple, el A-C-B-D-C no lo es.

¢) El camino A-C-D-A es un ciclo.

/) Es una grafica conexa, pues todos los nodos tienen al menos un camino a otro
nodo.

g) Esuna grafica completa, pues todos los nodos se conectan con los demads.

Luego de observar la figura 7.4 se pueden realizar las siguientes afirmaciones:

a) En la grafica de la figura 7.4qa, existe un lazo o bucle en el vértice d. Es decir, a =
d, d).

b) La gréfica de la figura 7.4b, es una multigrafica, ya que hay dos aristas que unen
los vértices ¢y d. Es decir, las aristas a, = (c, d) y a, = (c, d) son aristas miltiples o
aristas paralelas.

En las siguientes secciones se describen dos tipos de graficas: dirigidas y no diri-
gidas.

1.4 GRAFICAS DIRIGIDAS

En esta seccion se tratard un tipo especial de graficas llamadas graficas dirigidas.
Ademads de su definicion y su representacion, se presentaran los principales algoritmos
usados para el célculo de caminos. Es importante mencionar que existe gran cantidad
de problemas de la vida real que son muy dificiles de resolver, y que, sin embargo, se
podrian resolver facilmente si se modelaran con graficas y luego se aplicaran algunos
métodos que funcionan sobre ellas.
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FIGURA 7.4
Otros conceptos de graficas.

Q

b)

Cada vez que solucionamos un problema, en realidad estamos encontrando la so-
lucién a un modelo del problema. Todos los modelos son simplificaciones, de alguna
forma, del mundo real, de otra manera serian extremadamente complejos y dificiles de
manejar.

El proceso de solucion de un problema consta de dos etapas importantes: el desa-
rrollo de un modelo de un problema y el uso del modelo para generar la solucién. La
solucidn, finalmente, es en términos del modelo. Si el nuestro tiene un alto grado de fi-
delidad y el método que empleamos es adecuado, entonces nuestra solucién serd buena.
Por el contrario, si nuestro modelo no representa fidedignamente al problema, entonces
los resultados no serdn satisfactorios. La teoria de graficas proporciona los conceptos
para modelar muchos problemas de la vida real, utilizando justamente graficas. Luego,
existen muy buenos métodos que se pueden aplicar a estas graficas, que proporcionardn
como resultado final la solucién del problema inicial.

Las graficas dirigidas se caracterizan porque sus aristas tienen asociada una direc-
cion; es decir, son pares ordenados. Los vértices se utilizan para representar informa-
cion, mientras que las aristas representan una relacién con direccion o jerarquia entre
aquéllos. Una posible aplicacion de este tipo de gréficas puede ser la representacion de
ciudades en los vértices, y la duracién de los vuelos en las aristas, asumiendo que el
tiempo necesario para ir de la ciudad C1 a la ciudad C2 no es el mismo —teniendo en
cuenta razones como los vientos— que el requerido para ir de la ciudad C2 a la ciudad
C1. A continuacién se define formalmente el concepto de gréfica dirigida.

Una grafica dirigida G, también llamada digrafica, se caracteriza porque cada
arista a tiene una direccion asignada; es decir, cada arista estd asociada a un par orde-
nado (i, v) de vértices de G. Una arista dirigida a = (u, v) se llama arco, y generalmente
se expresa como u — v. Para las aristas de las digraficas se aplica la siguiente termino-
logia:
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FIGURA 7.5

Representacion de una

arista dirigida.

7.41

® ©

a) aempiezaen uy termina en v.

b) ues el origen o punto inicial de a, y v es el destino o punto terminal de a.
¢) wuesun predecesor de v y v es un sucesor o vecino de u.

d) ues adyacente hacia vy v es adyacente desde u.

En la figura 7.5 se presenta un ejemplo de una arista de una digrafica. Observe que
el arco que une a los dos vértices tiene direccidn, indicada por medio de la flecha.

Representacion de graficas dirigidas

Las digraficas son estructuras de datos abstractas; por lo tanto, los lenguajes de progra-
macién no cuentan con herramientas que permitan su manejo. Para su representacion se
requiere usar otras estructuras de datos. Existen varias opciones para realizar esto ulti-
mo; la eleccién de la mas adecuada depende del uso que se le vaya a dar a la informacién
almacenada en los vértices y en las aristas. Las representaciones mds utilizadas son las
matrices y listas de adyacencia, que se describen a continuacién. Es importante sefialar
que algunos lenguajes de programacién, como LISP o SCHEME, no utilizan arreglos
bidimensionales —matrices— como estructuras de datos estandar; por lo tanto, se usan
arboles o listas para la representacion de digraficas.

Matriz de adyacencia

Una matriz de adyacencia es una matriz booleana, de orden n, donde »n indica el nud-
mero de vértices de G. Los renglones y columnas de la matriz representan a los vértices
y su contenido la existencia o no de arcos entre ellos. Por lo tanto, cada elemento i, j de
la matriz almacena un 1 o un 0, dependiendo de si existe o no un arco entre los vértices
iyj.

Para generar la matriz de adyacencia correspondiente a una digrafica se le da un or-
den arbitrario a sus vértices, y se asigna a los renglones y a las columnas de una matriz el
mismo orden. Un elemento de la matriz serd 1 si los vértices correspondientes al renglén
y ala columna estdn unidos por una arista —son adyacentes—, y 0 en caso contrario.

SiG=(V,A)yV=1{],2,3, .., n}, la matriz de adyacencia M que representa a G
tiene n x n elementos donde M[i, jl(con 1 =i<ny 1 =j=<n)es 1 sélo si existe un arco
que vaya del nodo i al j, y es O en otro caso.

Una ventaja de las matrices de adyacencia es que el tiempo de acceso al elemento
requerido es independiente del tamafio de V' y A. El tiempo de busqueda es del orden
de O(n). Sin embargo, su principal desventaja es que requiere un espacio de almacena-
miento de n? posiciones, aunque el nimero de arcos de G no sobrepase ese nimero. La
matriz de adyacencia es util en los algoritmos disefiados para conocer si existe una arista
entre dos nodos dados.

En las figuras 7.6 y 7.7 se presentan dos ejemplos de gréficas dirigidas con sus
respectivas representaciones por medio de matrices de adyacencia.
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FIGURA 7.6 e

Ejemplo de representacion
de graficas. a) Grafica diri-
gida. b) Matriz de adyacen-

cia de la grafica dirigida. e a 0|1 1 01O

Una variante de la matriz de adyacencia es la matriz de adyacencia etiquetada, en
donde M[i, j] representa la etiqueta o costo asociado al arco. Si la arista no existe, en-
tonces el valor de M[i, j] serd cero. Estas matrices también se denominan matrices de
costos o de distancias. En la figura 7.7 se presenta un ejemplo de este caso.

Como ya se menciond, la principal desventaja de las matrices de adyacencia es el
espacio que requieren para almacenar la informacion. Una alternativa para optimizar el
uso de la memoria es por medio de las listas de adyacencia.

FIGURA 7.7

Ejemplo de representacion de graficas. a) Grafica dirigida con costos. b) Matriz
de adyacencia etiquetada o con costos.

a) b)
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FIGURA 7.8

Ejemplo de representacion de graficas. a) Digrafica. b) Lista de adyacencia

de la digrafica.

FIGURA 7.9

Ejemplo de aplicacion del algoritmo de Dijkstra. a) Digrafica. b) Matriz de distancias
de la digrafica.

a 0——>|b|0—|—>|c
A e T
Lyt

[IH—*

a) b)

Lista de adyacencia

Una lista de adyacencia para un vértice a es una lista ordenada de todos los vértices ad-
yacentes de a. Por lo tanto, una lista de adyacencia para representar una gréfica dirigida
estard formada por tantas listas como vértices tenga G. Para guardar los vértices de G
se puede utilizar otra lista o un arreglo. En este libro se usa un arreglo al que llamamos
HEAD, donde HEADI:] es un apuntador a la lista de vértices adyacentes al vértice i. La
lista de adyacencia requiere un espacio de almacenamiento proporcional a la suma del
ndmero de vértices mds el nimero de arcos.

Este tipo de representacion se recomienda cuando el nimero de aristas es menor
a n% El uso de la lista de adyacencia permite ahorrar espacio de almacenamiento. Sin
embargo, usar una lista en lugar de una matriz tiene la desventaja de que el tiempo de
busqueda de las aristas puede ser mayor, ya que se pierde el acceso directo que permite
la matriz. La operacion de buisqueda serd del orden de O(n).

a b c d e
a (0 4 11 oo oo
b | 0 oo 6 2
¢ | o 3 0 6 oo
d | e oo oo 0 oo
€\ oo 5 3 0/

a) b)
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En la figura 7.8 se observa que en el arreglo, en la posicion correspondiente a cada
uno de los cuatro vértices, se guardoé un puntero a la lista de adyacencia de los respec-
tivos vértices. Asi, en la posicion del nodo a hay un puntero a la lista formada por los
vértices b y ¢, ambos adyacentes desde a.

Obtencion de caminos dentro de una digrafica

Al buscar una estructura de datos que se ajuste a las caracteristicas de un problema, se
busca también que sobre dicha estructura se puedan realizar operaciones que faciliten
el manejo de la informacién almacenada en ella. Para el caso de las graficas dirigidas,
generalmente resulta de interés encontrar los caminos, directos o indirectos, entre sus
vértices. A su vez, al trabajar con digraficas etiquetadas se requiere encontrar el camino
mads corto entre dos vértices dados o entre todos sus vértices. Es decir, interesan aquellos
caminos que nos permitan llegar desde un vértice origen a un vértice destino recorriendo
la menor distancia o con el menor costo. Los algoritmos mas usados para este fin son:
Dijkstra, Floyd y Warshall. Los tres algoritmos utilizan una matriz de adyacencia
etiquetada, donde

M[i,j1=0sii=].
MLi, j] = o si no existe un camino de i a j, donde i = j.
MLi, j] = costo de ir del vértice i al vértice j, si existe a(i, j).

A partir de este punto, a la matriz de adyacencia etiquetada la llamaremos matriz
de distancias o matriz de costos. En las siguientes secciones se presentardn los algo-
ritmos mencionados.

Algoritmo de Dijkstra

El algoritmo de Dijkstra encuentra el camino mds corto de un vértice elegido a cual-
quier otro vértice de la digrédfica, donde la longitud de un camino es la suma de los pesos
de las aristas que lo forman. Las aristas deben tener un peso no negativo.

Una posible aplicacién de este algoritmo se presenta cuando se desea encontrar la
ruta mds corta entre dos ciudades; cada vértice representa una ciudad y el peso de las
aristas indica la duracién de los vuelos.

A continuacion se describen los principales elementos que se consideran cuando se
aplica el algoritmo.

D S es un arreglo formado por los vértices de los cuales ya conocemos la distancia
minima entre ellos y el origen. Este arreglo, inicialmente, sélo almacena al nodo
origen.

D D esun arreglo formado por la distancia del vértice origen a cada uno de los otros.
Es decir, D[i] almacena la menor distancia, o costo, entre el origen y el vértice i. A
este camino se le conoce como especial. Este arreglo se forma en cada paso del al-
goritmo. Al terminar el algoritmo, D contendra la distancia minima entre el origen
y cada uno de los otros vértices de la grafica.
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Ejemplo 7.1

TABLA 7.1

Aplicacion del algoritmo
de Dijkstra

D M esuna matriz de distancias de n x n elementos, tal que M[i, j] almacena la distan-
cia o costo entre los vértices i y j, si entre ambos existe una arista. En caso contrario,
MLi, j] serd un valor muy grande ().

El algoritmo de Dijkstra es el siguiente:

Algoritmo 7.1  Dijkstra
Dijkstra (N)

{Este algoritmo encuentra la distancia minima entre un vértice origen y cada uno de los otros
vértices de una grafica dirigida. Se considera al vértice 1 como el vértice origen. N es el
ndmero de vértices de la gréfica dirigida. S'y D son arreglos de N elementos y M es una matriz
de N x N elementos, segtn lo descrito anteriormente }

1. Agregar el vértice 1 a S.
2. Repetir con i desde 2 hasta N.
Elegir un vértice v en (V — S) tal que D[v] sea el minimo valor
AgregarvaS
2.1 Repetir para cada vértice w en (V- 5)
Hacer D[w] <= minimo (D[w], D[v] + M[v, w])
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
3. {Fin del ciclo del paso 2}

Dada una grifica G = (V, A), donde V estd formado por n vértices, si se usa una
matriz de distancias para representarla, cada ciclo toma un tiempo de O(n) y son ejecu-
tados n — 1 veces; por lo tanto, el algoritmo es del orden de O(%). Si A es menor que 72,
entonces es mas eficiente usar una lista de adyacencia para representar la digrafica. En
este caso el tiempo de recorrido serd del orden de O(log n), y el de los ciclos sera del
orden de O(A log n).

A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacion del algoritmo de Dijkstra para en-
contrar el camino mds corto desde uno de los vértices a cualquiera de los otros vértices
de una gréfica dirigida, formada por cinco vértices (N = 5).

En la tabla 7.1 se presenta el seguimiento del algoritmo para la digrafica de la figu-
ra 7.9. La primera columna es para S, arreglo en el cual se almacena en cada paso del
algoritmo el vértice seleccionado. Las columnas etiquetadas con D[a], D[D], ..., D[e] se
utilizan para mostrar el valor minimo del camino encontrado entre el vértice origen y

Dfa] D[b] D[c] D[d] Dfe] Comentario
{a} 0 4 11 o o Estado inicial
{a, b} 0 4 11 10 n Se encontré: a, b,dy a, b, e
{a, b, e} 0 4 11 n 6 Se encontré: a, b, e, d
{a, b, e, d} 0 4 9 6 No hay cambios
{a,b,e,d, c} 0 4 11 9 6 Estado final: a, b, e, d, ¢




FIGURA 7.10
Ejemplo de aplicacion del
algoritmo de Dijkstra.

a) Digrafica. b) Matriz de
distancias de la digréfica.

Ejemplo 7.2
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2 I 4 5
) (3
4 ) 6
3 6 7
5 o 4
d e)
) 6
4 2 3
5 oo
e )
1
a)
a b c d e f g h
b | 4 0 4 oo 6 oo oo o0
c oo 6 0 oo oo 7 oo oo
f [ oo [} 5} 5} O [e) =5}
b)

los vértices a, b, ..., e, respectivamente. Por ultimo, se tiene una columna en la cual se
comenta cada paso del algoritmo.

D Seeligi6 el vértice @ como vértice origen.

D Una vez que el vértice elegido se agrega a S, su valor correspondiente en D no cam-
bia.

D Los valores finales de D indican la distancia minima entre el vértice origen y cada uno
de los otros vértices. Por ejemplo, D[d] = 9 representa el costo de ir del vértice a al d
pasando por by e; D[e] = 6 es el costo de ir del vértice a al e pasando por b.

D Lasombra se utiliza para indicar, en cada paso, cudl es el minimo valor en D, lo que
implica la eleccion del vértice correspondiente para ser incluido en S.

En la figura 7.10 se presenta otro ejemplo de aplicacion del algoritmo de Dijkstra para
encontrar el camino mds corto desde uno de los vértices a cualquiera de los otros vérti-
ces de una gréfica dirigida, con N = 8.
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TABLA 7.2
Aplicacion del algoritmo de Dijkstra

D[a] D[b] Dic] Djd] Dfe] D[f] DJg] D[h] Comentario
{a} 0 2 o 3 o o o o Estado inicial
{a, b} 0 2 6 8 4 e e Se encontrd: a, b, cya, b, e
{a, b,d} 0 2 n 3 8 Y 7 e Se encontrd: a, b, d, g
{a, b,d, c} 0 2 6 3 8 13 [ Se encontrd: a, b, ¢, f
{a,b,d, c, g} 0 2 6 3 n 13 7 12 Se encontro: a, d, g, h

16, B 6 0 2 ) 0 2 6 3 8 12 7 R ceneontrd: 4, b, e.fya,
b,e, h
{a,b,d,c, g, e, h} 0 2 6 3 8 7 11 No hay cambio

{a,b,d, c, g, e, h,f} 0 2 6 3 8 12 7 11 Estado final

Enla tabla 7.2 se presenta el seguimiento del algoritmo para la digréfica de la figura
7.10. La primera columna es para S, arreglo en el cual se almacena en cada paso del
algoritmo el vértice seleccionado. Las columnas etiquetadas con D[a], D[b], ... ,D[h] se
utilizan para mostrar el valor minimo del camino encontrado entre el vértice origen y
cada uno de los otros vértices. Por ultimo, se tiene una columna en la cual se comenta
cada paso del algoritmo.

D Seeligio el vértice a como origen.

D Una vez que el vértice elegido se agrega a S, su valor correspondiente en D no cam-
bia.

D Los valores finales de D indican la distancia minima entre el vértice origen y cada
uno de los otros vértices. Por ejemplo, D[f] = 12 representa el costo de ir del vértice
a al vértice f, pasando por los vértices b y e.

D Lasombra se utiliza para indicar, en cada paso, cudl es el minimo valor en D, lo que
implica la eleccién del vértice correspondiente para ser incluido en S.

7.4.4 Algoritmo de Floyd

El algoritmo de Floyd encuentra el camino mds corto entre todos los vértices de la
digrafica. Sea la gréfica dirigida G = (V, A) donde cada arco u — v tiene asociado un
peso. El algoritmo de Floyd permitird encontrar el camino mds corto entre cada par
ordenado u y v.

La matriz de distancias sirve como punto de partida para este algoritmo. Se realizan
k iteraciones sobre la matriz buscando el camino mds corto; por lo tanto, en la k-ésima
iteracién, M([i, j] tendra el camino de menor costo para llegar de i a j, pasando por un
nimero de vértices menor a k, el cual se calculard segun la siguiente expresion:
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Mk [l,]]n’ll/n:{ Mk—l [l’]] .
M, [l’k]+Mk—1 [k’]]

Se elegira el camino mds corto entre el valor obtenido en la iteraciéon (k — 1) y el
que resulta de pasar por el vértice k. En el algoritmo se usa la matriz de costos, M, donde
MLi, j] serd igual al costo de ir de i a j, a un valor muy grande () si no existe camino
deiaj,oacerosii=j.

Algoritmo 7.2 Floyd

Floyd (N)

{Este algoritmo encuentra la distancia minima entre todos los vértices de la grafica dirigida. N
es el nimero de vértices de la grafica dirigida. M es una matriz de N X N elementos, y se inicia
con los costos de la digréfica. &, i, j son variables enteras }

1. Repetir con K desde 1 hasta N
1.1 Repetir con I desde 1 hasta N
1.1.1 Repetir con J desde 1 hasta N
1111 Si (M, + M, <M,) entonces
Hacer M,, <~ M, + M,
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
1.1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Para todo vértice de la digréafica se prueba si el camino mas corto, para ir desde
dicho vértice a los otros, es a través de un vértice intermedio k. En caso afirmativo, el
costo que tiene asociado se reemplaza por la suma de los costos de ir del vértice origen
al intermedio y del intermedio al destino. En otro caso, el valor de M[i, j] no se modifica.
Una vez probados todos los vértices de la digrafica como nodos intermedios, la matriz
resultante almacena la menor distancia entre cada par de nodos. La complejidad del
algoritmo es del orden de O(N?), ya que se utilizan tres ciclos anidados de orden N.

A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién del algoritmo de Floyd para en-
contrar la minima distancia entre todos los vértices de una grafica dirigida. La matriz
de distancias es la correspondiente a la digrafica del ejemplo 7.1. En la figura 7.11 se
presentan los diferentes estados de la matriz de distancias de la digrafica dada, obtenidos
a partir de la aplicacidn del algoritmo. Asi, la matriz mostrada en el inciso a) es la matriz
de distancias de la digrafica dada —estado inicial—. La matriz de costos mostrada en el
inciso b) es la obtenida usando el vértice b como vértice intermedio. En ese paso, K =
2, se encontraron los siguientes caminos: a, b, d (con distancia igual a 10); a, b, e (con
distancia igual a 6) y ¢, b, e (con distancia igual a 5). La figura de c) corresponde a la
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FIGURA 7.11

matriz de distancias, resultado de usar el vértice ¢ como vértice intermedio. En ese paso,
K =3, se encontrd el siguiente camino: e, ¢, b (con distancia igual a 8). Finalmente, la
figura presentada en el inciso d) muestra la matriz obtenida de distancias mediante el
vértice e como vértice intermedio. Para K = 5 se encontraron los siguientes caminos: a,
e, d (con distanciaigual a 9), b, e, ¢ (con distancia igual a 7) y b, e, d (con distancia igual
a 5). El estado final de esta matriz almacena las distancias minimas entre cada uno de
los vértices de la digrafica dada.

Si ademads de obtener la menor distancia entre todos los vértices de la grafica dirigi-
da se requiere conocer la trayectoria encontrada para cada vértice, se deberd ir guardan-
do dicha trayectoria —los vértices intermedios—. Esta variante del algoritmo de Floyd
utiliza un arreglo auxiliar (7) de N X N elementos, donde 7Ti, j] serd igual a k si k es un
nodo intermedio entre i y j.

Ejemplo de aplicacion del algoritmo de Floyd.

a
a
b
c
d
e

a
a (0
b | =
¢ | e
d | «
AN

b c d e a b c d e
4 11 oo oo a 4 11 10 6
0 oo 6 2 b 0 oo 6 2
3 0 6 oo ¢ 3 0 6 5
oo oo 0 oo d oo oo 0 oo
oo 5 3 0 4 oo 5 3 0
a) b)
b c d e a b c d e
4 11 10 6 a (0 4 11 9 6
0 oo 6 2 b | o 0 7 5 2
3 0 6 5 ¢ | oo 3 0 6 5
oo oo 0 oo d | oo oo 0 oo
8 5 3 0/ NG 8 5 3 0/

c) d)
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Algoritmo 7.3 Floyd_guarda_vértices

Floyd_guarda_vértices (V)

{Este algoritmo encuentra la distancia minima entre todos los vértices de la grafica dirigida.
Ademads, almacena el conjunto de nodos intermedios que forman las trayectorias encontradas.
N es el numero de vértices de la gréfica dirigida. M es una matriz de N X N elementos, y se
inicia con los costos de la digréfica. 7" es una matriz de N X N elementos, y almacenard en cada
elemento i, j el vértice intermedio usado para ir de i aj. K, I, J son variables enteras}

1. Repetir con K desde 1 hasta N
1.1 Repetir con I desde 1 hasta N
1.1.1 Repetir con J desde 1 hasta N
L1L1 Si(M +M,, < Mij) entonces
Hacer M,, <~ M, +M, yT,< K
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
1.1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién del algoritmo de Floyd_guarda_
vértices. Como resultado se obtiene una matriz con las distancias minimas entre todos
los vértices de una grafica dirigida y los vértices intermedios utilizados para alcanzar
esas distancias. La matriz de distancias es la correspondiente a la digrafica del ejemplo
7.1. Con respecto a la obtencién de la matriz de distancias minimas, el algoritmo genera
una matriz igual a la presentada en la figura 7.12, donde se observa cémo se van asig-
nando valores a la matriz (7) a medida que se van encontrando vértices intermedios que
reducen la distancia entre dos vértices.

En el inciso a) se muestra el estado inicial de 7. En este caso se asignd un * a cada
componente del arreglo. En la figura del inciso b) se presenta el arreglo una vez regis-
trado b (para K = 2) como vértice intermedio entre a y d, a y e, ¢ y e. En ¢) se puede
observar T luego de encontrar al nodo ¢ (para K = 3) como intermedio entre e y b. Por
ultimo, se llega al estado final de 7, inciso d), luego de encontrar a e (para K = 5) como
vértice intermedio entre los vérticesay d,byc, by d.
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FIGURA 7.12
Ejemplo de aplicacion
del algoritmo
Floyd_guarda_vértices.

7.4.5

a b c d e a b c d e

a % * % % * a * % % b b

b % * * * * b * * * * *

c * * * * * c * * * * b

d % * * * * d * * * * *

e * * * * % e % * * * %
a) b)

a b c d e a b c d e

a * * * b | b a * * * e | b

b ® | % * E b |k e e | *

c * * * * b c * * % * b

d * % % % * d * % % % *

e 3 G &3 2 &3 e * c * * *
c) d)

Algoritmo de Warshall

El algoritmo de Warshall encuentra, si es posible, un camino entre cada uno de los vér-
tices de la grafica dirigida. Es decir, la solucién encontrada por el algoritmo no presenta
las distancias entre los vértices, s6lo muestra si hay o no camino entre ellos.

El algoritmo de Warshall se basa en un concepto llamado cerradura transitiva de
la matriz de adyacencia. Sea la grafica dirigida G(V, A) y su matriz de adyacencia M,
donde M[i, j] = 1 si hay un arcode i aj, y O si no lo hay. La cerradura transitiva de M es
la matriz C tal que C[i, j] = 1 si hay un camino de longitud mayor o igual que 1 de i aj,
o 0 en otro caso. Para generar la matriz C se establece que existe un camino del vértice
i al j que no pasa por un nimero de vértices mayor que k si:

a) Ya existe un camino de i a j que no pasa por un nimero de vértices mayor que k
—1.

b) Hay un camino de i a k que no pasa por un nimero de vértices mayor que k — 1, y
hay un camino de k a j que no pasa por un niimero de vértices mayor que k — 1.
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Algoritmo 7.4 Warshall

Warshall (V)

{Este algoritmo encuentra, si es posible, un camino de longitud mayor o igual a uno entre cada
uno de los vértices de la grafica dirigida. N es el nimero de vértices de la digrafica. C es una
matriz de N X N elementos. Inicialmente es igual a M. Al terminar el algoritmo contendra la
cerradura transitiva de M, k, 1, J son variables enteras }

1. Repetir con K desde 1 hasta N
1.1 Repetir con I desde 1 hasta N
1.1.1 Repetir con J desde 1 hasta N
1.1.1.1 Si (A[1, J] = 0) entonces
A[L J] < AlL K]y A[K, J]
1.1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1.1}
1.1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Se presenta un ejemplo de aplicacion del algoritmo de Warshall para determinar si existe
0 no un camino entre todos los vértices de una grafica dirigida. Se toma la digrafica del
ejemplo 7.1; la matriz C, que contendrd la cerradura transitiva al finalizar el algoritmo,
se inicia con los valores de la matriz de adyacencia correspondiente.

En la figura 7.13 se presentan los diferentes estados de C, obtenidos a partir de la
aplicacion del algoritmo. En la figura del inciso a) se muestra el estado inicial de la matriz.
Por su parte, en b) se presenta la correspondiente a la matriz C, resultado de usar el vér-
tice b como vértice intermedio. Se encontraron los siguientes caminos: a, b, d, a, b, e y
¢, b, e. La figura del inciso c) corresponde a la matriz C obtenida por medio del vértice ¢
como vértice intermedio. Se formaron los caminos e, ¢, b y e, ¢, e. Finalmente, en d) se
presenta a la matriz C luego de usar el vértice e como vértice intermedio. Se obtuvieron
los caminos a, e, a, b, e, b, b, e,cy c, e, c.

1.5 GRAFICAS NO DIRIGIDAS

En esta seccion se presentara el concepto de graficas no dirigidas o simplemente gra-
ficas, cuya caracteristica principal es que sus aristas son pares no ordenados de vértices.
Es decir, si existe un camino del vértice 7 al j, serd exactamente el mismo camino del
vértice j al i.

Estas graficas se utilizan para modelar relaciones simétricas entre diferentes obje-
tos, que se representan por medio de los vértices, mientras que las aristas se usan para
indicar las relaciones entre ellos. Por ejemplo, el costo de un boleto de avién para ir de
la ciudad de México a Guadalajara serd el mismo en cualquiera de las direcciones que
se realice el viaje.
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a
a (0
b |0
c |0
d |0
e \0
a
a (0
b |0
c |0
d |0
A\
FIGURA 7.13

b c d e a b c d e
1 1 0 0 a (0 | | 1 1
0 0 1 1 b |0 0 0 1 1
1 0 1 0 ¢ |0 | 0 1 1
0 0 0 0 d |0 0 0 0 0
0 1 1 0 e \0 0 | | 0
a) b)
b c d e a b c d e
1 1 1 N a (1 1 1 1 N
0 0 1 1 b |0 1 1 1 1
1 0 1 1 c |0 1 1 1 1
0 0 0 0 d |0 0 0 0 0
1 1 1 1) e \0 1 1 1 1)
0) d)

Ejemplo de aplicacion del algoritmo de Warshall.

7.5.1

Una gréfica no dirigida G = (V, A) consta de un conjunto finito de vértices V'y de
otro finito de aristas A. Se diferencia de una gréfica dirigida en que cada arista en A es un
par no ordenado de vértices. Si (¢, v) es una arista no dirigida, entonces (u, v) = (v, u).

Representacion de graficas no dirigidas

Las gréficas no dirigidas son estructuras de datos abstractas; por lo tanto, se deben apo-
yar en otras estructuras para su representaciéon en memoria. Las dos representaciones
mas utilizadas son matriz de adyacencia y lista de adyacencia, ambas explicadas en
la seccidn correspondiente a las graficas dirigidas.

Considerando la simetrfa de las relaciones entre los elementos de la gréfica, se
requiere cambiar cada arista no dirigida entre u y v por dos aristas dirigidas, una de u
a vy otrade v a u; por lo tanto, la matriz de adyacencia resultard una matriz simétrica,
y en la lista de adyacencia el vértice u estard en la lista de adyacencia del vértice v, y
viceversa.

En la figura 7.14a se puede observar un ejemplo de una grafica y en b) su represen-
tacioén por medio de una matriz de adyacencia. En la matriz se ha sombreado la diagonal
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Grafica y su representacion
por medio de una matriz de
adyacencia.

FIGURA 7.15

Representacion de una
grafica por medio de una
lista de adyacencia.
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principal para ilustrar mds claramente la simetria. Es decir, la matriz triangular inferior
es igual a la matriz triangular superior.

En la figura 7.15 se muestra la representacion de la grafica de la figura 7.14a por
medio de una lista de adyacencia.

Construccion del arbol abarcador de costo minimo

Sea G = (V, A) una gréfica conexa, es decir, una grafica en la cual existe un camino
simple entre cualesquiera dos de sus vértices. Ademas, cada arista (u, v) tiene asociado
un peso o costo, c(u, v).

Considerando lo anterior, un arbol abarcador de una grafica G se define como un
arbol libre que conecta todos los vértices de V. El costo del arbol abarcador resulta de la
suma de las aristas incluidas en €l. Por lo tanto, un arbol abarcador de costo minimo
se forma a partir de las aristas de menor costo.
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71.5.3

Una aplicacién tipica de drboles abarcadores de costo minimo es el disefio de redes
de comunicacion. Por ejemplo, los vértices de la grafica pueden representar ciudades, y
las aristas posibles canales de comunicacién entre ellas. El costo asociado a cada arista
representa el costo de comunicar una ciudad con otra (en tiempo, dinero, medios, etc.).
Por lo tanto, el arbol abarcador representard la red de comunicacién que conecta a todas
las ciudades a un costo minimo.

Los drboles abarcadores de costo minimo gozan de una propiedad que sirve como
base para todos los algoritmos utilizados para su construccién. Esta propiedad establece
que si G =(V, A) es una grafica conexa, U es un subconjunto propio del conjunto de vér-
tices V, y (i, v) es una arista de costo minimo tal que u € Uy v € V - U, entonces existe
un 4rbol abarcador de costo minimo que incluye a (u, v) entre sus aristas.

En las siguientes secciones se presentardn los algoritmos de Prim y de Kruskal
utilizados para obtener el drbol abarcador de una grafica.

Algoritmo de Prim

El algoritmo de Prim permite encontrar el arbol abarcador de costo minimo de una
gréfica. Para ello utiliza dos conjuntos: V, conjunto de todos los vértices, y U, conjunto
auxiliar iniciado con el primer vértice. En cada iteracion del algoritmo se busca la arista
(u, v) que conecte U con la subgrifica V, U. Luego se agrega el nodo v, perteneciente a
V, U, a U. Este proceso se repite hasta que U =V.

Considerando el recorrido que se debe hacer en la grifica, el tiempo de ejecucién
serd del orden de O(n?) si se usa una matriz de adyacencia para representarla. En cam-
bio, si la grafica fue representada por medio de una lista de adyacencia, la complejidad
del algoritmo serd del orden de O(A * log n), donde A es el nimero de aristas.

Antes de presentar el algoritmo, resulta conveniente explicar los elementos que se
usaran en él.

D Vesel conjunto de vértices de G: V= {1, 2, ..., n}. Se usan los niimeros enteros del
1 en adelante para identificar los vértices. Sin embargo, en cada aplicacién se podra
usar la manera que se considere mas adecuada.

D U es un subconjunto propio del conjunto V, siendo su valor inicial el del primer
vértice. Para nuestra implementacion: U = {1}.

D L esuna lista de aristas que se va formando con las aristas de menor costo que se
van seleccionando. Inicialmente L estd vacia: L = &.

Algoritmo 7.5 Prim

Prim (N)

{Este algoritmo encuentra el drbol abarcador de costo minimo de una gréfica G de N vértices.
U, Vy L son estructuras de datos —arreglos o listas— que permiten guardar los nombres de
los vértices y las aristas seleccionadas}
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1. Mientras (V = U) Repetir
Elegir una arista (u, v) € A(G) tal que su costo sea minimo, siendou € Uy v €
V-0)
Agregar la arista (u, v) a L
Agregar el nodova U
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Ejemplo 1.6 A continuacién se presenta un ejemplo de uso del algoritmo de Prim para encontrar el
arbol abarcador de costo minimo de una grafica. El algoritmo se aplica a la grafica de la
figura 7.16, obteniendo como resultado el drbol que se muestra en la figura 7.17.

El seguimiento del algoritmo se presenta en la tabla 7.3.

En la primera iteracion se elige la arista (1,2) por ser la de menor costo, en este
caso igual a 1. El vértice 2 se agrega al conjunto U. En la siguiente iteracion se elige la
arista (2,3), con un costo de 3 y el vértice 3 pasa a formar parte de U. Asf se sigue hasta
alcanzar la condicién final de (V = U), y consecuentemente termina el proceso.

FIGURA 7.16
Ejemplo de aplicacion del
algoritmo de Prim.

TABLA 7.3
Aplicacion del algoritmo de Prim

Iteracién U (,v) Costo v L U actualizado
1 {1 1,2) 1 2 {(1L2) (1,2}
2 (1,2} 2.3) 3 3 {(1,2).(2.3) {1,2,3}
3 {1,2,3) 3.5) 2 5 {(1,2).(2.3).3.5)} (1.2.3,5)

4 {1,2,3,5} 3,4) 4 4 {(1,2),(2,3),3,5),3,4)} {1,2,3,5,4}
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FIGURA 7.17

Arbol abarcador de costo
minimo, obtenido aplican-
do el algoritmo de Prim.

7.5.4

Algoritmo de Kruskal

El algoritmo de Kruskal, al igual que el de Prim, permite encontrar el arbol abarcador
de costo minimo de una grafica. La construccién del arbol abarcador de costo minimo
se lleva a cabo seleccionando la arista de menor costo y agregdndola al arbol abarcador.
Para ello se utiliza un proceso relativamente sencillo.

Primero, se debe generar una serie de particiones a partir del conjunto de vértices V.
Inicialmente, las particiones tienen tamafio uno. Es decir:

Py={V LAV LAV V)

donde P indica la partici6n inicial, y cada {V/} es una particién formada por el vértice i.

A partir de este paso se busca la arista de menor costo, y si ésta une dos vértices que
pertenecen a particiones diferentes, dichas particiones se reemplazan por su unién. Para
el caso contrario, la arista no forma parte del 4arbol abarcador de costo minimo, ya que
produciria un ciclo. Se continda eligiendo la arista (u#, v) de menor costo y uniendo las
particiones a las cuales pertenecen u y v, respectivamente, hasta que se tenga una sola
particién formada por todos los vértices de la grafica. Es decir:

P ={V,V,V,.,V)}

donde P, es la particion final, luego de k iteraciones, la cual estd formada por los N
vértices de G.

Este algoritmo requiere, en el peor de los casos, un tiempo de O(A * log A) donde
A es el nimero de aristas de la gréfica. Si A es menor que n?% entonces el algoritmo de
Kruskal es mas eficiente que el de Prim. Si A tiene un valor cercano a n?, entonces es
mds conveniente usar el de Prim.

El algoritmo utiliza algunos elementos auxiliares. A continuacién se describen los
mismos:

D L esun conjunto formado por las aristas y sus respectivos costos.
D P representa las particiones generadas a partir de V. Inicialmente P = {{1}, {2}, ...,

{n}}
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Para estos dos elementos —L y P— se pueden usar arreglos o listas para su repre-
sentacién en memoria.

Algoritmo 7.6  Kruskal

Kruskal (V)

{Este algoritmo encuentra el arbol abarcador de costo minimo de una gréifica G de N vértices.
Ly P son estructuras de datos —arreglos o listas— que permiten guardar las aristas y las
particiones, respectivamente }

1. Mientras haya vértices en P que pertenezcan a particiones distintas Repetir
De L seleccionar la arista (u, v) que tenga el menor costo
1.1 Si(uy v se encuentran en particiones diferentes) entonces
Unir las particiones a las cuales pertenecen u'y v
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Ejemplo 1.7 Se presenta un ejemplo de uso del algoritmo de Kruskal para encontrar el arbol abar-
cador de costo minimo de una gréfica, el cual se aplica a la grifica de la figura 7.18,
obteniendo como resultado el drbol que se muestra en la figura 7.19.

FIGURA 7.18

Arbol abarcador de costo minimo obtenido aplicando el algoritmo de Kruskal. a) Gréfica
inicial: en ella aparecen todas las aristas con su peso asociado. Particion inicial (P,).
b) Luego de seleccionar la arista de menor peso (1), que une los vértices 1y 2.

N\ S \\ e ! N
Y S o N , 1 A
\ ~ . 1 A
N ~ N s N
N S P 13 N
5 N S o . \ U 5 N
A ~ . \ 1 A
N . \
N »7 \\ 1
\ 6 ~ U
’ ~ \
N . N ]
\
A 4 ~ 1
A e SN ,
@ 6
\®
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e) D

FIGURA 7.18

(continuacién)

¢) Luego de seleccionar la siguiente arista de menor peso (2), que une los vértices 3 y 5.
d) Luego de seleccionar la siguiente arista de menor peso (3), que une los vértices 1y 3.
e) Luego de seleccionar la siguiente arista de menor peso (4), que une los vértices 3y 4.
f) Arbol abarcador al que se llega luego de aplicar el algoritmo de Kruskal.



FIGURA 7.19

TABLA 7.4

Aplicacion del algoritmo
de Kruskal
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I 2 3
8§ [1 4
T161|5

Estado inicial Estado final

32
8 4
|7

O N =

La lista L formada por las aristas y sus costos (u, v)c, donde u y v son vértices y ¢
representa el costo asociado a dicha arista, es la siguiente:

L={(1,2)1,(3,5)2,(1,3)3,(2,3)3, (3,44, (4,5)5, (2,6)6}

En la tabla 7.4 se presenta el seguimiento del algoritmo.

En el paso 1 se elige la arista (1, 2) porque es la que tiene asociado el menor costo, y,
en consecuencia, se unen las particiones correspondientes a los vértices 1 y 2. La particién
resultante se sombrea. Se sigue de la misma manera en los pasos 2 y 3. En el paso 4 se
elige la arista (3, 4) con un costo de 4, y no la arista (2, 3) con un costo de 3, ya que los
vértices de esta dltima no cumplen con la condicién de pertenecer a particiones distintas.

1.6 RESOLUCION DE PROBLEMAS

Los problemas bdsicamente se clasifican en dos grandes subgrupos: los que cuentan
con una solucion deterministica para su solucién, expresable por medio de un algorit-
mo, y los que requieren de una biisqueda para su solucion. La inteligencia artificial se
preocupa de este tipo de problemas, sin importar si son mds o menos complejos que los
anteriores —deterministicos—.

Paso Arista elegida Costo Particiones
0 P={{1}, (2}, (3}, {4}, {5}} //Estado inicial
1 (1,2) 1 P ={{1,2}, {3}, {4}, {5}}
2 3.5) 2 P,={{1,2), 3,5}, (4})
3 (1,3) 3 P, =1{{1,2,3,5}, {4}}

4 (3,4) 4 P,={1,2,3,5,4}
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TABLA 7.5
Puzzle-8

En la vida existe una cantidad de problemas que se pueden resolver aplicando mé-
todos de buisqueda, si éstos fueron modelados mediante graficas. Uno de los problemas
mas estudiado y utilizado en el campo de la solucion de problemas es el del puzzle-8.
Este es un juego que consiste en ordenar un conjunto de fichas en un tablero de N x N po-
siciones, usando sé6lo un lugar libre, de tal manera que aquéllas queden en una secuencia
de 1 a N*— 1. Se utilizan frecuentemente los juegos en el drea de resolucién de proble-
mas, porque proporcionan una rica fuente de ejemplos para comparar y probar distintos
métodos de busqueda. En la figura 7.20 se presenta un ejemplo de un puzzle-8.

En el puzzle existe un estado inicial y otro final definidos. Por otra parte, hay un
conjunto de movimientos que permiten cambiar de una configuracion a otra; estos mo-
vimientos se denominan operadores. En los diferentes estados parciales siempre existen
operadores prohibidos, es decir, que no se pueden aplicar porque los movimientos re-
presentan estados ilegales.

En la figura 7.20 se observan tanto los estados inicial y final del problema a resol-
ver. La celda vacfia, en este caso, s6lo se puede intercambiar con las celdas que contie-
nen al 7 y al §, respectivamente.

En el puzzle-8, que se representa como una matriz de 3 x 3, el nimero posible de
combinaciones que se podrian generar es 9!, lo cual implica que el puzzle tenga 362 880
estados legales:

(3x3)! =9! =362 880

Es prudente destacar que para un estado final sélo existen 9!/2 estados iniciales
posibles. La complejidad de este problema es similar a la que tiene un cartero que debe
distribuir nueve cartas en nueve direcciones diferentes, y quiere encontrar la trayectoria
optima. Si el problema que tuviéramos que resolver fuera en cambio el puzzle-15, que
se representa en una matriz de de 4 x 4, los estados legales del problema son 16! =
2.09E13. Por otra parte, cabe mencionar que existen puzzles-3, que se representan en
una matriz de 2 X 2, cuyo nimero de estados legales es 4!; sin embargo, muchos de ellos
no se pueden resolver.

Para que el lector observe la complejidad del problema, se presentan las tablas 7.5
y 7.6, donde se muestra el tiempo que se necesita para generar todos los estados legales
del puzzle-8 y puzzle-15, respectivamente.

En la primera columna se presenta el niimero de nodos generados por segundo,
mientras que en la segunda es el tiempo necesario para procesar todos los nodos. En la
tabla 7.5 se observa que si se pudieran procesar 1 000 nodos por segundo, se requeririan
362.88 segundos para alcanzar la solucién del problema. En cambio, si la capacidad de
procesamiento fuera de 1 000 000 de nodos por segundo, s6lo se necesitaria 0.36 segun-
dos para llegar a la solucién.

Nodos por segundo Tiempo de solucion

362.88 segundos

1000 6.04 minutos

1 000 000 0.36 segundos



7.6 ResoLucion D ProBLEMAS 303

TABLA 7.6 Nodos por segundo Tiempo de soluciéon

Puzzle de 4 x 4
2.09 E10 segundos
3.48 EO8 minutos
1 000 5 805 555 horas
241 898 dias
662.73 afios

20900 000 segundos
348 333 minutos
5805.55 horas
241.89 dias

1 000 000

En la tabla 7.6 se presentan los resultados para el puzzle-15. Si la velocidad con que
se generan los nodos fuera de 1 000 nodos por segundo, entonces se necesitarian 663
afos para generar todos los nodos; si, en cambio, la velocidad fuera de 1 000 000 de
nodos por segundo, se necesitarian 243 dias. Observe que los problemas son facilmente
entendibles, pero la solucién es muy compleja.

Los puzzles constituyen un excelente campo para aplicar y probar métodos de bus-
queda. El puzzle mas frecuentemente utilizado es el puzzle-8; es decir, aquel de dimen-
sién 3 x 3, donde se deben acomodar los nimeros 1 al 8. En la figura 7.20 se presenta
otro ejemplo de puzzle-8. El problema queda definido en funcidn de:

D Un estado inicial y un estado final.

D  Un conjunto de movimientos (u operadores) permitidos para cambiar de una con-
figuracion a otra. Es decir, un operador estd asociado al concepto de movimiento y
es el que permite transformar un estado en otro.

D  Un conjunto de operadores prohibidos.

Para el problema del puzzle los operadores vélidos se muestran en la figura 7.21,
mientras que los operadores prohibidos se presentan en la figura 7.22.

FIGURA 7.20
Ejemplo de un puzzle-8.

30211 1 2 3
4 5 6 8 [ 4
(1] 8 7 7 6 5

Estado inicial Estado final
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FIGURA 7.21

Operadores validos para
el puzzle.

FIGURA 7.22

Operadores prohibidos
para el puzzle.

7.6.1

Mover hacia la izquierda

=
T (Ol &

Mover hacia arriba

Mover hacia la derecha

Mover hacia abajo

«31=1T

En lenguaje de estados y operadores, una solucién al problema consiste en obtener
una secuencia apropiada de operadores que permitirdn transformar en inicial el estado
final.

La solucién de un problema requiere de un orden de bisqueda para su solucién,
pero antes de comenzar la biisqueda es necesario modelar o representar el problema de
alguna forma. Las alternativas son:

D Espacio/estado
D Reduccién de problemas

En este capitulo s6lo analizaremos la representacion espacio/estado porque es la
que se relaciona con las gréficas.
Espacio-estado
Un paso importante en la formulacién de un problema espacio/estado consiste en la

seleccién de una forma de representar los estados del problema. Las estructuras de datos
mas usadas para describir los estados son: arreglos unidimensionales, arreglos bidimen-
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sionales, listas ligadas, arboles y graficas. En el problema del puzzle-8, una matriz de 3
x 3 parece ser la estructura mas natural para representar los estados del problema. Sin
embargo, hay que ser cuidadosos en la eleccién de la estructura por dos razones:

1. Lasolucién debe ser computable. Es decir, se debe poder desarrollar un método que
se pueda ejecutar en una computadora en un tiempo razonable.

2. Debe permitir almacenar y manipular los operadores que transforman un estado en
otro.

Considerando que la matriz es una estructura de datos estdtica, la lista resulta ser la
estructura de datos mds adecuada para representar al puzzle-8. Por el dinamismo de la
misma, se pueden almacenar facilmente los estados y los operadores del problema.

Métodos de busqueda en espacio-estado

En el planteamiento de problemas espacio/estado, una solucién se obtiene mediante la
aplicacion de operadores desde el estado inicial hasta alcanzar el estado final o meta. Es
importante considerar los siguientes puntos:

D  Un nodo inicial se asocia con la descripcion de un estado inicial.

D Los sucesores de un nodo se calculan usando los operadores que son aplicables a
ese estado.

D  Xes un operador que calcula todos los sucesores de un nodo. El proceso de aplicar
X a un nodo se denomina expander un nodo.

D  Se utilizan apuntadores para ligar el nodo padre con su hijo y, de esta manera, poder
obtener la trayectoria cuando se encuentra el estado meta.

Los métodos de busqueda se caracterizan por el orden en el cual se expanden los
nodos; los dos bdsicos mas ampliamente conocidos son:

D  Breadth-first o busqueda a lo ancho: Se expanden los nodos en el orden en que
han sido generados.

D  Depth-first o bisqueda en profundidad: Se expanden los nodos que han sido
generados recientemente.

Es importante sefalar que éstos son métodos de biisqueda elementales para en-
contrar las trayectorias, pero son exhaustivos porque expanden demasiados nodos y
debemos recordar que siempre existen limites, tanto de tiempo como de espacio, para
encontrar la solucién del problema. Dentro del drea de resolucién de problemas de in-
teligencia artificial existen otros métodos mads eficientes que incorporan conocimiento,
estrategia y heuristica, y permiten no sélo encontrar una trayectoria, sino también la
Optima.
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7.6.3 Método de busqueda breadth-first

Ejemplo 7.8

En el método de bisqueda breadth-first o bisqueda a lo ancho los nodos se expanden
en el orden en el que han sido generados. Se avanza por niveles; es decir, primero se
generan todos los nodos del primer nivel, luego los del segundo, posteriormente los del
tercero, y asi sucesivamente hasta encontrar el estado meta, siempre que sea posible
en cuanto a tiempo y espacio ocupado en memoria. El método trabaja con dos listas
auxiliares, una llamada ABIERTO y la otra CERRADO. La primera se utiliza para
almacenar los nodos que estdn pendientes de ser expandidos; cada nuevo nodo generado
se coloca siempre al final de ABIERTO. En CERRADO se colocan los nodos que ya han
sido expandidos. A continuacién se presenta el algoritmo correspondiente.

Algoritmo 7.7  Breadth-first

Breadth_first

{Este método permite encontrar la trayectoria que hace posible ir de un estado inicial a un
estado final, usando los operadores permitidos. ABIERTO y CERRADO son dos listas ligadas
en las cuales se almacenan los nodos pendientes de ser expandidos y los nodos ya expandidos,
respectivamente }

1. Insertar el nodo inicial en la lista ABIERTO
2. Mientras (ABIERTO no esté VACIA) y (no se haya alcanzado el estado final). Repetir:
Quitar el primer nodo X de ABIERTO
2.1 Si (el nodo X no se encuentra en CERRADO) entonces
Poner el nodo X en la lista CERRADO
Expandir el nodo X obteniendo todos sus sucesores
2.1.1 Si (hay sucesores y no son el estado final) entonces
Almacenarlos al final de ABIERTO y proveer apuntadores para regresar a X
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (se gener6 el estado final)
entonces {Exito)}
Desplegar trayectoria del estado inicial al estado final
si no {Fracaso}
Escribir “No se alcanzd el estado final”
5. {Fin del condicional del paso 4}

w

A continuacion se presenta un ejemplo de aplicaciéon del método de bisqueda breadth-
first para encontrar una trayectoria entre dos nodos. El problema consiste en encontrar
una trayectoria de S a K, de la grafica presentada en la figura 7.23, tomando el orden
alfabético como base para el orden de aplicacién de los operadores.

En la figura 7.24 se observa que para este problema, la solucién alcanzada es:

§S-A-C-E-J-K



FIGURA 7.23
Blsqueda breadth-first.

FIGURA 7.24

Trayectoria encontrada:
S-A-C-E-J-K
* Ya fueron expandidos.

7.6 RESOLUCION DE PROBLEMAS
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Ejemplo 7.9

la cual se indica con una flecha en color. En el estado inicial, S, se obtienen todos sus
sucesores, los cuales, segun la grafica de la figura 7.23, son A y G. Como ninguno de los
dos es el estado meta, se continda expandiendo cada uno de estos nodos. Asi, para A se
obtienen B, C'y G, mientras que para G se generaron A y H. En ambos casos se obtuvie-
ron nodos (G y A) con los que ya se contaba por expansiones anteriores; por lo tanto, se
ignoran. En la grafica, estos casos se sefialan con *. En la figura se observa claramente
que todas las ramas del 4rbol crecen, en profundidad, de igual manera.

A continuacién se presenta otro ejemplo de aplicacién del método de bisqueda breadth-
first, pero ahora para resolver el puzzle-8. En este caso se usan listas para representar
los nodos.

Por medio de listas (2 0 3) (184 (7 6 5)) «— Contenido

del nodo
Fila 1 Fila 2 Fila 3

Lista de listas

Estado inicial (1 0 0 NIL) «— Informacién
del nodo
2 0 3
1 8 4 - ~ ~ ~
Numero  Padre Nivel  Operador

7 6 5 del nodo  del nodo aplicado
Estado final (L OONIL) (20 3)(1 8 4)(7 6)5))

12z = Informacién Contenido nodo

8 0 4 nodo

7 6 5

Nodo completo

Nota: Se utiliza el 0 en lugar del rectdngulo para indicar celda vacia, simplemente para mantener la

homogeneidad de los datos.

Cabe recordar que se usan las listas ABIERTO y CERRADO para almacenar los
nodos que se van a expandir en algiin momento y los que ya han sido expandidos, res-
pectivamente. Esta dltima lista también se utiliza para recuperar la trayectoria desde el
estado inicial al estado meta, una vez que se alcanza esta ultima. También es importante
remarcar que cada vez que se expande un nodo es necesario verificar que su contenido
no se encuentre en la lista CERRADO, para evitar caer en ciclos infinitos. Si expande-
mos un nodo que ya se encuentra en CERRADO, entonces caemos en un ciclo, y ade-
mads de ser muy dificil salir de €1, es casi imposible encontrar la solucién del problema
—estado meta—.
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La figura 7.25 presenta la solucion al problema del puzzle-8. Los operadores se
aplican siguiendo la forma de las manecillas del reloj: izquierda, arriba, derecha y abajo,
<, 1, —, |. Se presentan a continuacion las listas ABIERTO y CERRADO formadas
durante la solucion del problema. Las lineas horizontales sobre la informacion de los
nodos indican que dicho nodo se quit6 de la lista ABIERTO. Como se observa, en las
dos listas se incorpora solamente la informacion del nodo por problemas de espacio. En
una aplicacion real es absolutamente necesario incluir el contenido completo del nodo.

Observe que para el estado inicial la informacién de ese nodo es (1 0 0 NIL). El
primer nimero, 1, indica el nimero del nodo; el segundo, 0, indica su padre, el tercero,
0, el nivel en que nos encontramos y el dltimo, NIL, el operador aplicado.

Solucién al problema del puzzle-8.

Estado inicial

2o 3
18] 4
7.6 5
0 2 3 2030
18] 4 18/ 4
7,65 7065
l(zlu—) 1(311—»
1 2 3 2134
0 8 4 1 8 0
7165 7,65
(5224 6321)
210 3
804
7,65

(1053 —>)

Estado final
Informacién del nodo
a 0 0 NI 1]12)3
Numero Padre Nivel Operador
del nodo del nodo aplicado 701 61 5
21 8| 3
10 4
71 61| 5
1(4 114)
21 8 3 211 8| 3 2 8 3
0 1 4 1140 1| 6| 4
71 61| 5 71 6| 5 701 0| 5
(742 <) (842 ) 9421
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((H6-6-NHE)) ((1 0 0NIL))

(ZHt<)311—=)411)) ((211<)(100NIL))
(FH—=)411})522))) (B311—=)211<)100NIL))

(&t )65 22))632))) (411 )3B11—)211<)(100NIL))

(522 )632|)(742<)842—)942))) (522 )4 11 })311—=)211<)(100NIL))

Ejemplo 7.10

Una vez que se alcanza el estado meta se puede obtener informacién muy valiosa
del campo Informacion del nodo. En este ejemplo: (10 5 3 —), el nimero 10 indica que
se han generado (10 — 1) nodos. Asimismo, el 3 indica que el estado meta se encontré en
el nivel 3 y, por lo tanto, se necesita aplicar tres operadores para resolver el problema.
Por otra parte, la trayectoria se debe obtener de CERRADO de la siguiente manera:

(1053 —) padre de 10 — 5 (se busca en CERRADO el nimero de nodo 5)
522)) padre de 5 — 2 (se busca en CERRADO el nimero de nodo 2)
211<) padre de 2 — 1 (se busca en CERRADO el nimero de nodo 1)

(1 00NIL) padre de 1 — 0 (se busca en CERRADO el nimero de nodo 0)

La solucién en lenguaje de estados y operadores es:
- \l{ —

Recuerde que en el lenguaje de estados y operadores, la solucién a un problema
consiste en encontrar la secuencia de operadores que permiten transformar el estado
inicial en el final.

A continuacidn se presenta otro ejemplo de uso del método de busqueda breadth-first.
En este caso, el método permite probar si una cadena dada como entrada fue generada o
no por cierta gramatica. Para este problema los operadores se definen en término de las
siguientes reglas de reescritura:

I. ap—y
2. ay—y
3. By
4 =y
5. y—=Z2

En la figura 7.26 se presenta la gréafica con los nodos generados a partir del estado
inicial afooafaf hasta alcanzar el estado meta =. El * debajo de un nodo indica que
dicho nodo ya existe y, por lo tanto, se elimina para evitar los ciclos. Como en el ejem-
plo anterior, las listas ABIERTO y CERRADO almacenan los nodos pendientes de ser
expandidos y aquellos que ya han sido expandidos. Las lineas horizontales sobre algu-
nos nodos indican que éstos fueron eliminados de ABIERTO por haber sido expandidos
anteriormente, para no caer en ciclos infinitos.
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FIGURA 7.26 )
Nodos generados para (100 Nil)
apoopap

llegar al estado meta. \

2111 (3111) @111
yaapap apayof apacfy
(5221 6221) (7321) 8321) 9322 (10421) 11421
yoyof yooBy yoyof3 afoyy afyofl Yooy aforyy
l Tgual®s / \\AWW 8
(12531 (13532) (1463 1) (15831) (16832) (1783 4) (1893 1) (1993 1)
yoryy yyop youyy yoyy afyy afoy yyop afyy
Igual“12 Igual“12 \ \* Tgual“16
(201242) (21 1244) (22 1341) (231344) (24 1641) (251644) (26 174 1) (271742)
Yy Yo afy afy
Wi 20 / Igual 20 Tgual 21 Igual 25
(282054) (29 2054) (30 21 52) (31 2351) (32255 1)
Y Y
Igual*zs Igual*zs Igual*zs Igual 28
(3328 6 4)
y
(343375) ABIERTO
. ((+6-6-Nih))
> < Solucién (2 Y311 1H@E 11 1)

(GHDHAE111)(5221)6221)
(FHDHG22 1622 1) (732 1)8321)(9322)
(5225622 1)(7321)8321)9322)(1042 1) (1142 1))
(622D (732 1)8321)(9322) (1042 1)(1142 1)(1253 1)(13 53 2))
(F32)(832)(9322) (1042 1)(1142 1)(1253 1)(13532)(146 3 1))
*k
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((9322) (1042 1)(1142 11253 1)(1353 2)(1463 1)(158 3 1)(16 8 3 2)(17 8 3 4))
(042 H(H42H[E253 (1353 2)(14 63 1)(158 3 1)(16 83 2)(17834)(1893 1)(199 3 1))
* ES
(#3532)(14 63 1)(158 3 1)(16 83 2)(17 8 3 4)(18 93 1)(19 9 3 1)(20 12 4 2)(21 12 44))
(H4-63H(F583H)H6832) (178 34)(189 3 1)(199 3 1)(20 12 4 2)(21 124 4)(22 13 4 1)(23 13 4 4))
* ES
(FF834)(1893 1)(199 3 1)(20 124 2)(21 124 4)(22 13 4 1)(23 13 4 4)(24 16 4 1)(25 16 4 4))
(F893H)(F9931)(204242)(21 124 4)(22 134 1)(23 13 4 4)(24 16 4 1)(25 16 4 4)(26 17 4 1)(27 17 4 2))
ES *
(2H2-44)(22 134 1)(23 13 4 4)(24 16 4 1)(25 16 4 4)(26 17 4 1)(27 17 4 2)(28 20 5 4)(29 20 5 4))
(2243-4)(23134-4)(24 16 4 1)(25 16 4 4)(26 17 4 1)(27 17 4 2)(28 20 5 4)(29 20 5 4)(30 21 5 2))
ES

(2416425 16 4 4)(26 17 4 1)(27 17 4 2)(28 20 5 4)(29 20 5 4)(30 21 5 2)(31 23 5 1))
ES
(2647414 (2T17-42)(2820-54)(29 20 5 4)(30 21 5 2)(31 23 5 1)(32 25 5 1))
ES *
((2920-54)(302152)(3123-54)(322551)(3328-64))
ES * ES

!
(343375) Solucién

CERRADO
((1 00 NIL))
(211 1)(100NIL))
(3111211 1)100NIL))
(4111311 1)Q2111)100NIL))
(5221@ 11 DG 111211 1)1 00NIL))

(6221522 D@ 1113111211 1)(100NIL))
(8321)6221)(5221@A 11 DHB111)211 1)(100NIL))
((9322)8321)6221)522 D)@ 111311 1)2111)(100NIL))

(1253 1)(9322)8321)622 1522 1A 11 DB 111)211 1)(100NIL))
((13532)(12531)9322)8321)622 1522 D@11 DB 111)2 11 1)(100NIL))
((16832)(13532)(1253 1)(9322)832 1)6221)522 D@ 11 1)3 11 1)(2 11 1)(1 00 NIL))
((17834)(16832)(13532)(1253 1)(9322)(8321)622 H5322 D@11 DHB 1112111100
NIL))

((201242)(17834)(16832)(13532)(1253 1)(9322)832 1)(622 1522 D@11 DB 11 1H2 11
1)(1 0 0 NIL))

(21124 4)20 1242)(17834)(16832)(13532)(1253 1)(9322)832 1)622 1)(522 D@11 H(3 11
(211 1)(100NIL))

(23 1344)21 1244)(20 1242)(1723 4)(16832)(13532)(1253 1)(9322)832 1)(6221)(522 1)(4
11 DG 111211 1)1 00NIL))

(25164 4)(23 1344)(21 124 4)(20 124 2)(17834) (1683 2)(13532)(1253 1)(9322)(832 1)(622
DG22DH@ 111G 11 D211 1)(100NIL))

(28205 4)(25 16 4 4)(23 134 4)(21 124 4)(20 124 2)(17834)(16 83 2)(1353 2)(1253 1)(9322)(8 32
DG221)522DE 11 DG 111211 1)(100NIL))

(3328 6 4)(28 20 5 4)(25 16 4 4)(23 13 4 4)(21 124 4)(20 124 2)(17 8 3 4)(16 83 2)(13 53 2)(1253 1)(9 3
22)8321)6221)522 D@ 1113111211 1)(100NIL))
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TABLA 7.7

Operadores para el
problema de la jarra
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La trayectoria que permite llegar a la solucidn es la siguiente:
(343375),(332864),(282054),(201242),(12531),(2521),(2111),(100NIL)

El estado meta es el nodo (34 33 7 5). El total de nodos generados es 33 y fueron
necesarios siete niveles para alcanzar la solucién. Los operadores —reglas de reescritu-
ra— aplicados para alcanzar el estado meta partiendo del estado inicial son:

1o —vy
1o —vy
1o —vy
2 ay —vy
4w —y
4w —y
5 vy —=2X

Otro ejemplo de aplicacién del método de busqueda breadth-first es el conocido como
problema de las jarras de agua. Se tienen dos jarras, una con capacidad para cuatro li-
tros y otra para tres. Ninguna de ellas tiene marcas de medicién. Ademas, se dispone de
una bomba de agua que permite llenar las jarras de agua tantas veces como se requiera.
El problema consiste en encontrar la forma de colocar exactamente dos litros de agua
en la jarra de cuatro litros. En este problema se parte de un estado inicial y existen va-
rias maneras de alcanzar el estado final, particularidad que lo convierte en un caso muy
interesante.

Los elementos del problema se almacenan en una lista formada por las variables
Xy Y, las cuales a su vez representardn a las jarras de cuatro y tres litros de capacidad,
respectivamente.

X: Jarra de cuatro litros, que puede tomar los valores: 0, 1, 2, 3, 4.
Y: Jarra de tres litros, que puede tomar los valores: 0, 1, 2, 3.

Para este problema los operadores vélidos son los que se muestran en la tabla 7.7.

Identificador
del operador Descripcion de la operacion
1 Llenar la jarra de cuatro litros.
2 Llenar la jarra de tres litros.
3 Vaciar en el suelo la jarra de cuatro litros.
4 Vaciar en el suelo la jarra de tres litros.
5 Verter de la jarra de cuatro litros a la de tres, hasta que la segunda se llene o

la primera quede vacia.

6 Verter de la jarra de tres litros a la de cuatro, hasta que la segunda se llene o
la primera quede vacia.
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El estado inicial y el final del problema se definen como:

Estado inicial: (0, 0) Ambas jarras estdn vacias.
Estado final: (2, N) La jarra X tiene dos litros y la jarra Y tiene N, donde N =0, 1,
2, 3.

Observe que este problema muestra la particularidad de tener un estado inicial y
multiples estados finales —4—. En la figura 7.27 se presenta la grafica con los nodos
generados para alcanzar la solucién. Como en los ejemplos anteriores, el asterisco se
utiliza para indicar que dicho nodo ya fue generado y, por lo tanto, se ignora.

FIGURA 7.27
Nodos generados para alcanzar la solucion.

(100 NIL)
(0, 0)
(4,0) 0, 3)
(4222) (5223) 6225) 7321) (8324) 9326)
4,3) 0, 0) (1,3) 4,3) 0, 0) (3,0)
& * &

(10433) (11434) (12631) (13633) (14634) (15636) (16931) (17932) (18933) (19935)
(0, 3) (4,0) 4,3) 0, 3) (1,0) (4,0) 4,0) (3,3) (0, 0) 0, 3)

201441) (211442) (221443) (231445) (241741) (251743) (261744) (271742)
(4,0) (1,3) (0, 0) 0, 1) 4,3) 0, 3) (3,0) 4,2)

(282351) (292352) (302354) (312356) (322752) (332753) (342754) (35275)5)
4, 1) 0, 3) (0, 0) (1,0) 4,3) 0,2) 4,0) 3,3)

(362862) (3728 63) (382864) (392865)
4,3) 0, 1) (4,0) (2,3)

Estado meta
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A continuacién se presentan las listas ABIERTO y CERRADO donde se guardan,
respectivamente, los nodos generados y expandidos. Las lineas atravesadas sobre algu-
nos nodos indican que éstos fueron eliminados por haber sido expandidos anteriormen-
te. El asterisco debajo de un nodo indica que éste ya existe y, por lo tanto, se elimina
para evitar caer en ciclos. La igualdad se detecta al comparar el contenido del nodo que
se quiere expandir con el de aquellos que ya se encuentran en CERRADO.

ABIERTO
((H6-6-NIE))

(13 112)
(3H42)(4222)(5223)(6225))
(4222)(5223)(6225)(7321)(8324)(9326))
(5223)(6225) (732 1)(8324)(9326)(104 3 3)(11 43 4))

k

(F32H(E324(9326)(10433)(11434)(1263 1)(1363 3)(14 63 4)(15 6 3 6))
k k

(H0433)(HA3 4263 H(H3633)(H4634)(156 3 6)(16 93 1)(179 3 2)(18 93 3)(199 3 5))
% *

% k

(1563-6)(16-931)(17932)(18 93 3)(19 9 3 5)(20 14 4 1)(21 14 4 2)(22 14 4 3)(23 14 4 5))

k %k

((8933)(19935)(20H441)(2H1442) (22 H4-43)(23H445)(24 174 1)(25 17 4 3)(26 17 4 4)(27 17 4 6))
* * k k k

(4741 (251743)(26+744)(271746)(28 23 5 1)(29 23 5 2)(30 23 5 4)(31 23 5 6))
k k k
(28235 1)(292352)(302354)(312356)(322752)332753)(342754)(35275Y5))

!
(39 28 6 5) Estado meta

CERRADO

((100NIL)

(211 1)(100NIL))
((3112)211 1)(100NIL))
((4222)3112)2111)(100NIL))
((6225)(4222)3112)2111)(100NIL))
((9326)(6225)4222)3112)2111)(100NIL))
((14634)(9326)(6225)4222)3112)2111)(100NIL))
((17932)(14634)(9326)(6225)(4222)3112)2111)(100NIL))
((231445)(17932)(14634)(9326)(6225)4222)3112)2 11 1)(100NIL))
(271746)(23 1445)(17932)(14634)(9326)(6225)4222)(3112)2 11 1)(100NIL))

(28235 1)(27 174 6)(23 144 5)(17932)(14634)(9326)(6225)(4222)3112)(2 11 1)(1 00NIL))

El estado meta se encuentra en el nodo (39 28 6 5). El total de nodos generados es
38 (39 — 1) y el total de niveles es 6. La trayectoria que describe la solucién se recupera
de la lista CERRADO:

(392865),(282351), (23 1445),(14634),(6225), (252 1), (211 1),(100NIL)
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7.6.4

TABLA 7.8

Complejidad breadth-first
o(b?)

Considerando la descripcion de las operaciones asociadas a los operadores —tabla
7.7—, la solucién en lenguaje de estados y operadores es:

1 5 4 5 1 5

Esta secuencia de operadores indica que primero se debe llenar la jarra X —requie-
re cuatro litros— y luego verter esa agua en la jarra Y —so6lo se usardn tres de los cuatro
litros—. EI siguiente operador indica que se debe vaciar la jarra Y, arrojando el agua
que contiene al piso. Posteriormente se coloca el litro restante de la jarra X en la jarra Y,
quedando la primera vacia y la segunda con un litro. Luego se llena la jarra X —usando
cuatro litros—. Por dltimo, se pasa agua de la jarra X a la jarra Y hasta que ésta se llene
—1Io cual se logra con s6lo dos litros—; por lo tanto, la jarra X se queda con los otros
dos litros, alcanzando asi el estado meta.

Complejidad del método breadth-first

La complejidad del método breadth-first es O(b?), donde b representa el factor de ra-
mificacion del nodo y d la profundidad del drbol. Suponiendo que b = 10, la velocidad
de expansién de 1 000 nodos por segundo y la capacidad de almacenamiento 100 bytes
por nodo, en la tabla 7.8 se observa en tiempo y espacio la complejidad del método
breadth-first.

Es importante destacar que cuando se utiliza el método breadth-first se debe en-
contrar la solucién en los primeros seis niveles, porque de otra forma apareceran serios
problemas en cuanto a tiempo y espacio. Observe que en el nivel 8 ya se necesitan 31
horas para resolver el problema y 11 gigabytes.

Método de busqueda depth-first

En el método de busqueda depth-first, conocido con el nombre de biisqueda en profun-
didad en el mundo de habla hispana, se expande el nodo mas recientemente generado;

Profundidad Nodos Tiempo Memoria
0 1 1 milisegundo 100 bytes
2 111 0.1 segundo 11Kb
4 11111 11 segundos 1Mb
6 10° 18 minutos 111Mb
8 108 31 horas 11Gb
10 10 128 dias 1Tb
12 10" 35 afos 111Tb

14 10 3 500 afios 11 111Tb



7.6 RESOLUCION DE PROBLEMAS 317

esto ultimo permite realizar una btisqueda en profundidad en lugar de hacerlo en forma
horizontal como en el método de biisqueda a lo ancho. La profundidad del nodo inicial
es cero y la de un nodo que no es inicial es igual a uno mds la profundidad de su padre.

Normalmente se establece un limite mdximo de profundidad permitido, que a su
vez establece el nimero maximo de niveles que se pueden generar en la busqueda de la
solucién. Si se llega al limite establecido sin haber alcanzado el estado meta, entonces
se considera que el problema no tiene solucién. A continuacién se presenta el algoritmo
correspondiente.

Algoritmo 7.8  Depth-first

Depth-First

{Este método permite encontrar el estado meta de un problema, a partir de un estado inicial y
usando los operadores permitidos para dicho problema. P es un entero que indica el limite de
profundidad permitido. ABIERTO y CERRADO son dos listas lineales simplemente ligadas }

1. Insertar el nodo inicial en la lista llamada ABIERTO.
2. Mientras (ABIERTO tenga elementos) y (no se haya llegado al estado final). Repetir
Quitar el primer nodo N de ABIERTO.
2.1 Si (N no estd en CERRADO) y (su profundidad es < P) entonces
Insertar el nodo N en la lista CERRADO
Expandir el nodo N obteniendo todos sus sucesores
2.1.1 Si (hay sucesores y no son el estado meta) entonces
Almacenarlos al inicio de la lista ABIERTO
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (alguno de los nodos generados es el estado meta)
entonces {Exito)
Desplegar la trayectoria desde el estado inicial al final
si no {Fracaso}
No se encontré el estado final
5. {Fin del condicional del paso 4}

w

En este algoritmo se maneja un valor adicional, P, que representa la profundidad
maxima permitida. Al resolver el problema se verifica si el nodo ya tiene esa profun-
didad. En caso afirmativo, se elimina de la lista ABIERTO y se aplica backtracking; es
decir, se continda el analisis con el nodo inmediatamente anterior del arbol de deriva-
cion. Ademads, es importante destacar que mientras en el método breadth-first 1os nodos
generados se almacenan al final de ABIERTO, en el método depth-first se colocan al
inicio.
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Ejemplo 7.12

A continuacién se presenta un ejemplo de aplicacién del método de bisqueda depth-
first. Se retoma el problema del puzzle-8, pero ahora se soluciona por medio de este
método. Se parte de un estado inicial y se define un estado final al cual se quiere llegar.

Estado inicial Estado final

2 8 3 1 2 3
1 0 4 8 0 4
7 6 5 7 6 5

El estado inicial se representa de la siguiente manera:

((100 Nil) ((283) (104) (765)))

\ / /

T T

Informacion del nodo Contenido del nodo

Ademas se establece un limite de profundidad igual a 4. En la figura 7.28 se pre-
senta la gréfica con los nodos generados hasta llegar a la soluciéon. Las lineas punteadas
indican backtracking, un método que deshace parte de la trayectoria generada cuando
ésta no permite llegar a la solucién.

A continuacién se presentan las listas ABIERTO y CERRADO donde se guardan,
respectivamente, los nodos generados y los expandidos. Las lineas horizontales indican
que dichos nodos fueron eliminados ya sea por haber sido expandidos anteriormente o
por haber llegado a la profundidad limite establecida. El asterisco debajo de un nodo
indica que éste ya existe o que su profundidad es igual a la maxima establecida; por lo
tanto, se elimina para evitar caer en ciclos.

ABIERTO

((HONIE))
(EHFH)BTINHETT=)E11 )
(©22H722 DB 1TIHETT=)E11 )
(@63 —=)722B11IHATT—=)GE11Y))
(O84—=)FO84)F22))B 11 HE 11511 )

* *

(H73=)EB1T1IHAE11=)GS11 )
(ZHA—=)BHA4—=>)EEHNDE 11 =)G111)
* &

(H32<)1532—=)411—=>)511)))
(F6H3|)(A532—=)411—=>)511))

|
(17 16 4 —) Estado meta
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CERRADO
((1 00 NIL))
(211 <)(100NIL))
(622 1211 <)(100NIL))
(863 —)(6221)(211<)(100NIL))
(722 1)863—)6221)211<)(100NIL))

(1173722 })863—=)(622 121 1<)(100NIL))
(GT1IPDHA1T3=)T22 X863 —=)6221)211<)(100NIL))
((1432<)3 11 HATIT3=)(T22 )8 63 —)(622 1211 <)(100NIL))
(16143 [H)(1432<)3 11 HA1T3=)(T722 )8 63 —=)622 121 1<)(100NIL))

El estado meta se encuentra en el nodo (17 16 4 —). El total de nodos generados es
16 (17— 1) y 4 es el nivel donde encontramos el estado meta. La trayectoria que describe
la solucién se recupera de la lista CERRADO:

(17164 —),(16 143 |),(1432 <),31 1 1),(1 00 NIL)

La solucién expresada en lenguaje de estados y operadores queda de la siguiente
manera:

T<=l—

Los métodos de busqueda analizados, breadth-first y depth-first, se conocen como
ciegos, ya que son métodos exhaustivos. En principio, estos métodos proporcionan una
solucién para encontrar una trayectoria, pero son poco practicos porque expanden de-
masiados nodos; ademds, sabemos que existen limites en cuanto a tiempo y espacio
—memoria—. Usando informacién especial del problema y su representacion se puede
aumentar la velocidad. Esa informacion se denomina informacién heuristica.

En el campo de la solucién de problemas, heuristica significa acelerar el proceso
de busqueda hacia la meta mediante la expansion de los nodos mas promisorios. Uno
de los temas que ocupa a la inteligencia artificial es precisamente el estudio de métodos
heuristicos.

En resumen, los métodos analizados pueden mejorar considerablemente su desem-
pefio si les incorporamos conocimiento y heuristica. Uno de los métodos heuristicos de
mejor comportamiento se conoce como A*.

7.7 LA CLASE GRAFICA

Para definir la clase grafica se requiere determinar sus atributos y los métodos necesa-
rios para su manejo. Los atributos son los vértices y aristas, indicando en estas dltimas
si tienen direccién y costo. Para su representacion se puede utilizar cualquiera de las
estructuras presentadas. En cuanto a los métodos, éstos serdn los que permitan encontrar
un vértice, imprimir la informacion de vértices y aristas, asi como encontrar trayectorias
segun el tipo de grafica que se esté representando.

Es recomendable que se defina una clase por tipo de grafica. Es decir, una para las
graficas dirigidas y otra para las graficas no dirigidas. En cada una de ellas se debera
incluir, como métodos, los algoritmos estudiados en este capitulo.
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V¥ EJERCICIOS

1.

a)
b)
c)
d)

FIGURA 7.29

Para cada una de las gréficas de la figura 7.29 indique:

Aquellas que son grificas conectadas.

Aquellas que son graficas ciclicas.

Aquellas que son graficas conexas.

Aquellas que son graficas completas.

Todos los pares de vértices adyacentes.

Un camino entre los vértices a y c, si es posible.

Un camino cerrado entre cualquier par de vértices, si es posible.
Un camino simple entre cualquier par de vértices, si es posible.
El grado de cada vértice.

. Utilice una matriz de adyacencia y una lista similar para representar las graficas de

la figura 7.30a y b.

. Utilice una matriz de adyacencia y una lista de adyacencia para representar la digra-
fica de la figura 7.31.
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FIGURA 7.30

~

4. Utilice una matriz de costos para representar la grafica de la figura 7.32.

5. Utilice una matriz de costos para representar las digréaficas de la figura 7.33a y b.

6. Dada la digréfica representada en la figura 7.34, indique cudles de las siguientes

a)
b)
c)
d)
e)

FIGURA 7.31

sucesiones de indices describen un camino en ella:

1253
5341
3423
1253
25143
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FIGURA 7.32

7. Dada la digréfica de la figura 7.34, encuentre un camino aciclico de:

a) 1as
by 2al
¢) 3a2
d) 4a3
e) Sa4

8. Dada la digréfica de la figura 7.35:

a) Encuentre la trayectoria mds corta del vértice a a todos los otros vértices.
b) Utilice una matriz de costos para representarla.

FIGURA 7.33
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FIGURA 7.34

FIGURA 7.35
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10. Dada la siguiente matriz de adyacencia, dibuje la digréafica correspondiente.

)

S o O

© © © © © © o~

0

S O

11. Dada la siguiente matriz de costos, dibuje la digrafica correspondiente.

a
a (0
b oo
c |3
d oo
e oo
f| e
8 e

0o )

325

12. Aplique el algoritmo de Dijkstra a la digréfica de la figura 7.33b. Tome el vértice a
como vértice origen. Construya la tabla correspondiente al seguimiento del algorit-

mo.

13. Aplique el algoritmo de Floyd a la digrafica de la figura 7.35. Construya la tabla
correspondiente al seguimiento del algoritmo.

14. Aplique el algoritmo de Warshall a la digréfica de la figura 7.35. Construya la tabla
correspondiente al seguimiento del algoritmo.
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15.

16.

17.

b)

18.

19

20.

21

22.

23.

a)

b)

24.

Aplique el algoritmo de Prim a la gréfica de la figura 7.32. Construya la tabla co-
rrespondiente al seguimiento del algoritmo.

Aplique el algoritmo de Kruskal a la grafica de la figura 7.32. Construya la tabla
correspondiente al seguimiento del algoritmo.

Escriba un algoritmo que permita almacenar una gréfica por medio de:

Una matriz de adyacencia.
Una lista de adyacencia.

Escriba un algoritmo que permita almacenar una digrafica por medio de una matriz
de costos.

. Escriba un algoritmo que permita, dada una grafica almacenada por medio de una

matriz de adyacencia, imprimir todos los pares de vértices adyacentes.

Escriba una versiéon modificada del algoritmo de Dijkstra que permita elegir el ca-
mino con el menor nimero de aristas, en caso de trayectorias con igual costo.

. Escriba un algoritmo que permita eliminar las aristas necesarias para obtener, como

resultado, una grafica aciclica.

Considere que hay cuatro tipos de sangre: A, B, AB 'y O. Ademds, se sabe que el tipo
O es compatible (“puede donar a”) con cualquiera de los cuatro tipos; el tipo A es
compatible con su tipo y con el tipo AB; el tipo B es compatible con su tipo y con
el tipo AB, y el tipo AB sélo puede donar a su mismo tipo. Utilice una grafica para
representar esta informacién. ;Qué tipo de grafica serd la mas apropiada? Justifique
su respuesta.

Piense en la receta para preparar su platillo favorito. Las operaciones involucradas,
junto con el tiempo requerido para su realizacién, pueden representarse por medio
de una gréfica. En ella se pueden indicar las tareas a realizar simultdneamente, asi
como aquellas que deben seguir cierta seriacion. Utilice una gréfica y represéntela,
considerando que:

Usted no cuenta con ayuda y, por lo tanto, va a llevar a cabo cada una de las activi-
dades requeridas.

Usted cuenta con tantos ayudantes como desee y, por lo tanto, ciertas tareas se pue-
den realizar paralelamente.

Se quiere representar una topologia de una red telefénica, donde se distinguen cen-
trales de conmutacion y enlaces entre las centrales. Los enlaces entre las centrales
son bidireccionales y con diferentes capacidades de transmision (canales de voz).
Utilice una gréafica para representar una red de este tipo. ;Qué tipo de grafica serd
la mas apropiada? ;Cémo se modifica la grafica si cambian las capacidades? ;Qué
operaciones sobre esta grafica podrian ser de interés? Justifique sus respuestas.



25.

26.

27.

28.
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Se tiene un alfabeto que consiste en todas las palabras binarias de tres bits. Al
transmitirlos a través de un canal con ruido se originan cambios, y, por lo tanto, se
origina transicidn entre las palabras transmitidas. Por ejemplo, si la palabra trans-
mitida es 010, la recibida podria ser 000. Suponga que en cada palabra transmitida
puede haber sélo un digito con error. Con una gréfica represente todas las palabras
del alfabeto y las transiciones que pueden originarse a otras palabras al transmitirlas
a través del canal con ruido. ;Qué tipo de grafica serd la mas apropiada? Justifique
su respuesta.

Se tienen tres jarras de agua con capacidades de cinco, tres y siete litros. Ninguna
de ellas presenta marcas de medicion. Se tiene una bomba que permite llenar las ja-
rras de agua. ; Como se pueden colocar exactamente cuatro (4) litros de agua en la
jarra de cinco litros de capacidad?

Tres misioneros y tres canibales se encuentran sobre la orilla de un rio. Todos quie-
ren llegar a la otra orilla, pero inicamente hay un bote para dos personas. Los mi-
sioneros, para no correr el riesgo de ser comidos, quieren que su nimero nunca sea
menor que el de canibales en el mismo lado del rio. ; Cémo pueden cruzar todos sin
que los misioneros estén en peligro?

Muestre que la cadena (((), (), O, (O, ())) pertenece al lenguaje generado por la
gramdtica G, aplicando las siguientes reglas de reescritura:

S0
A<S
A<AA
S < (A)

. Considere el estado inicial, el estado final y los operadores que se dan a continua-

cion. Encuentre la solucion al problema.

h T # l Operadores

AS 6 BS 6
B’ A

Estado inicial Estado final
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30. Defina la clase Grdfica, correspondiente a una grafica no dirigida, utilizando una
matriz de costos para almacenar las aristas y sus costos.

31. Retome el problema anterior e incluya los métodos necesarios para implementar los
algoritmos de Prim y Kruskal.

32. Defina la clase Digrdfica, correspondiente a una gréfica dirigida, utilizando una
lista de adyacencia para almacenar las aristas y sus costos. Puede reusar la clase
Listas del capitulo 5.

33. Retome el problema anterior e incluya en la clase los métodos necesarios para im-
plementar los algoritmos de Dijkstra, Floyd y Warshall.



Capitulo

METODOS
DE ORDENACION

8.1 INTRODUCCION

Ordenar significa reagrupar o reorganizar un conjunto de datos u objetos en una se-
cuencia especifica. Los procesos de ordenacion y busqueda —este ultimo se estudiard
en el siguiente capitulo— son frecuentes en nuestra vida. Vivimos en un mundo de-
sarrollado, automatizado, acelerado, donde la informacién representa un elemento de
vital importancia. La sociedad debe estar informada y, por lo tanto, constantemente se
necesita buscar y recuperar informacion.

La operacién de busqueda —recuperaciéon— de informacién normalmente se efec-
tda sobre elementos ordenados, lo que demuestra que, en general, donde haya objetos
que se deban buscar y recuperar estard presente el proceso de ordenacion.

Los objetos ordenados aparecen por doquier. Directorios telefonicos, registros de
pacientes de un hospital, registros de huéspedes de un hotel, indices de libros de una bi-
blioteca, son tan s6lo algunos ejemplos de objetos ordenados con los que el ser humano
se encuentra frecuentemente. Incluso y de manera informal se puede sefialar que desde
nifio se nos ensefia a ser organizado, a poner las cosas en orden.

La ordenacion es una actividad fundamental y relevante en la vida. Imagine el lec-
tor qué ocurriria si se deseara encontrar un libro en una biblioteca con mas de 100 000
volimenes y éstos estuvieran desordenados o registrados en los indices en el orden en el
cual fueron recibidos; o, por ejemplo, si se quisiera hablar por teléfono con una persona
y se encontrara que en el directorio los abonados estdn ordenados segiin su nimero te-
lefénico, en forma ascendente o descendente. La tarea seria mayuscula, pero sin ningin
sentido.

Formalmente se define ordenacion de la siguiente manera:

Sea A una lista de N elementos:

ALA

pARAL LA

Ordenar significa permutar estos elementos de tal forma que queden de acuerdo con
una distribucion preestablecida.
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FIGURA 8.1
Ordenacion interna.

D Ascendente:A <A <A <..<A,
D Descendente: A =A,2A,2...24,

En el procesamiento de datos a los métodos de ordenacion se les clasifica en dos
grandes categorias, segin donde hayan sido almacenados:

D  Ordenacién de arreglos.
D  Ordenacién de archivos.

La primera categoria se denomina también ordenacién interna, ya que los elemen-
tos o componentes del arreglo se encuentran en la memoria principal de la computadora.
La segunda categoria se llama ordenacion externa, ya que los elementos se encuentran
en archivos almacenados en dispositivos de almacenamiento secundario, como discos,
cintas, tambores, etcétera.

Si se buscara una analogia entre los métodos de ordenacién y la vida real, se podria
mencionar que para la maquina, la ordenacioén interna representa lo que para un humano
significa ordenar un conjunto de tarjetas que se encuentran visibles y extendidas todas
sobre una mesa. La ordenacién externa, en cambio, representa para la maquina lo que
para un humano significa ordenar un conjunto de tarjetas que estdn dispuestas una deba-
jo de otra y en donde sélo se visualiza la primera.

En la primera parte de este capitulo se estudiardn los métodos mds importantes de
ordenacién interna y posteriormente los mds interesantes de ordenacion externa.




FIGURA 8.2
Ordenacion externa.
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8.2 ORDENACION INTERNA

Los métodos de ordenacion interna se explicardn con arreglos unidimensionales, pero
su uso puede extenderse a otros tipos de arreglos y estructuras de datos. Es importante
seflalar, ademads, que se trabajard con métodos de ordenacion in situ, es decir, métodos
que no requieren de arreglos auxiliares para su ordenacién. Los métodos que requie-
ren de arreglos auxiliares son generalmente ineficientes e intrinsecamente de menor
interés.

Los métodos de ordenacidn interna a su vez se pueden clasificar en dos tipos:

D Meétodos directos (n?).
D  Métodos logaritmicos (n * log n).

Los métodos directos tienen la caracteristica de que su implementacion es relati-
vamente sencilla y son faciles de comprender, aunque son ineficientes cuando N —el
nimero de elementos del arreglo— es de tamafno mediano o grande. Los métodos lo-
garitmicos, por su parte, son mas complejos que los directos. Su elaboracion es mas
sofisticada y, al ser menos intuitivos, resultan mas dificiles de entender. Sin embargo,
son mds eficientes ya que requieren de menos comparaciones y movimientos para or-
denar sus elementos.

Es importante destacar que una buena medida de eficiencia entre los distintos méto-
dos la constituye el tiempo de ejecucion del algoritmo y éste depende fundamentalmen-
te del nimero de comparaciones y movimientos que se realicen entre sus elementos.

Como conclusién se puede sefialar que cuando N es pequeiio se deben utilizar mé-
todos directos y cuando N es mediano o grande se usardn métodos logaritmicos.

Los métodos directos mas conocidos son:
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8.2.1

Ejemplo 8.1

D  Ordenacién por intercambio.
D  Ordenacién por insercion.
D  Ordenacién por seleccion.

Ordenacion por intercambio directo (burbuja)

El método de intercambio directo, conocido coloquialmente como burbuja, es el mds
utilizado entre los estudiantes principiantes de computacién por su facil comprension y
programacion. Pero es preciso sefialar que es quizds el método mas ineficiente.

El método de intercambio directo puede trabajar de dos maneras diferentes: llevan-
do los elementos mds pequefios hacia la parte izquierda del arreglo o trasladando los
elementos mds grandes hacia su parte derecha. La idea basica de este algoritmo consiste
en comparar pares de elementos adyacentes e intercambiarlos entre si hasta que todos
se encuentren ordenados. Se realizan (n — 1) pasadas transportando en cada una de ellas
el menor o mayor de elementos —segtin sea el caso— a su posicion ideal. Al final de las
(n — 1) pasadas los elementos del arreglo estardn ordenados.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A,
transportando en cada pasada el menor elemento hacia la parte izquierda del arreglo.

A:15 67 08 16 44 27 12 35
Las comparaciones que se realizan son:
PRIMERA PASADA

A[7]>A[8] (12> 35) no hay intercambio
Al6] > A[7] (27> 12) sf hay intercambio
A[S]>A[6] (44> 12) sf hay intercambio
Al4] > A[5] (16> 12) sf hay intercambio
A[3]>A[4] (08 >12) no hay intercambio
A[2] > A[3] (67 >08) sf hay intercambio
A[l]>A[2] (15>08) sf hay intercambio

Luego de la primera pasada el arreglo queda asi:
A: 15 67 12 16 44 27 35

Observe que el elemento mds pequefio, en este caso 08, fue situado en la parte
izquierda del arreglo.

SEGUNDA PASADA
A[7] > A[8] (27 > 35) no hay intercambio

A[6] > A[7] (44 >27) sf hay intercambio
A[5]>A[6] (16>27) no hay intercambio
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Al4] > A[5] (12>16) no hay intercambio
A[3]>A[4] (67>12) si hay intercambio
A[2]>A[3] (15>12) si hay intercambio

Luego de la segunda pasada el arreglo queda asi:

A: [08][12]15 67 16 27 44 35

y el segundo elemento mds pequefio del arreglo, en este caso 12, fue situado en la se-
gunda posicidn.
En la tabla 8.1 se presenta el resultado de las pasadas restantes.

3a. pasada: 08 12 15 16 67 27 35 44
4a. pasada: 08 12 15 16 27 67 35 44
Sa. pasada: 08 12 15 16 27 35 67 44
6a. pasada: 08 12 15 16 27 35 44 67
7a.pasada: | 08 12 15 16 27 35| [a] [e7]

El algoritmo de ordenacién por el método de intercambio directo que transporta en
cada pasada el menor elemento hacia la parte izquierda del arreglo es el siguiente:

Algoritmo 8.1 Burbuja_menor

Burbuja_menor (4, N)

{Este algoritmo ordena los elementos del arreglo unidimensional utilizando el método de la
burbuja. Transporta en cada pasada el elemento mds pequefio hacia la parte izquierda del
arreglo. A es un arreglo unidimensional de N elementos }

{1, J y AUX son variables de tipo entero}

1. Repetir con I desde 2 hasta N
1.1 Repetir con J desde N hasta [
1.1.1 SiA(J-1) > A[J] entonces
Hacer AUX <= A[J - 1], A[J - 1] <= A[I] y A[I] < AUX
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
transportando en cada pasada el mayor elemento hacia la parte derecha del arreglo:

A: 15 67 08 16 44 27 12 35
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TABLA 8.2

Las comparaciones que se realizan son:
PRIMERA PASADA

A[l]>A[2] (15>67) no hay intercambio
A[2] > A[3] (67 >08) sf hay intercambio
A[3]>A[4] (67> 16) sf hay intercambio
Al4] > A[5] (67 >44) sf hay intercambio
A[S5] > A[6] (67 >27) sf hay intercambio
A[6] > A[7] (67> 12) sf hay intercambio
A[7] > A[8] (67 >35) sf hay intercambio

A: 15 08 16 44 27 12 35 [67]

Observe que el elemento mds grande, en este caso 67, fue situado en la dltima po-
sicion del arreglo.

SEGUNDA PASADA

A[l]>A[2] (15>08) sf hay intercambio
A[2] > A[3] (15> 16) no hay intercambio
A[3]>A[4] (16>44) no hay intercambio
Al4] > A[5] (44 >27) sf hay intercambio
A[S]>A[6] (44> 12) sf hay intercambio
A[6] > A[7] (44 > 35) sf hay intercambio

A: 08 15 16 27 12 35

y el segundo elemento mds grande del arreglo, en este caso 44, fue situado en la penul-
tima posicion. En la tabla 8.2 se ve el resultado de las pasadas restantes.

3a. pasada: 08 15 16 12 27 35 44 67
4a. pasada: 08 15 12 16 27 35 44 67
Sa. pasada: 08 12 15 16 27 35 44 67
6a. pasada: 08 12 15 16 27 35 44 67
7apasada: 08 | [12] |15 16| [27] [35] (&) |e7

El algoritmo de ordenacién por el método de intercambio directo que transporta en
cada pasada el elemento mayor hacia la parte derecha del arreglo es:

Algoritmo 8.2 Burbuja_mayor
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Burbuja_mayor (A, N)

{El algoritmo ordena los elementos del arreglo unidimensional A. Transporta en cada pasada
el elemento mds grande hacia la parte derecha del arreglo. A es un arreglo de N elementos }
{1, J y AUX son variables de tipo entero}

1. Repetir con I desde N — 1 hasta 1
1.1 Repetir con J desde 1 hasta /
1.1.1 Si A[J] > A [J + 1] entonces
Hacer AUX < A[J], A[J] < A[J + 1] y A[J + 1] < AUX
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Analisis de eficiencia del método
de intercambio directo

El ntimero de comparaciones que se realizan en el método de la burbuja se puede con-
tabilizar facilmente. En la primera pasada se realizan (n — 1) comparaciones, en la se-
gunda pasada (n — 2) comparaciones, en la tercera pasada (n — 3) comparaciones y asi
sucesivamente hasta llegar a 2 y 1 comparaciones entre claves, siendo n el nimero de
elementos del arreglo. Por lo tanto, tenemos que el nimero de comparaciones es:
k —

C:(n—1)+(n—2)+...+2+1=M

que es igual a:

) Férmula 8.1

Como ya se menciond en el capitulo 2, se hace uso del principio de induccién ma-
temadtica para desarrollar ciertas formulas.

Respecto del nimero de movimientos, éstos dependen fundamentalmente de si el
arreglo se encuentra ordenado, desordenado o en orden inverso. Los movimientos para
cada uno de estos casos son:

M_=0 M_=075%@-n) M =15%@n-n) Férmula 8.2

Asf, por ejemplo, si se tiene que ordenar un arreglo que contiene 500 elementos, el
nimero de movimientos que se tendrd que realizar es:

a) Si el arreglo se encuentra ordenado:
D 124 750 comparaciones
D 0 movimientos

b) Silos elementos del arreglo se encuentran dispuestos en forma aleatoria:
D 124 750 comparaciones
D 187 125 movimientos
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c) Silos elementos del arreglo se encuentran en orden inverso:
D 124 750 comparaciones
D 374250 movimientos

Ahora bien, el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo de la burbuja es propor-
cional a n2, O(n?), donde n es el nimero de elementos del arreglo.

A continuacién se presentardn dos variantes del método de intercambio directo:
método de intercambio directo con sefial y método de shaker sort.

8.2.2 Ordenacion por el método de intercambio
directo con sehal

Este método es una modificaciéon del método de intercambio directo analizado en la
seccién anterior. La idea central de este algoritmo consiste en utilizar una marca o sefial
para indicar que no se ha producido ningiin intercambio en una pasada. Es decir, se
comprueba si el arreglo estd totalmente ordenado después de cada pasada, terminando
su ejecucién en caso afirmativo. El algoritmo de ordenacién por el método de la burbuja
con sefial es:

Algoritmo 8.3 Burbuja_sefial

Burbuja_seial (A, N)

{El algoritmo ordena los elementos del arreglo utilizando el método de la burbuja con sefial. A
es un arreglo unidimensional de N elementos }
{1, J y AUX son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo booleano}

1. Hacer / < 1 y BAND < FALSO
2. Mientras (I = N — 1) y (BAND = FALSO)) Repetir
Hacer BAND <= VERDADERO
2.1 Repetir con J desde 1 hasta N — 1
2.1.1 Si(A[J] > A[J + 1]) entonces
Hacer AUX < A[J], A[J] < A[J + 1], A[J + 1] < AUX
y BAND < FALSO
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
Hacer/ <= I+ 1
3. {Fin del ciclo del paso 2}

A continuacién presentamos la segunda variante del método de intercambio di-
recto.
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Ordenacion por el método de la sacudida (shaker sort)

El método de shaker sort, mas conocido como el método de la sacudida, es una optimi-
zacién del método de intercambio directo. La idea bésica de este algoritmo consiste en
mezclar las dos formas en que se puede realizar el método de la burbuja.

En este algoritmo cada pasada tiene dos etapas. En la primera etapa, de derecha a
izquierda, se trasladan los elementos mds pequefios hacia la parte izquierda del arre-
glo, almacenando en una variable la posicién del dltimo elemento intercambiado. En
la segunda etapa, de izquierda a derecha, se trasladan los elementos mds grandes hacia
la parte derecha del arreglo, almacenando en otra variable la posicién del ultimo ele-
mento intercambiado. Las sucesivas pasadas trabajan con los componentes del arreglo
comprendidos entre las posiciones almacenadas en las variables auxiliares. El algoritmo
termina cuando en una etapa no se producen intercambios, o bien cuando el contenido
de la variable que guarda el extremo izquierdo del arreglo es mayor que el contenido de
la variable que almacena el extremo derecho.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
utilizando el método de la sacudida.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35

PRIMERA PASADA

Primera etapa (de derecha a izquierda)

A[7]>A[8] (12> 35) no hay intercambio
A[6] > A[7] (27> 12) si hay intercambio
A[S5]>A[6] (44>12) si hay intercambio
Al4] > A[5] (16> 12) si hay intercambio
A[3]>A[4] (08 >12) no hay intercambio
A[2] > A[3] (67 >08) si hay intercambio
A[l]>A[2] (15>08) si hay intercambio

Ultima posicién de intercambio de derecha a izquierda: 2.

Luego de la primera etapa de la primera pasada, el arreglo queda asi:

A: [08]15 67 12 16 44 27 35

Segunda etapa (de izquierda a derecha)

A[2]>A[3] (15>67) no hay intercambio
A[3]>A[4] (67>12) si hay intercambio
Al4] > A[5] (67> 16) si hay intercambio
A[5]>A[6] (67>44) si hay intercambio
A[6] > A[7] (67>27) si hay intercambio
A[7]>A[8] (67> 35) si hay intercambio

Ultima posicién de intercambio de izquierda a derecha: 8.
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Luego de la segunda etapa de la primera pasada, el arreglo queda asi:

A: [08] 15 12 16 44 27 35[67]

SEGUNDA PASADA
Primera etapa (de derecha a izquierda)

A[6] > A[7] (27 > 35) no hay intercambio
A[S5] > A[6] (44 >27) sf hay intercambio
Al4] > A[5] (16>27) no hay intercambio
A[3]>A[4] (12> 16) no hay intercambio
A[2] > A[3] (15>12) sf hay intercambio

Ultima posicién de intercambio de derecha a izquierda: 3.

A: [08][12] 15 16 27 44 35[67]

Segunda etapa (de izquierda a derecha)

A[3]>A[4] (15>16) no hay intercambio
Al4] > A[5] (16>27) no hay intercambio
A[S]>A[6] (27 >44) no hay intercambio
A[6] > A[7] (44 > 35) sf hay intercambio

Ultima posicién de intercambio de izquierda a derecha: 7.

A: [08][12]15 16 27 34

Al realizar la primera etapa de la tercera pasada se observa que no se realizaron
intercambios; por lo tanto, la ejecucién del algoritmo se termina. El algoritmo de orde-
nacién por el método de la sacudida es el siguiente:

Algoritmo 8.4 Sacudida

Sacudida (A, N)

{El algoritmo ordena los elementos de un arreglo unidimensional utilizando el método de la
sacudida. A es un arreglo de N elementos }
{1, 1ZQ, DER, K y AUX son variables de tipo entero}

1. Hacer IZQ <~ 2, DER <~ Ny K < N
2. Mientras (DER = 1ZQ) Repetir
2.1 Repetir con I desde DER hasta IZQ {Ciclo descendente }
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2.1.1 Si (A[I-1]> A[l]) entonces
Hacer AUX < A[I - 1], A[/- 1] < A[I], A[l] < AUX y K < [
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
Hacer [ZQ < K+ 1
2.3 Repetir con I desde 1ZQ hasta DER {Ciclo ascendente}
2.3.1 Si (A[I-1]> A[l]) entonces
Hacer AUX <= A[I - 1], A[I - 1] < A[l], A[l] < AUXy K <[
2.3.2 {Fin del condicional del paso 2.2.1}
2.4 {Fin del ciclo del paso 2.3}
Hacer DER <~ K -1
3. {Fin del ciclo 2}

Anadlisis de eficiencia del método de la sacudida

El andlisis del método de la sacudida, y en general el de los métodos mejorados y loga-
ritmicos, es muy complejo. Para el andlisis de este método es necesario tener en cuenta
tres factores que afectan directamente al tiempo de ejecucién del algoritmo: las com-
paraciones entre las claves, los intercambios entre ellas y las pasadas que se realizan.
Encontrar férmulas que permitan calcular cada uno de estos factores es una tarea muy
dificil de realizar.

Los estudios que se han efectuado sobre el método de la sacudida demuestran que
en él s6lo se pueden reducir las dobles comparaciones entre claves, pero se debe recor-
dar que la operacién de intercambio es una tarea mds complicada y costosa que la de
comparacion. Por lo tanto, es posible afirmar que las habiles mejoras realizadas sobre
el método de intercambio directo s6lo producen resultados apreciables si el arreglo estd
parcialmente ordenado, lo cual resulta dificil saber de antemano; pero si el arreglo esta
desordenado el método se comporta, incluso, peor que otros métodos directos, como los
de insercion y seleccidon.

Ordenacion por insercion directa

El método de ordenacion por insercién directa es el que utilizan generalmente los ju-
gadores de cartas cuando las ordenan, de ahi que también se conozca con el nombre de
método de la baraja.

La idea central de este algoritmo consiste en insertar un elemento del arreglo en su
parte izquierda, que ya se encuentra ordenada. Este proceso se repite desde el segundo
hasta el n-ésimo elemento. Observemos un ejemplo.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
utilizando el método de insercidn directa:

A: 15 67 08 16 44 27 12 35
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TABLA 8.3

Las comparaciones que se realizan son:
PRIMERA PASADA
A[2] <A[l] (67 <15) no hay intercambio
A: 08 16 44 27 12 35
SEGUNDA PASADA

A[3]<A[2] (08 <67) sf hay intercambio
A[2] <A[1] (08 < 15) sf hay intercambio

A: [08][15][67 | 16 44 27 12 35
TERCERA PASADA

Al4] <A[3] (16<67) sf hay intercambio
A[3] <A[2] (16<15) no hay intercambio

A: [08][15][16][67 |44 27 12 35

Observe que una vez que se determina la posicion correcta del elemento se inte-
rrumpen las comparaciones. Por ejemplo, para el caso anterior no se realizé la compara-
cién A[2] < A[1]. En la tabla 8.3 se presenta el resultado de las pasadas restantes.

El algoritmo de ordenacién por el método de insercién directa es:

Algoritmo 8.5 Insercién

Insercion (A, N)

{Este algoritmo ordena los elementos del arreglo utilizando el método de insercién directa. A
es un arreglo unidimensional de N elementos }
{1, AUX y K son variables de tipo entero}

1. Repetir con I desde 2 hasta N
Hacer AUX < A[l]y K< 1-1
1.1 Mientras (K = 1) y (AUX < A[K])) Repetir
Hacer A[K + 1] << A[K]y K< K- 1
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
Hacer A[K + 1] <= AUX
2. {Fin del ciclo del paso 1}

4a. pasada: 08 15 16 44 67 27 12 35
Sa. pasada: 08 15 16 27 44 67 12 35
6a. pasada: 08 12 15 16 27 44 67 35
7a. pasada: 08 12 15 16 27 35 44 | 67 |
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Analisis de eficiencia del método de insercion directa

El nimero minimo de comparaciones y movimientos entre claves se produce cuando los
elementos del arreglo ya estan ordenados. Analice el siguiente caso:

Sea A un arreglo formado por los elementos:
A: 15 20 45 52 86

Las comparaciones que se realizan son:
PRIMERA PASADA
A[2] <A[l] (20<15) no hay intercambio
SEGUNDA PASADA
A[3]<A[2] (45<20) no hay intercambio
TERCERA PASADA
Al4] <A[3] (52<45) no hay intercambio
CUARTA PASADA
A[S]<A[4] (86<52) no hay intercambio

Luego de las comparaciones realizadas, el arreglo correspondiente queda asi:

A: [15] [20] [45] [52] [86]

Observe que para este ejemplo se efectuaron cuatro comparaciones. En general,
podemos afirmar que si el arreglo se encuentra ordenado se efectian como maximo
n — 1 comparaciones y 0 movimientos entre elementos.

C =n-1 Formula 8.3

min

El nimero médximo de comparaciones y movimientos entre elementos se produce
cuando los elementos del arreglo estan en orden inverso.

Sea A un arreglo formado por los siguientes elementos:
A: 86 52 45 20 15

Las comparaciones que se realizan son:
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PRIMERA PASADA
A[2] <A[1] (52<86) sf hay intercambio
SEGUNDA PASADA

A[3] <A[2] (45<86) sf hay intercambio
A[2] <A[l] (45<52) sf hay intercambio

TERCERA PASADA

Al4] <A[3] (20< 86) sf hay intercambio
A[3] <A[2] (20<52) sf hay intercambio
A[2] <A[1] (20<45) sf hay intercambio

CUARTA PASADA

A[S]<A[4] (15<86) sf hay intercambio
Al4] <A[3] (15<52) sf hay intercambio
A[3] <A[2] (15<45) sf hay intercambio
A[2] <A[1] (15<20) sf hay intercambio

Observe que en la primera pasada se realizé una comparacion; en la segunda, dos

comparaciones; en la tercera, tres comparaciones, y asi sucesivamente hasta n — 1 com-
paraciones entre elementos. Por lo tanto:

n*(n-1)

M, =1+2+3+...+(n-1)= 5

que es igual a

Formula 8.4

Ahora bien, el niimero de comparaciones promedio, que es cuando los elementos
aparecen en el arreglo en forma aleatoria, se puede calcular mediante la suma de las
comparaciones minimas y maximas dividida entre 2.

(nz—n):|

2

. =[(n_1)+

med 2

Al hacer la operacién queda:
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(n2 +n— 2) Formula 8.5

Respecto del nimero de movimientos, si el arreglo se encuentra ordenado no se
realiza ninguno. Por lo tanto:

M =0 Formula 8.6

El nimero maximo de movimientos se presenta cuando el arreglo estd en orden
inverso. Observe el ejemplo anterior. En la primera pasada se realizé un movimiento, en
la segunda dos y asi sucesivamente hasta n — 1 movimientos entre los elementos en la
tltima pasada. Por lo tanto:

n*(n-1)
2

M, =14+2+3+...+(n-1)=

méx

que es igual a
(nz - n) Férmula 8.7

El nimero de movimientos promedio, que se da cuando los elementos se encuen-
tran en el arreglo en forma aleatoria, se calcula como la suma de los movimientos mini-
mos y maximos dividida entre 2. Por lo tanto:

M, .= T
Al hacer la operacién queda:
..................................................................................................................................................................... v
M - n24— n Férmula 8.8

Asf, por ejemplo, si se tiene que ordenar un arreglo que contiene 500 elementos:

a) Siel arreglo se encuentra ordenado serdn necesarias:
D 499 comparaciones
D 0 movimientos

b) Si los elementos del arreglo se encuentran dispuestos en forma aleatoria se realiza-
ran:
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D 62 624 comparaciones, en promedio.
D 62 375 movimientos, en promedio.

c) Silos elementos del arreglo se encuentran en orden inverso serdn necesarias:
D 124 750 comparaciones.
D 124 750 movimientos.

Es importante sefialar que el tiempo requerido para ejecutar el algoritmo de in-
sercién directa es proporcional a n?, O(n?), donde n es el nimero de elementos del
arreglo.

A pesar de ser un método ineficiente y recomendable s6lo cuando n es pequeiio, el
método de insercidn directa se comporta mejor que los métodos de intercambio directo
analizados anteriormente.

Ordenacion por el método de insercion binaria

El método de ordenacién por insercién binaria es una mejora del método de insercion
directa presentado anteriormente. La mejora consiste en realizar una bisqueda binaria
en lugar de una buisqueda secuencial, para insertar un elemento en la parte izquierda
del arreglo, que ya se encuentra ordenado. El proceso, al igual que en el método de
insercion directa, se repite desde el segundo hasta el n-ésimo elemento. Analicemos un
ejemplo.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
utilizando el método de insercién binaria.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35
A continuacién se presentan las comparaciones que se llevan a cabo:

PRIMERA PASADA

A[2] <A[l] (67<15) no hay intercambio

A: [15] [67]08 16 44 27 12 35

SEGUNDA PASADA

A[3] <A[l] (08 < 15) si hay intercambio

A: [08] [15] [67] 16 44 27 12 35

TERCERA PASADA

Al4] <A[2] (16<15) no hay intercambio
Al4] <A[3] (16<67) si hay intercambio

A:[08] [15] [16] [67] 44 27 12 35
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CUARTA PASADA

A[S]<A[2] (44<15) no hay intercambio
A[S]<A[3] (44<16) no hay intercambio
A[S]<A[4] (44<67) si hay intercambio

A: (o8] [15] [16] [44] [67]27 12 35
QUINTA PASADA

A[6] <A[3] (27<16) no hay intercambio

A[6] <A[4] (27<44) si hay intercambio

A:[o8] [15] [16] [27] [44] [67] 12 35
SEXTA PASADA

A[7] <A[3] (12<16) si hay intercambio

A[7] <A[1] (12<08) no hay intercambio
A[7]<A[2] (12<15) si hay intercambio

A:los]| [12] [15] [16] [27] [44] [67] 35
SEPTIMA PASADA

A[8]<A[4] (35<16) no hay intercambio

A[8] <A[6] (35<44) si hay intercambio

A[8] <A[5] (35<27) no hay intercambio
A:[os] [12] [15] [16] [27] [35] [44] [67]

El algoritmo de ordenacién por el método de insercién binaria es:

Algoritmo 8.6

Insercién_binaria

Insercion_binaria (A, N)

345

{Este algoritmo ordena los elementos de un arreglo unidimensional utilizando el método de
insercién binaria. A es un arreglo unidimensional de N elementos }
{1, AUX, IZQ, DER, M y J son variables de tipo entero}

1. Repetir con I desde 2 hasta N
Hacer AUX <— A[I],IZQ <~ 1l yDER < [ -1
1.1 Mientras (IZQ < DER) Repetir
Hacer M < parte entera ((IZQ + DER) entre 2)
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1.1.1 Si (AUX =< A[M])
entonces
Hacer DER <~ M -1
si no
Hacer [ZQ < M + 1
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
HacerJ <~ 1-1
1.3 Mientras (J = IZQ) Repetir
HacerA[J+ 1] < A[J]yJ<J-1
1.4 {Fin del ciclo del paso 1.3}
Hacer A[1ZQ] <= AUX
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Analisis de eficiencia del método de insercion binaria

Al analizar el método de ordenacidén por insercién binaria se advierte la presencia de
un caso antinatural. El método efectia el menor niimero de comparaciones cuando el
arreglo estd totalmente desordenado y el maximo cuando se encuentra ordenado.

Es posible suponer que mientras en una bisqueda secuencial se necesitan K com-
paraciones para insertar un elemento, en una binaria se necesitard la mitad de las K
comparaciones. Por lo tanto, el nimero de comparaciones promedio en el método de
ordenacién por insercién binaria se puede calcular como:

— * —
C=l+z+§+...+(n ) _n*(n-1)
2 2 2 2 4

que es igual a:
2 2
(” - Vl) Formula 8.9

Este es un algoritmo de comportamiento antinatural y, por lo tanto, es necesario
ser muy cuidadoso cuando se hace un analisis de él. Las habiles mejoras introducidas
producen un efecto negativo cuando el arreglo estd ordenado y resultados apenas satis-
factorios cuando las claves estdn desordenadas. De todas maneras, se debe recordar que
no se reduce el nimero de movimientos que es una operacién mas complicada y costosa
que la operacién de comparacion. Por lo tanto, el tiempo de ejecucién del algoritmo
sigue siendo proporcional a n%, O(n?).

Ordenacion por seleccion directa

El método de ordenacion por seleccién directa es mas eficiente que los métodos anali-
zados anteriormente. Pero, aunque su comportamiento es mejor que el de aquéllos y su
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programacion es facil y comprensible, no se recomienda utilizarlo cuando el niimero de
elementos del arreglo es mediano o grande. La idea bdsica de este algoritmo consiste
en buscar el menor elemento del arreglo y colocarlo en la primera posicién. Luego se
busca el segundo elemento mds pequefio del arreglo y se lo coloca en la segunda posicion.
El proceso continda hasta que todos los elementos del arreglo hayan sido ordenados. El
método se basa en los siguientes principios:

1. Seleccionar el menor elemento del arreglo.

2. Intercambiar dicho elemento con el primero.

3. Repetir los pasos anteriores con los (n — 1), (n — 2) elementos, y asi sucesivamente
hasta que s6lo quede el elemento mayor.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
utilizando el método de seleccién directa.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35

Las comparaciones que se realizan son:
PRIMERA PASADA
Se realiza la asignacion: MENOR < A[1] (15)

(MENOR < A[2]) (15<67) si se cumple la condicién
(MENOR < A[3]) (15<08) no se cumple la condicion
MENOR < A[3] (8)
(MENOR < A[4]) (08 < 16) si se cumple la condicion
(MENOR < A[5]) (08 <44) si se cumple la condicion
(MENOR < A[6]) (08 <27) si se cumple la condicion
(MENOR < A[7]) (08 < 12) si se cumple la condicion
(MENOR < A[8]) (08 < 35) si se cumple la condicion

Luego de la primera pasada, el arreglo queda de la siguiente forma:

A [08] 67 15 16 44 27 12 35

Observe que el menor elemento del arreglo A[3](08) se intercambid con el primer
elemento A[1](15), realizando solamente un movimiento.

SEGUNDA PASADA

Se realiza la siguiente asignacion: MENOR < A[2](67)

(MENOR < A[3]) (67<15) no se cumple la condicion
MENOR < A[3] (15)

(MENOR < A[4]) (15<16) si se cumple la condicion
(MENOR < A[5]) (15<44) si se cumple la condicion
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(MENOR < A[6]) (15<27) si se cumple la condicién

(MENOR < A[7]) (15<12) no se cumple la condicién
MENOR < A[7](12)

(MENOR < A[8]) (12 <35) si se cumple la condicién

A:[o08] [12] 15 16 44 27 67 35

Observe que el segundo elemento mas pequefio del arreglo A[7](12) se intercambid
con el segundo elemento, A[2](67).
En la tabla 8.4 se observa el resultado de las pasadas restantes.

3a. pasada: 08 12 15 16 44 27 67 35
4a. pasada: 08 12 15 16 44 27 67 35
Sa. pasada: 08 12 15 16 27 44 67 35
6a. pasada: 08 12 15 16 27 35 67 44
7a. pasada: 08 12 15 16 27 35| |44 |e7]

El algoritmo de ordenacién por el método de seleccién directa es:

Algoritmo 8.7  Seleccién

Seleccion (A, N)

{Este algoritmo ordena los elementos de un arreglo unidimensional utilizando el método de
seleccion directa. A es un arreglo unidimensional de N elementos }
{Z, MENOR, Ky J son variables de tipo entero}

1. Repetir con I desde 1 hasta N — 1
Hacer MENOR <— A[l]y K < [
1.1 Repetir con J desde I + 1 hasta N
1.1.1 Si (A[J] < MENOR) entonces
Hacer MENOR <— A[J]y K < J
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
Hacer A[K] <= A[I] y A[I] < MENOR
2. {Fin del ciclo del paso 1}

Analisis de eficiencia del método de seleccion directa

El andlisis del método de seleccion directa es relativamente simple. Se debe considerar
que el nimero de comparaciones entre elementos es independiente de la disposicién ini-
cial de éstos en el arreglo. En la primera pasada se realizan (n — 1) comparaciones, en la
segunda pasada (n — 2) comparaciones y asi sucesivamente hasta 2 y 1 comparaciones,
en la penultima y ultima pasadas, respectivamente. Por lo tanto:
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C=(n—1)+(n—2)+...+2+1=—n*(n_l)

que es igual a:

c="r—n Férmula 8.10

Respecto del nimero de intercambios, siempre serd n — 1, a excepcién de que se
tenga incorporada en el algoritmo alguna técnica para prevenir el intercambio de un
elemento consigo mismo. Por lo tanto:

M=n-1 Formula 8.11

Asf, por ejemplo, si se tiene que ordenar un arreglo que contiene 500 elementos, se
efectuaran 124 750 comparaciones y 499 movimientos.

El tiempo de ejecucion del algoritmo es proporcional a n?, O(n?), aun cuando es mas
rapido que los métodos presentados con anterioridad.

Analisis de eficiencia de los métodos directos

La tabla 8.5 contiene las férmulas necesarias para obtener el nlimero de comparaciones
y movimientos para ordenar un arreglo con los tres métodos directos analizados. Las
columnas indican si los elementos del arreglo se encuentran en forma ordenada, desor-
denada o en orden inverso.

En la tabla 8.6, por otra parte, se observan los nimeros de comparaciones y mo-
vimientos necesarios para ordenar un arreglo con los tres métodos directos analizados.

Ordenada Desordenada Orden inverso
2 2 2
Intercambio C n-n n—n n—n
directo 2 2 2
M 0 0.75*(712—71) 1.5*(n2—n)
2 _ 2
G (n-1) =2 "=
nsercién 4 2
directa u . nt—n n*—n
4 2
2 2 2
Seleccion c n-n n—n n-n
di 2 2 2
1recta
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Ordenada Desordenada Orden inverso
Intercambio c 124 750 499 500 124 750 499 500 124 750 499 500
directo M 0 0 187 125 749 250 374250 1498 500
Insercién c 499 999 62 624 250 249 124 750 499 500
directa M 0 0 62 375 249 750 124 750 499 500
Seleccién c 124 750 499 500 124 750 499 500 124 750 499 500
directa M 499 999 999 999 499 999
Las columnas indican si los elementos del arreglo se encuentran en forma ordenada,
desordenada o en orden inverso. Observe que estas columnas se encuentran divididas en
dos. La subcolumna izquierda representa un arreglo de 500 elementos y la subcolumna
derecha representa un arreglo de 1 000 elementos.

Es fécil observar que el método de seleccion directa es el mejor y sélo es superado
por el método de insercién directa cuando los elementos del arreglo ya se encuentran
ordenados. El peor método, sin duda, es el de intercambio directo.

En los siguientes incisos se analizardn los métodos logaritmicos mas importantes.

8.2.8 Ordenacion por el método de Shell

El método de Shell es una version mejorada del método de insercion directa. Recibe ese
nombre en honor de su autor, Donald L. Shell, quien lo propuso en 1959. Este método
también se conoce como inserciéon con incrementos decrecientes.

En el método de ordenacién por insercién directa cada elemento se compara para
su ubicacion correcta en el arreglo con los elementos que se encuentran en su parte
izquierda. Si el elemento a insertar es mas pequefio que el grupo de elementos que se
encuentran a su izquierda, serd necesario efectuar varias comparaciones antes de su
ubicacion.

Shell propone que las comparaciones entre elementos se efectien con saltos de
mayor tamafio, pero con incrementos decrecientes; asi, los elementos quedaran orde-
nados en el arreglo mas rdpidamente. Para comprender mejor este algoritmo analice el
siguiente caso.

Consideremos un arreglo que contenga 16 elementos. En primer lugar, se dividiran
los elementos del arreglo en ocho grupos, teniendo en cuenta los elementos que se en-
cuentran a ocho posiciones de distancia entre si y se ordenaran por separado. Quedaran
en el primer grupo los elementos (A[1], A[9]); en el segundo, (A[2], A[10]); en el ter-
cero, (A[3], A[11]), y asi sucesivamente. Después de este primer paso se dividiran los
elementos del arreglo en cuatro grupos, teniendo en cuenta ahora los elementos que se
encuentren a cuatro posiciones de distancia entre si y se les ordenara por separado. Que-
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dardn en el primer grupo los elementos (A[1], A[5], A[9], A[13]); en el segundo (A[2],
A[6], A[10], A[14]), y asi sucesivamente. En el tercer paso se dividirdn los elementos
del arreglo en grupos, tomando en cuenta los elementos que se encuentran ahora a dos
posiciones de distancia entre s{ y nuevamente se les ordenara por separado. En el primer
grupo quedaran (A[1], A[3], A[S], A[7], A[9], A[11], A[13], A[15]) y en el segundo (A[2],
Al[4], A[6], A[8], A[10], A[12], A[14], A[16]).

Finalmente se agruparan y ordenaran los elementos de manera normal; es decir, de
uno en uno. Se presenta a continuacién un ejemplo.

Ejemplo 8.9 Supongamos que se desea ordenar los elementos que se encuentran en el arreglo unidi-
mensional A utilizando el método de Shell.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10
PRIMERA PASADA
Se dividen los elementos en 8 grupos:

A: 15 67 08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10

l | ‘

La ordenacion produce:

A: 15 21 08 16 44 27 07 10 56 67 13 28 60 36 12 35

SEGUNDA PASADA

Se dividen los elementos en 4 grupos:

A: 15 21 08 16 44 27 07 10 56 67 13 28 60 36 12 35

La ordenacion produce:

A: 15 21 07 10 44 27 08 16 56 36 12 28 60 67 13 35
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TERCERA PASADA

Se dividen los elementos en 2 grupos:

A: 15 21 07 10 44 27 08 16 56 36 12 28 60 67 13 35

La ordenacién produce

A: 07 10 08 16 12 21 13 27 15 28 44 35 56 36 60 67

CUARTA PASADA

Se dividen los elementos en un solo grupo:

A: 07 10 08 16 12 21 13 27 15 28 44 35 56 36 60 67

La ordenacién produce:

A:

A continuacioén se presenta el algoritmo de ordenacién por el método de Shell.

Algoritmo 8.8  Shell

Shell (4, N)

{Este algoritmo permite ordenar los elementos de un arreglo unidimensional utilizando el
método de Shell. A es un arreglo unidimensional de N elementos }
{INT, / y AUX son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo booleano}

1. Hacer INT <~ N+ 1
2. Mientras (INT > 1) Repetir
Hacer INT < parte entera (INT / 2) y BAND <= VERDADERO
2.1 Mientras (BAND = VERDADERO) Repetir
Hacer BAND <= FALSO el <1
2.1.1 Mientras ((/ + INT) < N) Repetir
2.1.1.1 Si A[I] > A[I + INT] entonces
Hacer AUX < A[I], A[l] <= A[I + INT], A[ + INT] < AUX
y BAND < VERDADERO
2.1.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1.1}
Hacer /<~ 71 +1
2.1.2 {Fin del ciclo del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
3. {Fin del ciclo del paso 2}
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Analisis de eficiencia del método de Shell

El andlisis de eficiencia del método de Shell es un problema muy complicado y atin no
resuelto. Hasta el momento no se ha podido establecer la mejor secuencia de incremen-
tos cuando n es grande. Cabe recordar que cada vez que se propone una secuencia de
intervalos, es necesario correr el algoritmo para analizar su tiempo de ejecucion.

En 1969, Pratt descubrié que el tiempo de ejecucion del algoritmo es del orden
de n * (log n)%. Unas pruebas exhaustivas realizadas para obtener la mejor secuencia
de intervalos cuando el nimero de elementos del arreglo es igual a 8 arrojaron como
resultado que la mejor secuencia corresponde a un intervalo de 1, que no es mds que el
método de insercién directa estudiado previamente. Estas pruebas también determina-
ron que el menor nimero de movimientos se registraba con la secuencia 3, 2, 1. Cabe
aclarar que las pruebas exhaustivas corresponden al andlisis de (8!) posibilidades; es
decir, 40 320 casos diferentes.

En la tabla 8.7 se muestran las diez mejores secuencias obtenidas al evaluar las
40 320 posibilidades de secuencias que se presentan cuando se tiene un arreglo de 8
elementos.

Para concluir con el andlisis de eficiencia de método de Shell, se menciona que es-
tudios de Peterson y Russell, en la Universidad de Stanford, en 1971, muestran que las
mejores secuencias para valores de N comprendidos entre 100 y 60 000 son las que se
presentan en la tabla 8.8, donde k=0, 1, 2, 3,...

Por tltimo, y para aclarar ain mas los conceptos vertidos sobre el método de Shell,
se incluye un segundo ejemplo.

Supongamos que se desea ordenar las siguientes claves del arreglo unidimensional A
utilizando el método de Shell. La secuencia de intervalos que se utilizard corresponde a

la férmula (2k — 1) presentada por Peterson y Russell.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10

Posicion Secuencia

1 1

O 0 N AN R W N
[ S S S Y e Y, B
—

—_
S
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1,3,5,9,.,2¢+ 1
1,3,7,15, ., 2t~ 1
1,3,5,11, .., 2+ 1)/3
1,4,13,40, ..., 3+ D2

Secuencias

Los resultados parciales de cada pasada, asi como el resultado final, se observan en
la tabla 8.9, donde PAS representa el nimero de pasada e INT representa el intervalo
en el cual se estd trabajando.

8.2.9 Ordenacion por el método quicksort

TABLA 8.8
TABLA 8.9
PAS

1 15 67

2 10 67

3 07 15

4 07 10

07 08

El método de ordenacién quicksort es actualmente el més eficiente y veloz de los méto-
dos de ordenacién interna. Es también conocido como método rapido y de ordenacion
por particion. Este método es una mejora sustancial del método de intercambio directo
y se denomina quicksort —rapido— por la velocidad con que ordena los elementos del
arreglo. Su autor, C. A. Hoare, lo llam6 asi. La idea central de este algoritmo consiste
en lo siguiente:

1. Se toma un elemento X de una posicién cualquiera del arreglo.
Se trata de ubicar a X en la posicion correcta del arreglo, de tal forma que todos los
elementos que se encuentren a su izquierda sean menores o iguales a X' y todos los que
se encuentren a su derecha sean mayores o iguales a X.

3. Se repiten los pasos anteriores, pero ahora para los conjuntos de datos que se en-
cuentran a la izquierda y a la derecha de la posicioén de X en el arreglo.

4. El proceso termina cuando todos los elementos se encuentran en su posicién co-
rrecta en el arreglo.

Se debe seleccionar, entonces, un elemento X cualquiera. En este caso se seleccio-
nard A[1]. Se empieza a recorrer el arreglo de derecha a izquierda comparando si los
elementos son mayores o iguales a X. Si un elemento no cumple con esta condicién, se
intercambian aquéllos y se almacena en una variable la posicidn del elemento intercam-
biado —se acota el arreglo por la derecha—. Se inicia nuevamente el recorrido, pero
ahora de izquierda a derecha, comparando si los elementos son menores o iguales a X.

Arreglo A INT
08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10 15
08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 15 07
08 13 28 27 12 10 56 21 16 44 60 36 35 67 03
08 12 15 27 13 16 35 21 28 44 60 36 56 67 01

10 12 13 15 16 21 27 28 35 36 44 56 60 67
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Si un elemento no cumple con esta condicidn, entonces se intercambian aquéllos y se
almacena en otra variable la posicidn del elemento intercambiado —se acota el arreglo
por la izquierda—. Se repiten los pasos anteriores hasta que el elemento X encuentra su
posicion correcta en el arreglo. Analicemos a continuacién el siguiente ejemplo.

Ejemplo 8.11 Supongamos que se desea ordenar los elementos que se encuentran en el arreglo A uti-
lizando el método.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35

Se selecciona A[1], por lo tanto, X <= 15.
Se llevan a cabo las comparaciones que se muestran a continuacion:

PRIMERA PASADA
Recorrido de derecha a izquierda

Al8]=X (35=15) no hay intercambio
Al7l=X (12 =15) si hay intercambio

A: 12 67 08 16 44 27 15 35
t t

Recorrido de izquierda a derecha
A2l =X (67 < 15) si hay intercambio

A: 12 15 08 16 44 27 67 35
t t

SEGUNDA PASADA

Recorrido de derecha a izquierda

Al6] = X 27 =15) no hay intercambio
AlS]=X 44 = 15) no hay intercambio
A4l =X (16 = 15) no hay intercambio
Al3l=X (08 = 15) si hay intercambio

A: 12 08 15 16 44 27 67 35
[

Como el recorrido de izquierda a derecha se deberia iniciar en la misma posicién
donde se encuentra el elemento X, el proceso termina ya que se detecta que el elemento
X se encuentra en la posicion correcta. Observe que los elementos que forman parte del
primer conjunto son menores o iguales a X, y los del segundo conjunto son mayores o
iguales a X.
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TABLA 8.10

A: 12 08 [15]16 44 27 67 35
s ‘

ler. conjunto 20. conjunto

Este proceso de particionamiento aplicado para localizar la posicién correcta de un
elemento X en el arreglo se repite cada vez que queden conjuntos formados por dos o
mas elementos. El método se puede aplicar de manera iterativa o recursiva. En la tabla
8.10 se presenta la ubicacién del resto de los elementos en el arreglo.

12 08 15 16 44 27 67 35
[
12 08 15 16 35 27 44 67

12 08 15 16 27 35 44 67

15 16 27 35 44 67

x> > >

El algoritmo de ordenacién por el método guicksort en su version recursiva es:

Algoritmo 8.9 Répido_recursivo

Rapido_recursivo (A, N)

{Este algoritmo ordena los elementos del arreglo unidimensional utilizando el método rapido,
de manera recursiva. A es un arreglo unidimensional de N elementos}

1. Llamar al algoritmo Reduce_recursivo con 1 y N

Observe que el algoritmo Rdpido_recursivo requiere para su funcionamiento de
otro algoritmo, el cual se presenta en la tabla 8.10.

Algoritmo 8.10 Reduce_recursivo
Reduce_recursivo (INI, FIN)

{INI y FIN representan las posiciones del extremo izquierdo y derecho, respectivamente, del
conjunto de elementos a ordenar}

{IZQ, DER, POS y AUX son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo
booleano }

1. Hacer IZQ < INI, DER < FIN, POS < INI y BAND < VERDADERO
2. Mientras (BAND = VERDADERO) Repetir
Hacer BAND < FALSO
2.1 Mientras ((A[POS] < A[DER]) y (POS = DER)) Repetir
Hacer DER < DER - 1
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si (POS = DER) entonces
Hacer AUX <— A[POS], A[POS] <— A[DER], A[DER] <-= AUX y POS <~ DER



FIGURA 8.3

Pilas para sustituir
la recursividad.
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2.3.1 Mientras ((A[POS] = A[1ZQ]) y (POS = 1ZQ)) Repetir
Hacer IZQ < 1ZQ + 1
2.3.2 {Fin del ciclo del paso 2.3.1}
2.3.3 Si (POS = 12Q) entonces
Hacer BAND <= VERDADERO, AUX < A[POS], A[POS] < A[1ZQ],
A[IZQ] <= AUX y POS < 1ZQ
2.3.4 {Fin del condicional del paso 2.3.3}
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
. {Fin del ciclo del paso 2}
4. Si (POS - 1) > INI) entonces
Regresar a Reduce_recursivo con INI y (POS — 1) {Llamada recursiva}
. {Fin del condicional del paso 4}
6. Si (FIN > (POS + 1)) entonces
Regresar a Reduce_recursivo con (POS + 1) y FIN {Llamada recursiva}
7. {Fin del condicional del paso 6}

w

(9]

Aun cuando el algoritmo del qguicksort presentado resulte claro, es posible aumentar
su velocidad de ejecucion eliminando las llamadas recursivas. La recursividad es un ins-
trumento muy poderoso, pero la eficiencia de ejecucién es un factor muy importante en
un proceso de ordenacion que es necesario cuidar y administrar muy bien. Estas llamadas
recursivas se pueden sustituir utilizando pilas, dando lugar entonces a la iteratividad.

Consideremos el arreglo unidimensional A del ejemplo 8.11. Luego de la primera
particién, A queda de la siguiente manera:

A: 12 08 -15 16 44 27 67 35
L |

ler. conjunto 20. conjunto

Al utilizar la iteratividad, se deben almacenar en las pilas los indices de los dos con-
juntos de datos que falta tratar. Se utilizaran dos pilas, ILAMENOR y PILAMAYOR.
En la primera se almacenard el extremo izquierdo y en la otra se almacenara el extremo
derecho de los conjuntos de datos que falta tratar. En la figura 8.3 se observa el estado
de las pilas, luego de cargar los extremos de los conjuntos que falta tratar.

Los indices del primer conjunto quedaron almacenados en la primera posicién de
PILAMENOR y PILAMAYOR, respectivamente. La posicién del extremo izquierdo
del primer conjunto (1) en PILAMENOR vy la del extremo derecho del mismo conjunto
(2) en PILAMAYOR. Las posiciones de los extremos izquierdo y derecho del segundo
conjunto (4 y 8) fueron almacenados en la cima de PILAMENOR y PILAMAYOR,
respectivamente.

1 2

PILA_MENOR PILA_MAYOR
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A continuacioén se presenta el algoritmo de ordenacién por el método del quicksort
utilizando iteratividad en lugar de recursividad.

Algoritmo 8.11 Radpido_iterativo

Rapido_iterativo (A, V)

{Este algoritmo ordena los elementos de un arreglo unidimensional utilizando el método
rapido, de manera iterativa. A es un arreglo unidimensional de N elementos }

{TOPE, INI, FIN y POS son variables de tipo entero. PILAMENOR y PILAMAYOR son
arreglos unidimensionales, que funcionan como pilas}

1. Hacer TOPE < 1, PILAMENOR[TOPE] <- 1 y PILAMAYOR[TOPE] <~ N
2. Mientras (TOPE > 0) Repetir
Hacer INI <= PILAMENOR[TOPE], FIN <= PILAMAYOR[TOPE] y
TOPE < TOPE - 1
Llamar al algoritmo Reduce_iterativo con INI, FIN y POS.
2.1 Si (INI < (POS - 1)) entonces
Hacer TOPE < TOPE + 1, PILAMENOR[TOPE] <— INI y
PILAMAYOR[TOPE] < POS - 1
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
2.3 Si (FIN > (POS + 1)) entonces
Hacer TOPE <— TOPE + 1, PILAMENOR[TOPE] <~ POS + 1 y
PILAMAYOR[TOPE] <- FIN
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del ciclo del paso 2}

Note que el algoritmo Rapido_iterativo necesita para su funcionamiento de otro
algoritmo, el cual se presenta a continuacion.

Algoritmo 8.12 Reduce_iterativo

Reduce_iterativo (INI, FIN, POS)

{INI y FIN representan las posiciones de los extremos izquierdo y derecho, respectivamente,
del conjunto de elementos a evaluar. POS es una variable donde se almacenard el resultado de
este algoritmo}

{IZQ, DER y AUX son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo booleano}

1. Hacer IZQ <— INI, DER < FIN, POS < INI y BAND < VERDADERO
2. Mientras (BAND = VERDADERO) Repetir
2.1 Mientras ((A[POS] < A[DER]) y (POS = DER)) Repetir
Hacer DER < DER -1
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si (POS = DER)

entonces
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Hacer BAND < FALSO
Si no
Hacer AUX <— A[POS], A[POS] <— A[DER], A[DER] <~ AUX y
POS < DER
2.3.1 Mientras ((A[POS] = A[I1ZQ]) y (POS = IZQ)) Repetir
Hacer [ZQ <— 1ZQ + 1
2.3.2 {Fin del ciclo del paso 2.3.1}
2.3.3 Si (POS =12Q)
entonces
Hacer BAND < FALSO
si no
Hacer AUX < A[POS], A[POS] < A[1ZQ],
A[IZQ] < AUX y POS < 1ZQ
2.3.4 {Fin del condicional del paso 2.3.3}
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del ciclo del paso 2}

En la tabla 8.11 se exponen los pasos necesarios para ordenar las claves del arreglo
unidimensional A.

A: 15 67 08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10

La columna EXTREMO contiene los extremos izquierdo y derecho del conjunto
de elementos a evaluar. En PILAMENOR se almacena el extremo izquierdo y en PILA-
MAYOR el extremo derecho de los conjuntos pendientes de tratar.

Una leve mejora en el funcionamiento del método répido se puede producir si el
primer elemento posicionado en el arreglo se encuentra en la mitad o muy préximo a su
mitad. Para lograr esto ultimo se necesita permutar los componentes del arreglo de tal
forma que para el valor X todos los elementos que se encuentren a su izquierda desde
A[1] hasta A[i], donde i es igual a ((n/2) — 1), sean menores o iguales a él y todos los que
se encuentren a su derecha desde A[i + 1] hasta A[N] sean mayores o iguales a él. Por
ejemplo, en el siguiente arreglo unidimensional A:

A: 45 21 76 08 17 96 55 36 43

43 es el elemento que ocupa la posicidn central del arreglo ordenado y divide a éste en
dos mitades iguales. Queda la tarea de construir el algoritmo que encuentra al elemento
X que ocupa la posicién central del arreglo.

Analisis de eficiencia del método quicksort

El método quicksort es el mas rapido de ordenacién interna que existe en la actualidad.
Esto es sorprendente, porque el método tiene su origen en el método de intercambio
directo, el peor de todos los métodos directos. Diversos estudios realizados sobre su
comportamiento demuestran que si se escoge en cada pasada el elemento que ocupa la
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TABLA 8.11

POSICIONES PILA PILA
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 EXTREMO MENOR MAYOR

I5 67 08 16 44 27 12 35 56 21 13 28 60 36 07 10 (0L 16) NIL NIL
10 07 08 13 12 27 35 56 21 44 28 60 36 16 67 (07, 16) 01 05
| | | ! L LJ
07 08
[ L
10 07 08 13 12 16 21 S6 44 28 60 36 35 67  (10,16) 01 05
| ! | | L L
10 13
L L
10 07 08 13 12 [15] 16 21 [27] 35 44 28 36 [56] 60 67  (15,16) 07 08
|  [1] 15 2 [7] & o
01 05
L L
10 07 08 13 12 [15] 16 21 [27] 35 44 28 36 [56 67| (10,13 07 08
| BEIE s Mow 3 o %,
01 05
L L
10 07 08 13 12 [15] 16 21 [27][28][35] 44 36 [56 67] (12,13 07 08
| | = &
01 05
L L
10 07 08 13 12 16 21 (07, 08) 01 05
| | L L
0 oo oo oo B EEEENEE@EE o o
| |
w oo 0 EEAEEEFEERR 6e oo
L L L

v v DEHEEDDEEEEE@E 0w  om o

L1

O nEEEEnrEEFEEEE w ow ow

posicidn central del conjunto de datos a analizar, el niimero de pasadas necesarias para
ordenarlo es del orden de log n. Respecto del niimero de comparaciones, si el tamafio
del arreglo es una potencia de 2, en la primera pasada realizard (n — 1) comparaciones,
en la segunda (n — 1)/2 comparaciones, pero en dos conjuntos diferentes, en la tercera
realizard (n — 1)/4 comparaciones, pero en cuatro conjuntos diferentes y asi sucesiva-
mente. Por lo tanto:

_ >l<(n—1) *(n—l) *(n—l)
C=(n-1)+2 5 +4 1 +...+(n-1)
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lo cual es lo mismo que:
C=(n-1D+m-D)+n-D+..+n-1)

Si se considera a cada uno de los componentes de la sumatoria como un término y
el ndmero de términos de la sumatoria es igual a m, entonces se tiene que:

C=(n-1)*m

Considerando que el nimero de términos de la sumatoria () es igual al nimero de
pasadas, y que éste es igual a log n, la expresion anterior queda:

C=n-1)*logn Formula 8.12

Sin embargo, encontrar el elemento que ocupe la posicién central del conjunto
de datos que se van a analizar es una tarea dificil, ya que existen 1/n posibilidades de
lograrlo. Ademas, el rendimiento medio del método es aproximadamente (2 * In 2)
inferior al caso 6ptimo, por lo que Hoare, el autor del método, propone como solucién
que el elemento X se seleccione arbitrariamente o bien entre una muestra relativamente
pequena de elementos del arreglo.

El peor caso ocurre cuando los elementos del arreglo ya se encuentran ordenados,
o bien cuando se encuentran en orden inverso. Supongamos, por ejemplo, que se debe
ordenar el siguiente arreglo unidimensional que ya se encuentra ordenado:

A: 08 12 15 16 27 35 44 67

Si se escoge arbitrariamente el primer elemento (08), entonces se particionara el
arreglo en dos mitades, una de 0 y otra de (n — 1) elementos.

[08] 12 15 16 27 35 44 67
L J

Si se continda con el proceso de ordenacidn y se escoge nuevamente el primer ele-
mento (12) del conjunto de datos que se analizardn, entonces se dividird el arreglo en
dos nuevos conjuntos, nuevamente uno de 0 y otro de (n — 2) elementos. Por lo tanto, el
nimero de comparaciones que se realizardn serd:

n*(n+1)
2

=n+(n-1)+(n-2)+...+2= -1

méx

que es igual a:

n+n Férmula 8.13
mix 2
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8.2.10

Ejemplo 8.13

FIGURA 8.4

Monticulo con 12
elementos.

Como conclusién, se puede afirmar que el tiempo promedio de ejecucion del algo-
ritmo es proporcional a (n * log n), O(n * log n). En el peor caso, el tiempo de ejecucién
es proporcional a n2, O(n?).

Ordenacion por el método heapsort (monticulo)

El método de ordenacion heapsort se conoce también como monticulo. Su nombre se
debe a su autor, J. W. Williams, quien lo llamé asi. Es el mas eficiente de los métodos
de ordenacidn que trabajan con drboles. La idea central de este algoritmo se basa en dos
operaciones:

1. Construir un monticulo.
2. Eliminar la raiz del monticulo en forma repetida.

Es importante sefialar que un monticulo se define como: Para todo nodo del drbol se
debe cumplir que su valor sea mayor o igual que el valor de cualquiera de sus hijos.

En la figura 8.4 se muestra un monticulo. Allf se puede observar que para cada nodo K
del arbol, su valor es mayor o igual que el valor de cualquiera de sus hijos.

Ahora bien, para representar un monticulo en un arreglo lineal se debe tener en
cuenta para todo nodo K lo siguiente:

1. Elnodo K se almacena en la posiciéon K correspondiente del arreglo.
2. El hijo izquierdo del nodo K se almacena en la posicién 2 * K.
3. El hijo derecho del nodo K se almacena en la posicién 2 * K + 1.

La figura 8.5 contiene la representacioén del monticulo de la figura 8.4 en un arreglo
unidimensional A.
Observe que si se desea obtener el hijo izquierdo del nodo A[4], cuyo valor es 28,

se hace A[4 * 2] = A[8] y su contenido es 27. Si deseamos obtener en cambio el hijo
derecho de A[4], hacemos A[4 * 2 + 1] = A[9] y su contenido es 16.

&)

o) 50
© 066 6 ¢
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FIGURA 8.5

Representacion de un
monticulo en un arreglo
lineal.

Ejemplo 8.14

FIGURA 8.6

Monticulo con 12
elementos.

Nota: Se utiliza flecha discon-

tinua para indicar la posicion
inicial donde se inserta el
elemento 63.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

A su vez, es posible calcular el padre de un nodo no raiz K cualquiera, tomando la
parte entera de (K entre 2). Asi, por ejemplo, si se desea obtener el padre del nodo A[11],
cuyo valor es 8, se hace A[parte entera(11 entre 2)] = A[S] y su contenido es 21.

Insercion de un elemento en un monticulo

La insercion de un elemento en un monticulo se lleva a cabo por medio de los siguientes
pasos:

1. Seinserta el elemento en la primera posicién disponible.

2. Se verifica si su valor es mayor que el de su padre. Si se cumple esta condicion,
entonces se efectda el intercambio. Si no se cumple esta condicién, entonces
el algoritmo se detiene y el elemento queda ubicado en su posicién correcta en el
monticulo.

Cabe aclarar que el paso 2 se aplica de manera recursiva y desde abajo hacia arriba.

Supongamos que se quiere incorporar al monticulo de la figura 8.6 el elemento 63. Las
comparaciones que realizamos son:

63 > 56 sf hay intercambio
63 > 60 sf hay intercambio
63 > 67 no hay intercambio

Luego de haber insertado el elemento 63, el monticulo queda como se muestra en
la figura 8.7.
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FIGURA 8.7

Monticulo luego de haber
insertado la clave 63.

Ejemplo 8.15

Ejemplo 8.16

FIGURA 8.8

Inserciones en un
monticulo.

Nota: Se utiliza la flecha

discontinua para indicar la po-

sicion inicial donde se inserta
el o los elementos.

) &)

© 06 6 ©

Supongamos que se desea insertar las siguientes claves en un monticulo que se encuen-
tra vacfo.

15 60 08 16 44 27 12 35
Los resultados parciales que ilustran cémo funciona el procedimiento se observan
en la figura 8.8. El monticulo se representa como drbol y también como arreglo. Las

flechas discontinuas indican la posicién inicial donde se inserta el o los elementos.

Dado el monticulo de la figura 8.8f, verifique si éste queda igual al monticulo, represen-
tado como arreglo, de la figura 8.9, luego de insertar las siguientes claves:

56 21 13 28 67 36 07 10

a) INSERCION: CLAVE 15

@ 15

b) INSERCION: CLAVE 60

60

©
®

@ 60 | 15




¢) INSERCION: CLAVES 08 y 16

—_—

’
@
d) INSERCION: CLAVE 44
/@\ /@\

AY
AY
A

6 ®

e) INSERCION: CLAVE 27

AT\

’
U
’

© 66 € 6 ¢

© ©

FIGURA 8.8
(continuacion)
Inserciones en un monticulo.

Nota: Se utiliza la flecha discontinua para indicar la posicion inicial donde se inserta
el o los elementos.
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60

15

16

60

16

15

60

16

08

15 : 44

60

44

08

15

16

60

44
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15

16

27

60

44

27

15

16

08
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/) INSERCION: CLAVES 12y 35

/@ “®/@ ©
& 5

FIGURA 8.8
(continuacién)

Inserciones en un mon-
ticulo.

Nota: Se utiliza la flecha

discontinua para indicar la po-

sicion inicial donde se inserta
el o los elementos.

0

Ay
AY
Ay
Ay

El algoritmo para insertar elementos en un monticulo es:

Algoritmo 8.13  Inserta_monticulo

Inserta_monticulo (4, N)

60

44

27

15

16

08

12

44

27

35

16

08

12

15

{El algoritmo inserta los elementos en un monticulo representado como arreglo. A es un

arreglo unidimensional de N elementos }

{I, K y AUX son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo booleano}

1. Repetir con I desde 2 hasta N
Hacer K <= [ y BAND <= VERDADERO

1.1 Mientras ((K > 1) y (BAND = VERDADERO)) Repetir

Hacer BAND < FALSO

1.1.1 Si (A[K] > A[parte entera(K entre 2))] entonces

Hacer AUX < A[parte entera(K entre 2)],

Alparte entera(K entre 2)] <= A[K], A[K] < AUX,

K < parte entera(K entre 2) y BAND <= VERDADERO

1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del ciclo del paso 1.1}
2. {Fin del ciclo del paso 1}
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FIGURA 8.9

Monticulo representado
como arreglo
unidimensional.

Ejemplo 8.17

FIGURA 8.10

Monticulo representado
como arbol.

67 | 56|60 |44 | 21|28 |36 |15 [35 (16 (13 (08 |27 |12 |17 |10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

Eliminacion de un monticulo

El proceso para obtener los elementos ordenados se efectia eliminando la raiz del mon-
ticulo en forma repetida. Ahora bien, los pasos necesarios para lograr la eliminacién de
la raiz del monticulo son:

—

Se reemplaza la raiz con el elemento que ocupa la dltima posicién del monticulo.
2. Se verifica si el valor de la raiz es menor que el valor mas grande de sus hijos. Si se
cumple la condicidn, entonces se efectda el intercambio. Si no se cumple la condi-
cién, entonces el algoritmo se detiene y el elemento queda ubicado en su posicion
correcta en el monticulo.

Cabe aclarar que el paso 2 se aplica de manera recursiva y desde arriba hacia abajo.
Supongamos que se desea eliminar la raiz del monticulo (67) de la figura 8.10.
Reemplazamos la raiz, 67, por el elemento que ocupa la dltima posicién del monticu-

lo, 35. A continuacién efectuamos las siguientes comparaciones:

35<60 sf hay intercambio
60 es el mayor de los hijos de 35

35<56 sf hay intercambio
56 es el mayor de los hijos de 35

El monticulo, luego de haberse eliminado la raiz, queda como el que se presenta en
la figura 8.11.

3 )
o) s
®© 066 © 6
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FIGURA 8.11

Monticulo representado
como arbol.

Ejemplo 8.18

FIGURA 8.12

Monticulo representado
como arreglo unidimen-
sional.
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Supongamos que se desea eliminar la raiz del monticulo, presentado como arreglo, de

la figura 8.12, en forma repetida.

PRIMERA ELIMINACION DE LA RAIZ

Se intercambia la raiz, 67, con el elemento que ocupa la dltima posicién del monticulo,

10. Las comparaciones que se realizan son:

A[l] < A[3]
A[3] es el mayor de los hijos de A[1]

A[3] < A[7]
A[7] es el mayor de los hijos de A[3]

A[7] < A[14]

60 56 36 44 21 28 12 15 35 16 13 08 27 10 07 [67]

(10 < 60)

(10 < 36)

(10< 12)
A[14] es el mayor de los hijos de A[7]

sf hay intercambio

sf hay intercambio

sf hay intercambio

Luego de eliminar la primera raiz, el monticulo queda asi:

67

56

60

44

21

28

36

35

16

13

08

27

12

07

10

9

10

11

12

13

14

15

16

Cabe aclarar que al reemplazar la raiz por el dltimo elemento del monticulo, ésta
se coloca en la posicion del dltimo elemento. Es decir, la primera vez la raiz serd colo-
cada en la posicién n, la segunda vez en la posicién (n — 1), la tercera vez en la posicién
(n —2) y asi sucesivamente hasta que quede colocada en las posiciones 2 y 1, en forma
respectiva. Los pasos a realizar son:
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Observe que el elemento mds grande se ubicé en la dltima posicién del arreglo.

SEGUNDA ELIMINACION DE LA RAIZ

Se intercambia la raiz, 60, con el elemento que ocupa la dltima posicién del monticulo,
07. Las comparaciones que se realizan son:

A[l] <A[2] (07 < 56) si hay intercambio
A[2] es el mayor de los hijos de A[1]

A[2] < A[4] (07 <44) si hay intercambio
A[4] es el mayor de los hijos de A[2]

Al4] < A[9] (07 < 35) si hay intercambio
A[9] es el mayor de los hijos de A[4]

Luego de eliminar la segunda raiz, el monticulo queda asf:

56 44 36 35 21 28 12 15 07 16 13 08 27 10 [60][67]

TERCERA ELIMINACION DE LA RAIZ

Se intercambia la raiz, 56, con el elemento que ocupa la tltima posicién del monticulo,
10. Las comparaciones que se realizan son:

A[l] <A[2] (10 < 44) si hay intercambio
A[2] es el mayor de los hijos de A[1]

A[2] < A[4] (10 < 35) si hay intercambio
A[4] es el mayor de los hijos de A[2]

Al4] < A[8] (10< 15) si hay intercambio
A[8] es el mayor de los hijos de A[4]

Luego de eliminar la tercera raiz, el monticulo queda asi:

44 35 36 15 21 28 12 10 07 16 13 08 27 [56] [60] [67]

En la tabla 8.12 se presenta el resultado de las restantes eliminaciones. Observe que
luego de eliminar la raiz del monticulo, en forma repetida, el arreglo queda ordenado.

A continuacién se presenta el algoritmo que elimina sucesivamente la raiz del mon-
ticulo. Cabe aclarar que para efecto de aumentar la eficiencia del algoritmo se eliminan
los intercambios parciales utilizando una variable auxiliar, en la que se almacena el
ultimo elemento del monticulo.
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TABLA 8.12

Monticulo

Eliminacion
4 36
5 35
6 28
7 27
8 21
9 16
10 15
11 13
12 12
13 10
14 08
15

35 28 15 21 27 12 10 07 16 13 08
21 28 15 16 27 12 10 07 08 13
21 27 15 16 13 12 10 07 08
21 13 15 16 08 12 10 07
6 13 15 07 08 12 10
15 13 10 07 08 12 [21] [27] [28] [35] [36] [44] [56] [60] [67]
12 13 10 07 o8 [16] [21] [27] [28] [35] [36] [44] [56] [60] [67]
2 o8 10 o7 [i5] [i6] [21] [27) 28] [55] [E6) [4a) [56) [s0) [67
0 o8 o7 [B3] [i5] [16] 1] [27) (28] ] [oe] [44] [56] [e0] [e7]
o o 2] B 5 E R E E B E G (@
o [10] [i2] (53] [i5] [i6] [21] [z7] [as] [35) [os) 2] [56) 0] [e7]

Algoritmo 8.14 Elimina_monticulo

Elimina_monticulo (4, N)

{El algoritmo elimina la raiz del monticulo en forma repetida. A es un arreglo unidimensional
de N elementos }

{1, AUX, 1ZQ, DER, K y AP son variables de tipo entero. BOOL es una variable de tipo
booleano }

1. Repetir con I desde N hasta 2 {Ciclo descendente }

Hacer AUX < A[I], A[l] < A[1],1ZQ < 2,DER < 3, K< 1y
BOOL < VERDADERO

1.1 Mientras ((IZQ < I) y (BOOL = VERDADERO)) Repetir

1.2

Hacer MAYOR < A[IZQ] y AP < 1ZQ
1.1.1 Si (MAYOR < A[DER]) y (DER = I)) entonces
Hacer MAYOR < A[DER] y AP <— DER
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.1.3 Si (AUX < MAYOR)
entonces
Hacer A[K] <= A[AP] y K <= AP
si no
Hacer BOOL < FALSO
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.3}
Hacer IZQ <= K * 2y DER < 1ZQ + 1
{Fin del ciclo del paso 1.1}
Hacer A[K] <= AUX

2. {Fin del ciclo del paso 1}
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El proceso de ordenacién por el método del monticulo consta de dos partes:

1. Construir el monticulo. Esta operacion se basa en la de insercion presentada en el
algoritmo 8.13.

2. Eliminar repetidamente la raiz del monticulo. Esta operacién se basa en la de elimi-
nacion presentada en el algoritmo 8.14.

El algoritmo de ordenacidn, resulta entonces de la siguiente manera:

Algoritmo 8.15 Monticulo

Monticulo (A, N)

{EI algoritmo ordena los elementos del arreglo utilizando el método del monticulo. A es un
arreglo unidimensional de N elementos }

1. Llamar al algoritmo Inserta_monticulo con A y N.
2. Llamar al algoritmo Elimina_monticulo con A y N.

Analisis de eficiencia del método del monticulo

El andlisis del método del monticulo, como el de los métodos logaritmicos, es complejo.
Es importante tener en cuenta tanto la fase de construccién del monticulo como la fase
donde se elimina repetidamente su raiz, para finalmente obtener el arreglo ordenado.

A diferencia de lo que se pudiera pensar, ya que en la fase de construccién del mon-
ticulo los elementos mayores se cargan hacia la izquierda y en la fase de eliminacion de
la raiz los elementos mayores se cargan hacia la derecha, éste es un método muy réapido,
sobre todo para valores grandes de N. Los estudios realizados al respecto demuestran
que el tiempo de ejecucion del algoritmo en ambas fases es de O(n * log n).

Aunque el método del monticulo puede ser un poco mas lento que el quicksort (se
estima en 70%), es el Unico que garantiza que aun en el peor caso su tiempo de ejecu-
cion es proporcional a (n * log n), O(n * log n). Recuerde que el tiempo de ejecucién del
método quicksort, en el peor caso, es proporcional a n?, O(n?).

8.3 ORDENACION EXTERNA

En la actualidad es muy comiin procesar tales volimenes de informacién que los datos
no se pueden almacenar en la memoria principal de la computadora. Estos datos, orga-
nizados en archivos, se guardan en dispositivos de almacenamiento secundario, como
cintas, discos, etcétera.

El proceso de ordenar los datos almacenados en varios archivos se conoce como
fusion o mezcla; se entiende por este concepto a la combinacion o intercalacion de dos
0 mas secuencias ordenadas en una tnica secuencia ordenada. Se debe hacer hincapié en
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8.3.1

Ejemplo 8.19

que sélo se colocan en la memoria principal de la computadora los datos que se pueden
acceder en forma directa.

Intercalacion de archivos

Por intercalacion de archivos se entiende la unién o fusion de dos o mas archivos,
ordenados de acuerdo con un determinado campo clave, en un solo archivo. Analicemos
el siguiente ejemplo.

Suponga que se tienen dos archivos, F1 y F2, cuya informacidn estd ordenada de acuer-
do con un campo clave:

F1:06 09 18 20 35
F2:10 16 25 28 66 82 &7

Se debe producir, entonces, un archivo F3 ordenado, como resultado de la mezcla
de F1 y F2. Sélo se pueden acceder en forma directa dos claves, la primera del archivo
F1 y la segunda del archivo F2. Las comparaciones que se realizan para producir el
archivo F3 son:

(06 < 10) si se cumple la condicién
Se escribe 06 en el archivo de salida F3 y se vuelve a leer otra clave
de F1(09)

(09 < 10) si se cumple la condicién
Se escribe 09 en el archivo de salida F3 y se vuelve a leer otra clave
de F1(18)

(18 < 10) no se cumple la condicién
Se escribe 10 en el archivo de salida F3 y se vuelve a leer otra clave
de F2(16)

El estado de los archivos F1, F2 y F3, hasta el momento, es como se muestra mas
abajo. La flecha sefiala el dltimo elemento leido de los archivos que se estdn interca-
lando.

|
F1:06 09 18 20 35

!
F2:10 16 25 28 66 82 &7

F3:06 09 10
El proceso continda hasta que en uno u otro archivo se detecte su final; en tal caso

s6lo se tendrd que copiar la informacidén del archivo no vacio al archivo de salida F3. El
resultado final de la intercalacién entre los archivos F1 y F2 es:
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F3: 06 09 10 16 18 20 25 28 35 66 82 87
A continuacion se muestra el algoritmo de intercalacion de archivos.

Algoritmo 8.16 Intercalacién

Intercalacion (F1, F2, F3)

{El algoritmo intercala los elementos de dos archivos ya ordenados F1 y F2 y almacena el
resultado en el archivo F3}
{R1y R2 son variables de tipo entero. BAN1 y BAN2 son variables de tipo booleano}

. Abrir los archivos F1 y F2 para lectura.
. Abrir el archivo F3 para escritura.
. Hacer BAN1 <~ VERDADERO y BAN2 <~ VERDADERO
. Mientras (((no sea el fin de archivo de F1) o (BAN1 = FALSO)) y ((no sea el fin de
archivo de F2) o (BAN2 = FALSO))) Repetir
4.1 Si (BAN1 = VERDADERO) entonces {Se debe leer R1 de F1}
Leer R1 de F1
Hacer BAN1 < FALSO
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
4.3 Si (BAN2 = VERDADERO) entonces {Se debe leer R2 de F2}
Leer R2 de F2
Hacer BAN2 <— FALSO
4.4 {Fin del condicional del paso 4.3}
4.5 Si(R1<R2)
entonces
Escribir R1 en F3
Hacer BAN1 <= VERDADERO
si no
Escribir R2 en F3
Hacer BAN2 <~ VERDADERO
4.6 {Fin del condicional del paso 4.5}
5. {Fin del ciclo del paso 4}
{ Verifica si se ley6 un elemento de F1 y no se copi6 en F3}
6. Si (BAN1 = FALSO) entonces
Escribir R1 en F3
6.1 Mientras (no sea el fin de archivo de F'1) Repetir
Leer R1 de F1
Escribir R1 en F3
6.2 {Fin del ciclo del paso 6.1}
7. {Fin del condicional del paso 6}
{ Verifica si se ley6 un elemento de F2 y no se copi6 en F3}
8. Si (BAN2 = FALSO) entonces
Escribir R2 en F3
8.1 Mientras (no sea el fin de archivo de F2) Repetir

N R S R
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8.3.2

8.3.3

Ejemplo 8.20

Leer R2 de F2
Escribir R2 en F3
8.2 {Fin del ciclo del paso 8.1}
9. {Fin del condicional del paso 8}
10. {Cerrar los archivos F1, F2y F3}

Ordenacion de archivos

La ordenacién de archivos se efectia cuando el volumen de los datos es demasiado
grande y éstos no caben en la memoria principal de la computadora. Al ocurrir esta
situacién no se pueden aplicar los métodos de ordenacién interna estudiados en la pri-
mera parte de este capitulo, de modo que se debe pensar en otro tipo de algoritmos para
ordenar datos almacenados en archivos.

Por ordenacion de archivos se entiende, entonces, la ordenacion o clasificacion de
éstos, ascendente o descendentemente, de acuerdo con un campo determinado al que
se denominard campo clave. La principal desventaja de esta ordenacion es el tiempo de
ejecucion, debido a las sucesivas operaciones de lectura y escritura a/de archivo.

Los dos métodos de ordenacién externa mds importantes son los basados en la
mezcla directa y en la mezcla equilibrada.

Ordenacion por mezcla directa

El método de ordenacién por mezela directa es probablemente el mas utilizado por su
facil comprensién. La idea central de este algoritmo consiste en la realizacién sucesiva
de una particién y una fusién que produce secuencias ordenadas de longitud cada vez
mayor. En la primera pasada, la particién es de longitud 1 y la fusién o mezcla produce
secuencias ordenadas de longitud 2. En la segunda pasada, la particién es de longitud 2
y la fusién o mezcla produce secuencias ordenadas de longitud 4. Este proceso se repite
hasta que la longitud de la secuencia para la particién sea:

Parte entera ((n +1)/2)

Donde n representa el nimero de elementos del archivo original.

Supongamos que se desea ordenar las claves del archivo F. Para realizar tal actividad se
utilizan dos archivos auxiliares a los que se les denominard F1y F2.

F: 09 75 14 68 29 17 31 25 04 05 13 18 72 46 6l
PRIMERA PASADA

Particién en secuencias de longitud 1.



8.3  ORDENACION EXTERNA 375

F1: 09 14" 29" 31" 04" 13" 72" ol
F2: 75" 68 17" 25" 05 18 46

Fusion en secuencias de longitud 2.
F: 09 75 14 68 17 29" 25 31" 04 05 13 18 46 72" 61
SEGUNDA PASADA
Particion en secuencias de longitud 2.

F1: 09 75" 17 29" 04 05 46 72
F2: 14 68 25 31' 13 18 61

Fusion en secuencias de longitud 4.
F: 09 14 68 75 17 25 29 31" 04 05 13 18 46 61 72
TERCERA PASADA
Particion en secuencias de longitud 4.

F1: 09 14 68 75 04 05 13 18
F2: 17 25 29 31" 46 61 72

Fusion en secuencias de longitud 8.
F: 09 14 17 25 29 31 68 75 04 05 13 18 46 61 72
CUARTA PASADA
Particion en secuencias de longitud 8.

F1: 09 14 17 25 29 31 68 75
F2: 04 05 13 18 46 61 72

Fusion en secuencias de longitud 16.
F: 04 05 09 13 14 17 18 25 29 31 46 61 68 72 175

A continuacién se presenta el algoritmo de ordenacién de archivos por el método
de mezcla directa.
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Algoritmo 8.17 Mezcla_directa

Mezcla_directa (F, F1, F2, N)

{El algoritmo ordena los elementos del archivo F por el método de mezcla directa. Utiliza dos
archivos auxiliares F1 y F2. N es el nimero de elementos del archivo F'}
{PART es una variable de tipo entero}

1. Hacer PART < 1

2. Mientras (PART < parte entera (N + 1) / 2)) Repetir
Llamar al algoritmo Particiona con F, F1, F2 y PART
Llamar al algoritmo Fusiona con F, F1, F2 y PART
Hacer PART <— PART * 2

3. {Fin del ciclo del paso 2}

Observe que el algoritmo requiere para su funcionamiento de dos algoritmos auxi-
liares, los cuales se presentan a continuacion.

Algoritmo 8.18 Particiona

Particiona (F, F1, F2, PART)

{EI algoritmo genera dos archivos auxiliares, F'l y F2, a partir del archivo F. PART es la
longitud de la particién que se va a realizar}
{K, L'y R son variables de tipo entero}

1. Abrir el archivo F para lectura.
2. Abrir los archivos F1 y F2 para escritura.
3. Mientras (no sea el fin de archivo de F) Repetir
Hacer K <= 0
3.1 Mientras ((K < PART) y (no sea el fin de archivo de F)) Repetir
LeerRde F
Escribir R en F1
Hacer K <~ K + 1
3.2 {Fin del ciclo del paso 3.1}
Hacer L < 0
3.3 Mientras ((L < PART) y (no sea el fin de archivo de F)) Repetir
Leer Rde F
Escribir R en F2
Hacer L<— L+ 1
3.4 {Fin del ciclo del paso 3.3}
4. {Fin del ciclo del paso 3}
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oritmo 8.19 Fusiona

Fusiona (F, F1, F2, PART)

{El algoritmo fusiona los archivos F1 y F2 en el archivo F. PART es la longitud de la particién

qu

e se realiz6 previamente }

{R1, R2, Ky L son variables de tipo entero. Bl y B2 son variables de tipo booleano}

1
2
3
4

S

e |

. Abrir el archivo F para escritura.
. Abrir los archivos F1y F2 para lectura.
. Hacer Bl <= VERDADERO y B2 <= VERDADERO
. Si (no es el fin de archivo de F1) entonces
Leer R1 de F1
Hacer B1 <= FALSO
. {Fin del condicional del paso 4}
. Si (no es el fin de archivo de F2) entonces
Leer R2 de F2
Hacer B2 <= FALSO
. {Fin del condicional del paso 6}
. Mientras ((no sea el fin de archivo de F1) o (B1 = FALSO)) y ((no sea el
fin de archivo de F2) o (B2 = FALSO)) Repetir
Hacer K<—0yL <0
8.1 Mientras ((K < PART) y (B1 = FALSO)) y ((L < PART) y ((B2 = FALSO))
Repetir
8.1.1 Si (Rl =R2)
entonces
Escribir R1 en F
Hacer B1 <= VERDADERO y K <— K + 1
8.1.1.1 Si (no es el fin de archivo de F1) entonces
Leer R1 de F1
Hacer B1 <= FALSO
8.1.1.2 {Fin del condicional del paso 8.1.1.1}
Si no
Escribir R2 en F
Hacer B2 <= VERDADERO y L <= L + 1
8.1.1.3 Si (no es el fin de archivo de F2) entonces
Leer R2 de F2
Hacer B2 <— FALSO
8.1.1.4 {Fin del condicional del paso 8.1.1.3}
8.1.2 {Fin del condicional del paso 8.1.1}
8.2 {Fin del ciclo del paso 8.1}
8.3 Mientras ((K < PART) y (Bl = FALSO)) Repetir
Escribir R1 en F
Hacer B1 <= VERDADERO y K <— K + 1
8.3.1 Si (no es el fin de archivo de F1) entonces
Leer R1 de F1
Hacer B1 <= FALSO
8.3.2 {Fin del condicional del paso 8.3.1}
8.4 {Fin del condicional del paso 8.3}
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8.5 Mientras ((L < PART) y (B2 = FALSO)) Repetir
Escribir R2 en F
Hacer B2 <= VERDADERO y L <— L+ 1
8.5.1 Si (no es el fin de archivo de F2) entonces
Leer R2 de F2
Hacer B2 <= FALSO
8.5.2 {Fin del condicional del paso 8.5.1}
8.6 {Fin del ciclo del paso 8.5}
9. {Fin del ciclo del paso 8}
10. Si (B1 = FALSO) entonces
Escribir R1 en F
11. {Fin del condicional del paso 10}
12.  Si (B2 = FALSO) entonces
Escribir R2 en F
13.  {Fin del condicional del paso 12}
14. Mientras (no sea el fin de archivo de F1) Repetir
Leer R1 de F1
Escribir R1 en F
15.  {Fin del condicional del paso 14}
16. Mientras (no sea el fin de archivo de F2) Repetir
Leer R2 de F2
Escribir R2 en F
17. {Fin del ciclo del paso 16}
18. {Cerrar los archivos F, F1y F2}

Ejemplo 8.21 Supongamos que se desea ordenar las claves del archivo F utilizando el método de
mezcla directo.

F: 25 33 15 18 21 07 12 36 8 90 19 38 40 22
64 77 29 36 11

Los pasos que se realizan son:
PRIMERA PASADA
Particién en secuencias de longitud 1.

F1: 25" 15" 21" 12" 84 19" 40" 64" 29" 11
F2: 33" 18 07" 36" 90" 38 22" 77" 36

Fusién en secuencias de longitud 2.

F: 25 33 15 18 07 21" 12 36' 84 90" 19 3%
22 40" 64 77" 29 36" 11
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SEGUNDA PASADA
Particion en secuencias de longitud 2.

F1: 25 33" 07 21" 84 90" 22 40" 29 36
F2: 15 18 12 36" 19 38 64 77" 11

Fusion en secuencias de longitud 4.

F: 15 18 25 33 07 12 21 36 19 38 84 90
22 40 64 77 11 29 36

TERCERA PASADA
Particion en secuencias de longitud 4.

F1: 15 18 25 33 19 38 84 90" 11 29 36
F2: 07 12 21 36 22 40 64 77

Fusion en secuencias de longitud 8.

F: 07 12 15 18 21 25 33 36" 19 22 38 40 o4
77 84 90" 11 29 36

CUARTA PASADA
Particion en secuencias de longitud 8.

F1: 07 12 15 18 21 25 33 36" 11 29 36
F2: 19 22 38 40 64 77 84 90

Fusion en secuencias de longitud 16.

F. 07 12 15 18 19 21 22 25 33 36 38 40 o4
77 84 90" 11 29 36

QUINTA PASADA

Particion en secuencias de longitud 16.

379

F1: 07 12 15 18 19 21 22 25 33 36 38 40 64 77 84 90

F2: 11 29 3¢
Fusion en secuencias de longitud 32.

F. 07 11 12 15 18 19 21 22 25 29 33 36 36 38 40
64 77 84 90
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8.3.4 Ordenacion por el método de mezcla equilibrada

Ejemplo 8.22

El método de ordenacién por mezcla equilibrada, conocido también cémo mezcla
natural, es una optimizacion del método de mezcla directa.

La idea central de este algoritmo consiste en realizar las particiones tomando se-
cuencias ordenadas de maxima longitud en lugar de secuencias de tamaiio fijo previa-
mente determinadas. Luego se realiza la fusidn de las secuencias ordenadas, en forma
alternada, sobre dos archivos. Aplicando estas acciones en forma repetida se logrard que
el archivo original quede ordenado. Para la realizacién de este proceso de ordenacién
se necesitardn cuatro archivos. El archivo original F y tres archivos auxiliares a los
que se denominard F1, F2 y F3. De estos archivos, dos serdn considerados de entrada
y dos de salida; esto, de manera alternada, con el objeto de realizar la fusién-particion.
El proceso termina cuando en la realizacién de una fusién-particién el segundo archivo
quede vacio.

Supongamos que se desea ordenar las claves del archivo F utilizando el método de
mezcla equilibrada.

F: 09 75 14 68 29 17 31 25 04 05 13 18 72 46 6l
Los pasos que se realizan son:
PARTICION INICIAL

F2: 09 75 29" 25 46 61
F3: 14 68 17 31" 04 05 13 18 72

PRIMERA FUSION-PARTICION

F: 09 14 68 75 04 05 13 18 25 46 61 72
F1: 17 29 31

SEGUNDA FUSION-PARTICION

F2: 09 14 17 29 31 68 75
F3: 04 05 13 18 25 46 61 72

TERCERA FUSION-PARTICION

F: 04 05 09 13 14 17 18 25 29 31 46 61 68 72 75
F1:

Observe que al realizar la tercera fusion-particién el segundo archivo queda vacio;
por lo tanto, se puede afirmar que el archivo ya se encuentra ordenado. A continuacién
se presenta la descripcion formal del algoritmo de mezcla equilibrada.
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Algoritmo 8.20 Mezcla_equilibrada

Mezcla_equilibrada (F, F1, F2, F3)

{El algoritmo ordena los elementos del archivo F por el método de mezcla equilibrada. Utiliza
tres archivos auxiliares F1, F2y F3}
{BAND es una variable de tipo booleano}

1. Llamar al algoritmo Particién_inicial con F, F2 'y F3
2. Llamar al algoritmo Particién_fusién con F2, F3, F 'y F1
3. Hacer BAND <— FALSO
4. Mientras ((F1 = VACIO) o (F3 = VACIO)) Repetir
4.1 Si (BAND = VERDADERO)
entonces
Llamar al algoritmo Particién_fusién con F2, F3, Fy F1
Hacer BAND < FALSO
si no
Llamar al algoritmo Particién_fusién con F, F1, F2'y F3
Hacer BAND <= VERDADERO
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
5. {Fin del ciclo del paso 4}

El algoritmo 8.20 requiere para su funcionamiento de dos algoritmos auxiliares,
Particion_inicial y Particiéon_fusion, los cuales se presentan a continuacion.

Algoritmo 8.21  Particién_inicial

Particion_inicial (F, F2, F3)

{El algoritmo produce la particién inicial del archivo F en dos archivos auxiliares, F2y F3}
{AUX y R son variables de tipo entero. BAND es una variable de tipo booleano}

. Abrir el archivo F para lectura.
. Abrir los archivos F2 y F3 para escritura.
. Leer Rde F.
. Escribir R en F2.
. Hacer BAND <~ VERDADERO y AUX < R
. Mientras (no sea el fin de archivo de F) Repetir
Leer Rde F
6.1 Si (R = AUX)
entonces
Hacer AUX <~ R
6.1.1 Si (BAND = VERDADERO)
entonces
Escribir R en F2
Si no

AUt AW =
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Escribir R en F3
6.1.2 {Fin del condicional del paso 6.1.1}
si no
Hacer AUX <= R
6.1.3 Si (BAND = VERDADERO)
entonces
Escribir R en F3
Hacer BAND < FALSO
si no
Escribir R en F2
Hacer BAND <= VERDADERO
6.1.4 {Fin del condicional del paso 6.1.3}
6.2 {Fin del condicional del paso 6.1}
7. {Fin del ciclo del paso 6}
8. {Cerrar los archivos F, F2y F3}

Algoritmo 8.22  Particién_fusién

Particion_fusion (FA, FB, FC, FD)

{El algoritmo produce la particién y la fusién de los archivos FA y FB, en los archivos FC'y
FD}

{R1, R2 y AUX son variables de tipo entero. BAN1, BAN2 y BAN3 son variables de tipo
booleano }

1. Abrir los archivos FA y FB para lectura.
2. Abrir los archivos FC'y FD para escritura.
3. Hacer BAN1 <= VERDADERO, BAN2 <— VERDADERO, BAN3 <— VERDADERO y
AUX <— -32 768 {AUX se inicializa con un valor negativo alto}
4. Mientras ((no sea el fin de archivo de FA) o (BAN1 = FALSO)) y ((no
sea el fin de archivo de FB) o (BAN2 = FALSO)) Repetir
4.1 Si (BAN1 = VERDADERO) entonces
Leer R1 de FA
Hacer BAN1 <— FALSO
4.2 {Fin del condicional del paso 4.1}
4.3 Si (BAN2 = VERDADERO) entonces
Leer R2 de FB
Hacer BAN2 <— FALSO
4.4 {Fin del condicional del paso 4.3}
4.5 Si (R1 <R2)
entonces
4.5.1 Si (R1 = AUX)
entonces
4.5.1.1 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R1 en FC
si no
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Escribir R1 en FD
4.5.1.2 {Fin del condicional del paso 4.5.1.1}
Hacer BAN1 <= VERDADERO y AUX <— R1
si no
4.5.1.3 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R2 en FC
Hacer BAN3 <— FALSO
si no
Escribir R2 en FD
Hacer BAN3 <— VERDADERO
4.5.1.4 {Fin del condicional del paso 4.5.1.3}
Hacer BAN2 <— VERDADERO y AUX <— -32 768
4.5.2 {Fin del condicional del paso 4.5.1}
Si no
4.5.3 Si (R2 = AUX)
entonces
4.5.3.1 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R2 en FC
si no
Escribir R2 en FD
4.5.3.2 {Fin del condicional del paso 4.5.3.1}
Hacer BAN2 <— VERDADERO y AUX <— R2
Si no
4.5.3.3 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R1 en FC
Hacer BAN3 <~ FALSO
Si no
Escribir R1 en FD
Hacer BAN3 <~ VERDADERO
4.5.3.4 {Fin del condicional del paso 4.5.3.3}
Hacer BAN1 <= VERDADERO y AUX < -32 768
4.5.4 {Fin del condicional del paso 4.5.3}
4.6 {Fin del condicional del paso 4.5}
5. {Fin del ciclo del paso 4}
6. Si (BAN1 = FALSO) entonces
6.1 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R1 en FC
6.1.1 Mientras (no sea el fin de archivo de FA) Repetir
Leer R1 de FA
Escribir R1 en FC
6.1.2 {Fin del ciclo del paso 6.1.1}
Si no
Escribir R1 en FD
6.1.3 Mientras (no sea el fin de archivo de FA) Repetir
Leer R1 de FA
Escribir R1 en FD
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6.1.4 {Fin del ciclo del paso 6.1.3}
6.2 {Fin del condicional del paso 6.1}
7. {Fin del condicional del paso 6}
8. Si (BAN2 = FALSO) entonces
8.1 Si (BAN3 = VERDADERO)
entonces
Escribir R2 en FC
8.1.1 Mientras (no sea el fin de archivo de FB) Repetir
Leer R2 de FB
Escribir R2 en FC
8.1.2 {Fin del ciclo del paso 8.1.1}
si no
Escribir R2 en FD
8.1.3 Mientras (no sea el fin de archivo de FB) Repetir
Leer R2 de FB
Escribir R2 en FD
8.1.4 {Fin del ciclo del paso 8.1.3}
8.2 {Fin del condicional del paso 8.1}
9. {Fin del condicional del paso 8}
10. {Cerrar los archivos FA, FB, FC 'y FD}

Ejemplo 8.23 Supongamos que se desea ordenar las claves del archivo F utilizando el método de
mezcla equilibrada.

F: 25 33 15 18 21 07 12 36 8 90 19 38 40 22 o4
77 29 36 11

Los pasos que se realizan son:
PARTICION INICIAL

F2: 25 33 07 12 36 84 90" 22 64 77 11
F3: 15 18 21' 19 38 40" 29 36

PRIMERA FUSION-PARTICION

F: 15 18 21 25 33" 22 29 36 64 77
F1: 07 12 19 36 38 40 84 90 11

SEGUNDA FUSION-PARTICION

F2: 07 12 15 18 19 21 25 33 36 38 40 84 90
F3: 11 22 29 36 64 77
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TERCERA FUSION-PARTICION

F: 07 11 12 15 18 19 21 22 25 29 33 36 36 38 40 64
77 84 90
F1:
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V¥ EJERCICIOS

Ordenacion interna

b)
)

b)

. En un arreglo se guardan los apellidos de N alumnos. Aplique el método de la bur-

buja —ordenacién por el método de intercambio directo— para ordenar el arreglo
en forma ascendente, de manera que:

Ap =Ap,=..=<Ap,

. Resuelva el problema 1 aplicando el método de la burbuja con sefial.
. Resuelva el problema 1 aplicando el método shakersort.

. Compare el tiempo de ejecucién de las soluciones 1, 2 y 3 para distintos valores de

N.

. Dado un arreglo unidimensional de N nimeros enteros, ordénelo en forma descen-

dente aplicando:

Insercion directa
Insercion binaria
Seleccion directa

Compare el tiempo de ejecucion de las soluciones a, b y ¢ para distintos valores
de N.

. Se tienen tres arreglos paralelos. El primero de ellos almacena las matriculas de N

alumnos; el segundo, las calificaciones de los N alumnos obtenidas en un examen
final, y el tercero, el nimero total de materias aprobadas por cada alumno. Los ele-
mentos de los arreglos se corresponden.

Aplique el método de insercién directa para ordenar los arreglos, de manera que
queden ordenados en forma ascendente por matricula.

Aplique el método quicksort para ordenar los arreglos, de manera que queden orde-
nados en forma descendente por el niimero total de materias aprobadas.

. En cierta empresa se maneja una lista de precios de los N articulos que se venden.

De cada articulo se tiene la siguiente informacidn:

Clave del articulo
Nombre del articulo
Precio del articulo

Ordene el arreglo en forma ascendente segtin el campo “clave”. Aplique el método
quicksort.
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Ordene el arreglo en forma descendente segin el campo “precio”. Aplique el méto-
do del monticulo.

. Resuelva el inciso a) del problema 7 aplicando el método de seleccién directa.

Compare el tiempo de ejecucién de esta solucién con la obtenida en el ejercicio
anterior, para distintos valores de N.

. Una compaiia propietaria de una cadena de hoteles quiere que se ordene su infor-

macion. De cada hotel se tienen los siguientes datos:

Nombre del hotel

Ciudad en la que se encuentra el hotel
Numero de estrellas

Numero de cuartos

En una misma ciudad puede haber varios hoteles de la compaiiia.
Escriba un programa que ordene el arreglo segtin el campo “ciudad”, en primer
término, y luego, seglin el campo, “nombre”. Es decir, el arreglo debe quedar:

Nombre, Ciudad, Nim.estrellas Nim.cuartos,
Nombre, Ciudad, Num.estrellas, Nim.cuartos,
i;I.ombrei Ciudad, Num.estrellas, Nim.cuartos,
i;I.ombren Ciudad, Num.estrellas, Nim.cuartos,
Donde:

Ciudad, < Ciudad, < ... < Ciudad,
Nombre, < Nombre, < ... <Nombre, |

Nombre, < Nombre, |, <...< Nombre}.i

1 1

Nombre < Nombre _ <...<Nombre

. Retome el problema 8 del capitulo 1. Ordene los arreglos SUR, CENTRO y NOR-

TE, aplicando:

Insercidn directa
Insercién binaria
Shell

. Una escuela tiene almacenados los principales datos de cada alumno. Estos son:

Nombre del alumno

Matricula

Numero de materias aprobadas
Promedio
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a)

b)

12.

a)

b)

13.

b)
)

14.

15.

16

Aplique el método de seleccion directa para ordenar el arreglo de N alumnos en
forma ascendente, segiin el campo “nombre”.

Aplique el método guicksort para ordenar el arreglo de N alumnos en forma ascen-
dente, segin el campo “nimero de materias aprobadas”.

Se tiene un arreglo de N nimeros enteros.

(Cudntas comparaciones y cudntos intercambios se deben realizar si se ordena el
arreglo con el método de la burbuja?

(Cudntas comparaciones y cudntos intercambios se deben realizar si se ordena el
arreglo con el método de seleccidn directa?

Dado un arreglo unidimensional de N nimeros enteros que debe ser ordenado en
forma ascendente, conteste las siguientes preguntas:

Cudntas comparaciones e intercambios se deben realizar, aplicando el método de
insercion directa, si:

D El arreglo ya estd ordenado.
D El arreglo estd ordenado en forma descendente.

Conteste la pregunta del inciso anterior, para el método quicksort.
Conteste la pregunta del inciso anterior, para el método del monticulo.

Retome el problema 7, considerando que se defini6 la clase Articulo y se tiene un
arreglo de objetos de este tipo. Escriba una funcién que ordene el arreglo de obje-
tos, utilizando el algoritmo de quicksort.

Defina una clase Arreglo, segiin lo visto en el capitulo 1. En la clase debe incluir por
lo menos 2 métodos de los estudiados en este capitulo para ordenar los elementos
del arreglo.

. Escriba una funcién que anime el proceso de ordenacién usando el algoritmo de

quicksort. Es decir, en la medida en que se va ordenando el arreglo, en la pantalla
se debe ir reflejando graficamente su cambio de estado.

Ordenacion externa

17.

18.

Dado un archivo de nimeros enteros, ordénelo e imprimalo.

En el archivo EMPLEADOS se tiene informacion sobre los empleados de una em-
presa. Los datos almacenados por cada empleado son:

Nombre
Estado civil
Antigiiedad
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19.

a)
b)

20.

21.

22,
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Categoria
Sueldo

Ordene el archivo segtin el campo “nombre”.

Aplique mezcla directa.
Aplique mezcla equilibrada.

Se tiene un archivo con informacidén sobre huéspedes de un hotel:

Numero de habitacién
Nombre del huésped
Fecha de llegada

Ordene el archivo aplicando el método de mezcla directa.

Segin el campo “nimero de habitacién”.
Segtn el campo “nombre”.

Dado un archivo de cadenas de caracteres, ordénelo en forma descendente aplican-
do el método de mezcla equilibrada.

Se tienen dos archivos ordenados con los nombres de los estudiantes de una escue-
la. No se han actualizado de la misma manera los dos archivos, habiéndose dado de
alta a algunos alumnos en un archivo pero no en el otro. Escriba un programa que
obtenga un tercer archivo, también ordenado, intercalando la informacién de los
dos archivos existentes. (No deben quedar elementos repetidos.)

Se tienen tres archivos A1, A2 y A3 con informacién sobre recitales efectuados en
un teatro, a lo largo de los tres dltimos afios. Cada registro de los archivos tiene los
siguientes campos:

Nombre del cantante u orquesta que ofreci6 el recital
Numero de presentaciones
Fechas de las presentaciones

Los tres archivos estdn ordenados en forma ascendente segtin el primer campo.
Escriba un programa que intercale los tres archivos, formando el archivo RE-
CITALES.






FIGURA 9.1
Ejemplo practico
de busqueda.

Capitulo

METODOS
DE BUSQUEDA

9.1 INTRODUCCION

Este capitulo se dedica al estudio de una de las operaciones mds importantes en el pro-
cesamiento de informacion: la bisqueda. Esta operacion se utiliza basicamente para
recuperar datos que se habian almacenado con anticipacién. El resultado puede ser de
éxito si se encuentra la informacion deseada, o de fracaso, en caso contrario.

La busqueda ocupa una parte importante de nuestra vida. Practicamente todo el
tiempo estamos buscando algo. El mundo en que se vive hoy dia es desarrollado, auto-
matizado, y la informacién representa un elemento de vital importancia. Es fundamental
estar informados y, por lo tanto, buscar y recuperar informacién. Por ejemplo, se buscan
nimeros telefénicos en un directorio, ofertas laborales en un periddico, libros en una
biblioteca, etcétera.
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FIGURA 9.2
Ejemplo practico
de basqueda.

En los ejemplos mencionados, la bisqueda se realiza, generalmente, sobre elemen-
tos que estdn ordenados. Los directorios telefénicos estdn organizados alfabéticamente,
las ofertas laborales estdn ordenadas por tipo de trabajo y los libros de una biblioteca es-
tan clasificados por tema. Sin embargo, puede suceder que la biisqueda se realice sobre
una coleccion de elementos no ordenados. Por ejemplo, cuando se busca la localizacién
de una ciudad dentro de un mapa.

Se concluye que la operacién de biisqueda se puede llevar a cabo sobre elementos
ordenados o desordenados. Cabe destacar que la bisqueda es mas facil y ocupa menos
tiempo cuando los datos se encuentran ordenados.

Los métodos de bisqueda se pueden clasificar en internos y externos, segin la
ubicacién de los datos sobre los cuales se realizard la basqueda. Se denomina bisqueda
interna cuando todos los elementos se encuentran en la memoria principal de la compu-
tadora; por ejemplo, almacenados en arreglos, listas ligadas o arboles. Es bisqueda
externa si los elementos estin en memoria secundaria; es decir, si hubiera archivos en
dispositivos como cintas y discos magnéticos.

En la siguiente seccidn se estudiardn los métodos internos, posteriormente en la
seccién 9.3 se hard lo propio con los externos.

9.2 BUSQUEDA INTERNA

La biisqueda interna trabaja con elementos que se encuentran almacenados en la
memoria principal de la maquina. Estos pueden estar en estructuras estiticas —arre-
glos— o dindmicas —listas ligadas y arboles—. Los métodos de bisqueda interna mds
importantes son:

D  Secuencial o lineal
D Binaria
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D  Por transformacion de claves
D Arboles de busqueda

Busqueda secuencial

La busqueda secuencial consiste en revisar elemento tras elemento hasta encontrar el
dato buscado, o llegar al final del conjunto de datos disponible.

Primero se tratard sobre la busqueda secuencial en arreglos, y luego en listas enla-
zadas. En el primer caso, se debe distinguir entre arreglos ordenados y desordenados.

Esta tltima consiste, bdsicamente, en recorrer el arreglo de izquierda a derecha

hasta que se encuentre el elemento buscado o se termine el arreglo, lo que ocurra prime-
ro. Normalmente cuando una funcién de biisqueda concluye con éxito, interesa conocer
en qué posicion fue hallado el elemento que se estaba buscando. Esta idea se puede
generalizar para todos los métodos de busqueda.

A continuacioén se presenta el algoritmo de busqueda secuencial en arreglos desor-
denados.

Algoritmo 9.1  Secuencial_desordenado

Secuencial_desordenado (V, N, X)

{Este algoritmo busca secuencialmente el elemento X en un arreglo unidimensional desor-
denado V, de N componentes }
{I es una variable de tipo entero}

1. Hacer /<1
. Mientras ((I = N) y (V[I] = X)) Repetir
Hacer /<= I+ 1
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Si(I>N)
entonces
Escribir “La informacién no estd en el arreglo”
si no
Escribir “La informacién se encuentra en la posicion”, [
5. {Fin del condicional del paso 4}

[

=~ W

Son dos los posibles resultados que se pueden obtener al aplicar este algoritmo: la
posicién en la que encontré el elemento, o un mensaje de fracaso si el elemento no se
halla en el arreglo. Si hubiera dos o mds ocurrencias del mismo valor, se encuentra la
primera de ellas. Sin embargo, es posible modificar el algoritmo para obtener todas las
ocurrencias del dato buscado.

A continuacién se presenta una variante de este algoritmo, pero utilizando recursi-
vidad, en lugar de iteratividad.
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Algoritmo 9.2 Secuencial_desordenado_recursivo

Secuencial_desordenado_recursivo (V, N, X, I)

{Este algoritmo busca secuencialmente, y de forma recursiva, al elemento X en el arreglo
unidimensional desordenado V, de N componentes }
{1 es un parametro de tipo entero que inicialmente se encuentra en 1}

1. Si(I>N)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
Si no
1.1 Si (V[I1=X)
entonces
Escribir “La informacién se encuentra en la posiciéon”, [
S no
Regresar a Secuencial_desordenado_recursivo con V, N, Xe [l + 1
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

La busqueda secuencial en arreglos ordenados es similar al caso anterior. Sin em-
bargo, el orden entre los elementos del arreglo permite incluir una nueva condicién que
hace més eficiente al proceso. A continuacién analicemos el algoritmo de busqueda
secuencial en arreglos ordenados.

Algoritmo 9.3  Secuencial_ordenado

Secuencial_ordenado (V, N, X)

{Este algoritmo busca secuencialmente al elemento X en un arreglo unidimensional ordenado
V., de N componentes. V se encuentra ordenado crecientemente: V[1] < V[2] < ... < V[N]}
{1 es una variable de tipo entero}

1. Hacer/ < 1
2. Mientras ((I = N) y (X > V[I])) Repetir
Hacer I < I+ 1
. {Fin del ciclo del paso 2)
. Si(I>N)o (X< V)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
si no
Escribir “La informacién se encuentra en la posiciéon”, [
. {Fin del condicional del paso 4}

=~ W

(9]
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Como el arreglo estd ordenado, se establece una nueva condicién: el elemento bus-
cado tiene que ser mayor que el del arreglo. Cuando el ciclo se interrumpe, se evalda
cudl de las condiciones es falsa. Si (I > N) o si se comparé el elemento con un valor
mayor a si mismo (X < V[I]), se estd ante un caso de fracaso: el elemento no estd en el
arreglo. Si X = V[I] entonces se encontrd al elemento en el arreglo.

A continuacién se presenta el algoritmo de buisqueda en arreglos ordenados, pero
en forma recursiva.

Algoritmo 9.4  Secuencial_ordenado_recursivo

Secuencial_ordenado_recursivo (V, N, X, I)

{Este algoritmo busca en forma secuencial y recursiva al elemento X en un arreglo unidi-
mensional ordenado V, de N componentes. V se encuentra ordenado de manera creciente: V[1]
< V[2] = ... = V[N]. ] inicialmente tiene el valor de 1}

L Si(=N)y X >VID)
entonces
Llamar a Secuencial_ordenado_recursivo con V, N, X e I + 1
si no
1.1 Si (I>N)o (X< VII])
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
Si no
Escribir “La informacién se encuentra en la posicién”, 1
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

El método de busqueda secuencial también se puede aplicar a listas ligadas. Con-
siste en recorrer la lista nodo tras nodo, hasta encontrar al elemento buscado —€xito—,
o hasta que lleguemos al final de la lista —fracaso—. La lista, como en el caso de arre-
glos, se puede encontrar ordenada o desordenada. El orden en el cual se puede recorrer
la lista depende de sus caracteristicas; puede ser simplemente ligada, circular o doble-
mente ligada. En este capitulo se presentard el caso de busqueda secuencial en listas
simplemente ligadas desordenadas. El lector, con los conocimientos que tiene sobre
listas y busqueda, puede implementar facilmente los otros algoritmos.

Algoritmo 9.5 Secuencial_lista_desordenada

Secuencial_lista_desordenada (P, X)

{Este algoritmo busca en forma secuencial al elemento X en una lista simplemente ligada, que
almacena informacién que estd desordenada. P es un apuntador al primer nodo de la lista.
INFO y LIGA son los campos de cada nodo}

{ O es una variable de tipo apuntador}
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i

. Hacer Q < P
. Mientras ((Q = NIL) y (Q".INFO = X)) Repetir
Hacer Q < Q".LIGA
. {Fin del ciclo del paso 2}
. Si (Q=NIL)
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en la lista”
si no
Escribir “La informacion se encuentra en la lista”
5. {Fin del condicional del paso 4}

[S]

=~ W

Si la lista estuviera ordenada se modificaria este algoritmo, incluyendo una con-
dicién similar a la que se escribi6 en el algoritmo 9.3. Esto tltimo con el objetivo de
disminuir el nimero de comparaciones.

A continuacién se presenta la variante recursiva de este algoritmo de busqueda
secuencial en listas simplemente ligadas desordenadas.

Algoritmo 9.6  Secuencial_lista_desordenada_recursivo

Secuencial_lista_desordenada_recursivo (P, X)

{Este algoritmo busca de manera secuencial y en forma recursiva al elemento X en una lista
simplemente ligada, que almacena informacién que estd desordenada. P es un apuntador al
primer nodo de la lista. INFO y LIGA son los campos de cada nodo}

1. Si (P = NIL) y (PA.INFO = X))
entonces
Regresar a Secuencial_lista_desordenada_recursivo con PA.LIGA y X
si no
1.1 Si (P =NIL)
entonces
Escribir “La informacion no se encuentra en la lista”
si no
Escribir “La informacion se encuentra en la lista”
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Analisis de la busqueda secuencial

El nimero de comparaciones es uno de los factores mds importantes que se utilizan para
determinar la complejidad de los métodos de biisqueda. Para analizar la complejidad de
la busqueda secuencial, se deben establecer los casos mas favorable o desfavorable que
se presenten.

Al buscar, por ejemplo, un elemento en un arreglo unidimensional desordenado de
N componentes, puede suceder que ese valor no se encuentre; por lo tanto, se haran N
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comparaciones al recorrer todo el arreglo. Por otra parte, si el elemento se encuentra en
el arreglo, éste puede estar en la primera posicion, en la dltima o en alguna intermedia. Si
es el primero, se hard una comparacion; si se trata del tltimo, se hardn N comparaciones;
y si se encuentra en la posicién i (1 < i < N), entonces se realizardn i comparaciones.

Ahora bien, el nimero de comparaciones que se llevan a cabo si trabajamos con
arreglos ordenados serd el mismo que para desordenados, siempre y cuando el elemento
se encuentre en el arreglo. Si no fuera éste el caso, entonces el nimero de comparacio-
nes disminuird sensiblemente en arreglos ordenados, siempre que el valor buscado esté
comprendido entre el primero y el dltimo elementos del arreglo.

Por otra parte, el nimero de comparaciones en la busqueda secuencial en listas
simplemente ligadas es el mismo que para arreglos. En la férmula 9.1 se presentan los
nimeros minimo, mediano y maximo de comparaciones que se ejecutan cuando se tra-
baja con la bisqueda secuencial.

_(1+n) B Férmula 9.1

La tabla 9.1 presenta, para distintos valores de N, los nimeros minimo, mediano y
maximo de comparaciones que se requieren para buscar secuencialmente un elemento
en un arreglo o lista ligada.

Busqueda binaria

La buisqueda binaria consiste en dividir el intervalo de buisqueda en dos partes, com-
parando el elemento buscado con el que ocupa la posicidn central en el arreglo. Para el
caso de que no fueran iguales se redefinen los extremos del intervalo, segtin el elemento
central sea mayor o menor que el elemento buscado, disminuyendo de esta forma el
espacio de busqueda. El proceso concluye cuando el elemento es encontrado, o cuando
el intervalo de busqueda se anula, es vacio.

El método de biisqueda binaria funciona exclusivamente con arreglos ordenados.
No se puede utilizar con listas simplemente ligadas —no podriamos retroceder para
establecer intervalos de busqueda— ni con arreglos desordenados. Con cada iteracién
del método el espacio de busqueda se reduce a la mitad; por lo tanto, el nimero de com-

min med mix
10 1 55 10
100 1 50.5 100
500 1 250.5 500
1000 1 500.5 1000

10 000 1 5000.5 10 000
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paraciones a realizar disminuye notablemente. Esta disminucién resulta significativa
cuanto mds grande sea el tamafio del arreglo. A continuacién se presenta el algoritmo
de bisqueda binaria.

Algoritmo 9.7  Binaria

Binaria (V, N, X)

{Este algoritmo busca al elemento X en un arreglo unidimensional ordenado V de N com-
ponentes }
{IZQ, CEN y DER son variables de tipo entero. BAN es una variable de tipo booleano}

1. Hacer IZQ < 1, DER <= Ny BAN < FALSO
2. Mientras (IZQ = DER) y (BAN = FALSO)) Repetir
2.1 Si (X = V[CEN])
entonces
Hacer BAN <= VERDADERO
si no {Se redefine el intervalo de bisqueda}
2.1.1 Si (X > V[CEN])
entonces
Hacer IZQ <—= CEN + 1
si no
Hacer DER <~ CEN -1
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1)
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1)
3. {Fin del ciclo del paso 2)
4. Si (BAN = VERDADERO)
entonces
Escribir “La informacion esta en la posiciéon”, CEN
si no
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
5. {Fin del condicional del paso 4}

Analicemos ahora un ejemplo para ilustrar el funcionamiento de este algoritmo.

Ejemplo 9.1 Sea V un arreglo unidimensional de nimeros enteros, ordenado de manera creciente,
como se muestra en la figura 9.3.
En la tabla 9.2 se presenta el seguimiento del algoritmo 9.7 cuando X es igual a 325
(X =325).
En la figura 9.4 se observa graficamente, para este caso en particular, como se va
reduciendo el intervalo de bisqueda.

FIGURA 9.3 101 | 215|325 | 410|502 | 507 | 600 | 610 | 612 | 670
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Paso BAN 12Q DER CEN X = V[CEN] X > VICEN]
1 Falso 1 10 5 325 =502 ? No 325> 502 ? No
2 Falso 1 4 2 325=215?No 325>215?Si
3 Falso 3 4 3 325=3257?Si
4 Verdadero

La tabla 9.3, por otra parte, muestra nuevamente el seguimiento del algoritmo 9.7
para X = 615, valor que no se encuentra en el arreglo.

La figura 9.5 representa graficamente cémo se va reduciendo el intervalo de bus-
queda hasta anularse (DER < IZQ).

A continuacion se presenta una variante del algoritmo de bisqueda binaria que no
utiliza bandera —BAN—.

FIGURA 9.4

Reduccion del intervalo
de busqueda. a) Paso 1.
b) Paso 2. ¢) Paso 3 de la
tabla 9.2.

Paso BAN VA0) DER CEN X = V[CEN] X > V[CEN]
1 Falso 1 10 5 615=502 ?No 615>502?Si
2 Falso 6 10 8 615=610? No 615>610?Si
3 Falso 9 10 9 615=612?No 615>6127Si
4 Falso 10 10 10 615=670 ? No 615>670 ? No
5 Falso 10 9
1 5 10
17Q CEN DER
a)
1 2 4
1Z2Q CEN DER
3 4
! L

1ZQ =CEN DER
9]



400 Capitulo9

FIGURA 9.5

Reduccion del intervalo
de basqueda. a) Paso 1.
b) Paso 2. ¢) Paso 3.

d) Paso 4. e) Paso 5 de
la tabla 9.3.
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Algoritmo 9.8 Binaria_sin_bandera

Binaria_sin_bandera (V, N, X)

{Este algoritmo busca al elemento X en el arreglo unidimensional ordenado V de N com-

ponentes }

{IZQ, DER y CEN son variables de tipo entero}

1. Hacer IZQ <— 1, DER <~ Ny CEN <= PARTE ENTERA ((IZQ + DER)/2)
2. Mientras (IZQ = DER) y (X = V[CEN])) Repetir

2.1 Si X > V[CEN]
entonces

Hacer IZQ <= CEN + 1

si no

Hacer DER < CEN -1
2.2 {Fin del condicional del paso 2.1}
Hacer CEN < PARTE ENTERA ((IZQ + DER)/2)

3. {Fin del ciclo del paso 2}

4. Si (1IZQ > DER)
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entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
si no
Escribir “La informacién se encuentra en la posiciéon”, CEN
5. {Fin del condicional del paso 4}

Finalmente, se presenta una version recursiva de este algoritmo de busqueda binaria.

Algoritmo 9.9 Binaria_recursivo

Binaria_recursivo (V, 1ZQ, DER, X)

{Este algoritmo busca al elemento X en el arreglo unidimensional ordenado V de N compo-
nentes. [ZQ ingresa inicialmente al algoritmo con el valor de 1. DER, por otra parte, ingresa
con el valor de N}

{CEN es una variable de tipo entero}

1. Si (IZQ = DER)
entonces
Escribir X, “No se encuentra en el arreglo”
Si no
Hacer CEN < PARTE ENTERA ((DER + 1ZQ)/2)
1.1 Si (X = V[CEN])

entonces
Escribir “El dato buscado se encuentra en la posiciéon”, CEN
si no
1.1.1 Si (X > V[CEN])
entonces
Regresar a Binaria_recursivo con V, CEN + 1, DER, X
si no

Regresar a Binaria_recursivo con V, IZQ, CEN - 1, X
1.1.2 {Fin del condicional del paso 1.1.1}
1.2 {Fin del condicional del paso 1.1}
2. {Fin del condicional del paso 1}

Anadlisis de la busqueda binaria

Para analizar la complejidad del método de busqueda binaria es necesario establecer
los casos mds favorables y desfavorables que se pudieran presentar en el proceso de
bisqueda. El primero sucede cuando el elemento buscado es el central, en dicho caso
se hard una sola comparacion; el segundo sucede cuando el elemento no se encuentra
en el arreglo; entonces se hardn aproximadamente log, (n) comparaciones, ya que con
cada comparacién el nimero de elementos en los cuales se debe buscar se reduce en un
factor de 2. De esta forma, se determinan los nimeros minimo, mediano y maximo de
comparaciones que se deben realizar cuando se utiliza este tipo de busqueda.
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9.2.3

TABLA 9.4

Complejidad del método de
busqueda binaria

1+1 N Férmula 9.2
c. =1 C‘“‘”:% C,. =log,(N)

En la tabla 9.4 se presentan, para distintos valores de NV, los niimeros minimo, me-
diano y maximo de comparaciones requeridas para buscar un elemento en un arreglo,
aplicando el método de bisqueda binaria.

Si se comparan los valores de la tabla 9.1 con los de la tabla 9.4 resulta claro que
el método de biisqueda binaria es mds eficiente que el método de biisqueda secuencial.
Ademds, la diferencia se hace mas significativa conforme mas grande sea el tamafio del
arreglo. Sin embargo, no hay que olvidar que el método de busqueda binaria trabaja
solamente con arreglos ordenados; por lo tanto, si el arreglo estuviera desordenado antes
de emplear este método, aquél deberia ordenarse.

Cabe destacar, sin embargo, que la ordenacién de un arreglo también implica com-
paraciones y movimientos de elementos, asi que si se va a realizar sélo una biisqueda
sobre un arreglo desordenado conviene utilizar el método secuencial. En cambio, si se
realizan bisquedas en forma continua, convendria ordenarlo para poder aplicar el mé-
todo de bisqueda binaria.

Busqueda por transformacion de claves

Los dos métodos analizados anteriormente permiten encontrar un elemento en un arre-
glo. En ambos casos el tiempo de biisqueda es proporcional a su nimero de componen-
tes. Es decir, a mayor niimero de elementos se debe realizar mayor nimero de compara-
ciones. Se mencioné ademads que si bien el método de busqueda binaria es mas eficiente
que el secuencial, existe la restriccidon de que el arreglo se debe encontrar ordenado.

Esta seccién se dedica a un nuevo método de buisqueda. Este método, conocido
como transformacion de claves o hash, permite aumentar la velocidad de bisqueda sin
necesidad de tener los elementos ordenados. Cuenta con la ventaja de que el tiempo de
busqueda es independiente del niimero de componentes del arreglo.

Supongamos que se tiene una coleccién de datos, cada uno de ellos identificado por
una clave. Es claro que resulta atractivo tener acceso a ellos de manera directa; es decir,
sin recorrer algunos datos antes de localizar al buscado. El método por transformacién
de claves permite realizar justamente esta actividad; es decir, localizar el dato en forma

min med mix
10 1 25 4
100 1 4 7
500 1 5 9
1000 1 5.5 10

10 000 1 7.5 14
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directa. EI método trabaja utilizando una funcién que convierte una clave dada en una
direccién —indice— dentro del arreglo.

direccion <= H (clave)

La funcion hash (H) aplicada a la clave genera un indice del arreglo que permite
acceder directamente al elemento. El caso més trivial se presenta cuando las claves son
nldmeros enteros consecutivos.

Supongamos que se desea almacenar la informacién relacionada con 100 alumnos
cuyas matriculas son niimeros del 1 al 100. En este caso conviene definir un arreglo de 100
elementos con indices numéricos comprendidos entre los valores 1 y 100. Los datos de
cada alumno ocupardn la posicion del arreglo que se corresponda con el nimero de la ma-
tricula; de esta manera se podra acceder directamente a la informacién de cada alumno.

Consideremos ahora que se desea almacenar la informacién de 100 empleados. La
clave de cada empleado corresponde al niimero de su seguro social. Si la clave estd forma-
dapor 11 digitos, resulta por completo ineficiente definir un arreglo con 99 999 999 999
elementos para almacenar solamente los datos de los 100 empleados. Utilizar un arreglo
tan grande asegura la posibilidad de acceder directamente a sus elementos; sin embargo,
el costo en memoria resulta tanto ridiculo como excesivo. Siempre es importante equili-
brar el costo del espacio de memoria con el costo por tiempo de buisqueda.

Cuando se tienen claves que no se corresponden con indices —por ejemplo, por
ser alfanuméricas—, o cuando las claves representen valores numéricos muy grandes
o no se corresponden con los indices de los arreglos, se utilizard una funcién hash que
permita transformar la clave para obtener una direccién apropiada. Esta funcién hash
debe ser simple de calcular y asignar direcciones de la manera mas uniforme posible. Es
decir, debe generar posiciones diferentes dadas dos claves también diferentes. Si esto
Gltimo no ocurre (H(K,) =d, H(K)) =d y K, = K) hay una colision, que se define como
la asignacién de una misma direccién a dos o mas claves distintas.

En este contexto, para trabajar con este método de biisqueda se debe seleccionar
previamente:

D  Una funcidn hash que sea facil de calcular y distribuya uniformemente las claves.
D Un método para resolver colisiones. Si éstas se presentan, se contard con algin
método que genere posiciones alternativas.

Estos dos casos se tratardn en forma separada. Como ya se menciond, seleccionar una
buena funcién hash es muy importante, pero es dificil encontrarla. Basicamente porque no
existen reglas que permitan determinar cudl serd la funcién mds apropiada para un conjun-
to de claves que asegure la maxima uniformidad en su distribucion. Realizar un andlisis de
las principales caracteristicas de las claves siempre ayuda en la eleccion de una funcién
de este tipo. A continuacion se explican algunas de las funciones hash més utilizadas.

Funcién hash por médulo: division

La funcion hash por médulo o divisién consiste en tomar el residuo de la division de
la clave entre el nimero de componentes del arreglo. Supongamos, por ejemplo, que se



404 Capitulo9 ©O MeTopos bE BUSQUEDA

Ejemplo 9.2

9.2.5

tiene un arreglo de N elementos, y K es la clave del dato a buscar. La funcién hash queda
definida por la siguiente férmula:

H(K)=(KmodN) + 1 Férmula 9.3

En la férmula 9.3 se observa que al residuo de la division se le suma 1, esto tltimo
con el objetivo de obtener un valor comprendido entre 1 y N.

Para lograr mayor uniformidad en la distribucién, es importante que N sea un nu-
mero primo o divisible entre muy pocos nimeros. Por lo tanto, si N no es un nimero
primo, se debe considerar el valor primo mds cercano.

En el ejemplo 9.2 se presenta un caso de funcién hash por médulo.

Supongamos que N = 100 es el tamafo del arreglo, y las direcciones que se deben
asignar a los elementos (al guardarlos o recuperarlos) son los nimeros del 1 al 100.
Consideremos ademds que K, =7 259y K, =9 359 son las dos claves a las que se deben
asignar posiciones en el arreglo. Si aplicamos la férmula 9.3 con N = 100, para calcular
las direcciones correspondientes a K, y K, obtenemos:

H(K,) = (7259 mod 100) + 1 = 60
H(K,) = (9 359 mod 100) + 1 = 60

Como H(K ) esigual a H(K) y K| es distinto de K, se esté ante una colision que se
debe resolver porque a los dos elementos le corresponderia la misma direccion.

Observemos, sin embargo, que si apliciramos la férmula 9.3 con un nimero primo
cercano a N, el resultado cambiaria:

H(K,) = (7259 mod 97) + 1 = 82
H(K,) = (9 359 mod 97) + 1 = 48

Con N =97 se ha eliminado la colision.

Funcion hash cuadrado

La funcién hash cuadrado consiste en elevar al cuadrado la clave y tomar los digitos
centrales como direccién. El nimero de digitos que se debe considerar se encuentra
determinado por el rango del indice. Sea K la clave del dato a buscar, la funcién hash
cuadrado queda definida, entonces, por la siguiente férmula:

H(K) = digitos_centrales (K?) + 1 Férmula 9.4

La suma de una unidad a los digitos centrales es util para obtener un valor com-
prendido entre 1 y N.
En el ejemplo 9.3 se presenta un caso de funcién hash cuadrado.
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Sea N = 100 el tamafio del arreglo, y sus direcciones los nimeros comprendidos entre
1y 100. Sean K, =7 259 y K, =9 359 dos claves a las que se deben asignar posiciones
en el arreglo. Se aplica la formula 9.4 para calcular las direcciones correspondientes a
K yK.:

1 2

K7?=52693081
K> =87590 881

H(K,) = digitos_centrales (52 693 081) + 1 =94
H(K,) = digitos_centrales (87 590 881) + 1 =91

Como el rango de indices en nuestro ejemplo varia de 1 a 100, se toman solamente
los dos digitos centrales del cuadrado de las claves.

Funcion hash por plegamiento

La funcién hash por plegamiento consiste en dividir la clave en partes, tomando igual
nimero de digitos aunque la ultima puede tener menos, y operar con ellas, asignando
como direccién los digitos menos significativos. La operacién entre las partes se puede
realizar por medio de sumas o multiplicaciones. Sea K la clave del dato a buscar. K esta
formada por los digitos d,, d,, ..., d . La funcioén hash por plegamiento queda definida
por la siguiente férmula:

H(K) = digmensig ((d, ... d) + (d,, dj) +..+(d ..d,

|
El operador que aparece en la férmula operando las partes de la clave es el de suma,
pero, como ya se aclaré, puede ser el de la multiplicacién. En este contexto, la suma de
una unidad a los digitos menos significativos —digmensig— es para obtener un valor
comprendido entre 1 y N.
En el ejemplo 9.4 se presenta un caso de funcién hash por plegamiento.

Sea N = 100 el tamaifio del arreglo, y las direcciones que deben tomar sus elementos los
numeros comprendidos entre 1y 100. Sean K, =7 259 y K, = 9 359 dos claves a las que
se deben asignar posiciones en el arreglo. Se aplica la férmula 9.5 para calcular las di-
recciones correspondientes a K| y K,

H(K)) = digmensig (72 + 59) + 1 = digmensig (131) + 1 =32
H(K,) = digmensig (93 + 59) + 1 = digmensig (152) + 1 =53

De la suma de las partes se toman solamente dos digitos porque los indices del
arreglo varfan de 1 a 100.



406 Capitulo9 O MeTopos DE BUSQUEDA

9.2.7

Ejemplo 9.5

9.2.8

Funcion hash por truncamiento

La funcion hash por truncamiento consiste en tomar algunos digitos de la clave y
formar con ellos una direccidn. Este método es de los mds sencillos, pero es también de
los que ofrecen menos uniformidad en la distribucién de las claves.

Sea K la clave del dato a buscar. K estd formada por los digitos d,, d, ..., dn. La
funcién hash por truncamiento se representa con la siguiente férmula:

H(K) = elegirdigitos (d,, d, ...d ) + 1 Foérmula 9.6

La eleccién de los digitos es arbitraria. Se podrian tomar los de las posiciones
impares o de las pares. Luego se podrian unir de izquierda a derecha o de derecha a
izquierda. La suma de una unidad a los digitos seleccionados es ttil para obtener un
valor entre 1y 100.

En el ejemplo 9.5 se muestra un caso de funcién hash por truncamiento.

Sea N = 100 el tamafio del arreglo, y las direcciones de sus elementos los nimeros entre 1
y 100. Sean K, =7 259 y K, =9 359 dos claves a las que se deben asignar posiciones en el
arreglo. Se aplica la férmula 9.6 para calcular las direcciones correspondientes a K y K.

H(K)) = elegirdigitos (7259) + 1=75+1=76
H(K) = elegirdigitos (9 359) + 1 =95+ 1 =96

En este ejemplo se toman el primero y tercer nimeros de la clave y se unen de
izquierda a derecha.

Es importante destacar que en todos los casos anteriores se presentaron ejemplos
de claves numéricas. Sin embargo, en la practica las claves pueden ser alfabéticas o
alfanuméricas. En general, cuando aparecen letras en las claves se suele asociar a cada
una un entero con el propésito de convertirlas en numéricas.

A B C D 4
01 02 03 04 .27

Si, por ejemplo, la clave fuera ADA, su equivalente numérica seria 010401. Si hu-
biera combinacién de letras y niimeros, se procederia de la misma manera. Por ejemplo,
dada una clave Z4F21, su equivalente numérica seria 2740621. Otra alternativa seria
tomar el valor decimal asociado para cada caracter seguin el codigo ASCII. Una vez ob-
tenida la clave en su forma numérica, se puede utilizar normalmente cualesquiera de las
funciones antes mencionadas. El ejemplo 9.11 ilustra un caso de clave alfabética.

Solucion de colisiones

La eleccion de un método adecuado para resolver colisiones es tan importante como la
eleccién de una buena funcién hash. Cuando ésta obtiene una misma direccién para dos
claves diferentes, se estd ante una colision. Normalmente, cualquiera que sea el método
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elegido resulta costoso tratar las colisiones. Es por ello que se debe hacer un esfuerzo
importante para encontrar la funcién que ofrezca la mayor uniformidad en la distribu-
cién de las claves.

La manera mds natural de resolver el problema de las colisiones es reservar una
casilla por clave; es decir, aquellas que se correspondan una a una con las posiciones del
arreglo. Pero, como ya se menciond, esta solucién puede tener un alto costo en memo-
ria; por lo tanto, se deben analizar otras alternativas que permitan equilibrar el uso de
memoria con el tiempo de bisqueda.

En adelante se estudiaran algunos de los métodos mds utilizados para resolver coli-
siones, que se pueden clasificar en:

D Reasignacion
D  Arreglos anidados
D Encadenamiento

Reasignacion

Existen varios métodos que trabajan bajo el principio de comparacion y reasignacién de
elementos. A continuacion se analizardn tres de ellos:

D Prueba lineal
D  Prueba cuadritica
D Doble direccion hash

Prueba lineal

El método de prueba lineal consiste en que una vez que se detecta la colision, se recorre
el arreglo secuencialmente a partir del punto de colisidn, buscando al elemento. El pro-
ceso de busqueda concluye cuando el elemento es hallado, o cuando se encuentra una
posicién vacia. El arreglo se trata como una estructura circular: el siguiente elemento
después del uiltimo es el primero.

A continuacion se expone el algoritmo de solucidn de colisiones por medio de la
prueba lineal.

Algoritmo 9.10 Prueba_lineal

Prueba_lineal (V, N, K)

{Este algoritmo busca al dato con clave K en el arreglo unidimensional V de N elementos.
Resuelve el problema de las colisiones por medio del método de prueba lineal }
{D y DX son variables de tipo entero}

1. Hacer D <— H(K) {Genera direccién}

2. Si (V[DX] = VACIO) y (V[D] = K))
entonces
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Solucién de colisiones por
la prueba lineal. K = 35

Escribir “La informacién esta en la posicién”, D
si no
Hacer DX < D + 1
2.1 Mientras (DX = N)y (VIDX] = VACIO) y (VIDX] = K) y (DX = D))
Repetir
Hacer DX <~ DX + 1
2.1.1 Si (DX =N + 1) entonces
Hacer DX < 1
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si (V[DX] = VACIO) o (DX = D))
entonces
Escribir “La informacién no se encuentra en el arreglo”
Si no
Escribir “La informacién estd en la posicién”, DX
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del condicional del paso 2}

La cuarta condicién del ciclo del punto 2.1, (DX = X), es para evitar caer en un ciclo
infinito si el arreglo estuviera lleno y el elemento a buscar no se encontrara en €l.

La principal desventaja de este método es que puede haber un fuerte agrupamiento
alrededor de ciertas claves, mientras que otras zonas del arreglo podrian permanecer
vacias. Si las concentraciones de claves son muy frecuentes, la bisqueda serd principal-
mente secuencial, perdiendo as{ las ventajas del método hash. El ejemplo 9.6 ilustra el
funcionamiento del algoritmo 9.10.

Sea V un arreglo unidimensional de 10 elementos. Las claves 25, 43, 56, 35, 54, 13, 80
y 104 fueron asignadas segtn la funcién hash:

H(K) = (K mod 10) + 1

En la figura 9.6 se aprecia el estado de arreglo (9.6a) y la tabla con H(K) para cada
clave (9.6D).

Enla tabla 9.5 se presenta el seguimiento de las variables importantes del algoritmo
9.10 para el caso del ejemplo anterior. El dato a buscar es igual a 35.

Al aplicar la funcion hash a la clave 35, se obtiene una direccién (D) igual a 6. Sin
embargo, en esa posicion no se encuentra el elemento buscado, por lo que se comienza
a recorrer secuencialmente el arreglo a partir de la posicién (DX) igual a 7. En este caso
la busqueda concluye cuando se encuentra al valor buscado en la posicidn 8.
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FIGURA 9.6

Solucién de colisiones por
la prueba lineal. a) Arreglo.
b) Tabla con H(K).

TABLA 9.6

Solucién de colisiones por
la prueba lineal. K =13

1 80

2 K H(K)

3 25 6
43 4

4 43 — 56 7

5 54 35 6

6 25 54 5

7 56 = 4
80 1

8 35 104 | 5

9 13 o

10 104 —
a) b)

En la tabla 9.6 se presenta ahora el seguimiento de las variables importantes del
algoritmo 9.10, pero ahora para un caso mas complejo del ejemplo anterior. El dato a
buscar es igual a 13.

Prueba cuadratica

El método de la prueba cuadratica es similar al anterior. La diferencia consiste en que
en el de la prueba cuadratica las direcciones alternativas se generardn como D + 1, D +
4,D+9,...,D+i*envezde D+ 1,D + 2, ..., D + i. Esta variacion permite una mejor
distribucién de las claves que colisionan.

A continuacién se presenta el algoritmo de solucién de colisiones por medio de la
prueba cuadratica.

D DX
4 5
6
7
8
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Ejemplo 9.7

TABLA 9.7

Solucion de colisiones por
la prueba cuadratica.
K=35

Algoritmo 9.11  Prueba_cuadratica

Prueba_cuadratica (V, N, K)

{Este algoritmo busca al dato con clave K en el arreglo unidimensional V de N elementos.
Resuelve el problema de las colisiones por medio de la prueba cuadritica}
{D, DX e I son variables de tipo entero}

1. Hacer D <— H(K) {Genera direccién}
2. Si ((VIDX] = VACIO) y (V[D] = K))
entonces
Escribir “La informacién estd en la posicién”, D
si no
Hacer /<~ 1y DX < (D + (I *1))
2.1 Mientras ((V[DX] = VACIO) y (VIDX] = K)) Repetir
Hacer /<~ I+ 1yDX < (D + (I *1)
2.1.1 Si (DX > N) entonces
Hacer/ <= 0,DX<—1yD <1
2.1.2 {Fin del condicional del paso 2.1.1}
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si (V[DX] = VACIO)
entonces
Escribir “La informacién no estd en el arreglo”
Si no
Escribir “La informacién esta en la posicion”, DX
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del condicional del paso 2}

A continuacién se presenta un ejemplo que ilustra el funcionamiento del algoritmo
9.11.

Sea V un arreglo unidimensional de diez elementos. Las claves 25, 43, 56, 35, 54, 13,
80, 104 y 55 se asignaron segtin la funcién hash:

H(K) = (K mod 10) + 1

En la figura 9.7 se presenta el estado del arreglo (9.7a) y la tabla con H(K) para
cada clave (9.7D).

La tabla 9.7 contiene el seguimiento de las variables importantes del algoritmo 9.11
para el caso del ejemplo anterior, y el dato a buscar es igual a 35.



FIGURA 9.7
Solucion de colisiones por
la prueba cuadratica.

a) Arreglo. b) Tabla con
H(K).

TABLA 9.8

Solucién de colisiones por
la prueba cuadratica.
K=55
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\%

1 80 J

2 55 K | HK)

3 25 6
43 | 4

4 43 56 7

5 54 35 6

6 25 54 5

7 56 13 4
80 1

8 13 104 | 5

9 104 55 6

10 35 —
a) b)

Al aplicar la funcién hash a la clave 35, se obtiene una direccién (D) igual a 6;
sin embargo, en esa direccién no se encuentra el elemento buscado. Se calcula poste-
riormente DX, como la suma D + (I * I), obteniéndose de esta forma la direccién 7. El
algoritmo de busqueda concluye cuando se encuentra el valor deseado en la décima
posicién del arreglo.

En la tabla 9.8 se presenta el seguimiento de las variables importantes del algoritmo
9.11 para un caso mds complejo que el anterior. El dato a buscar es 55.

Doble direccion hash

El método de doble direccion hash consiste en que una vez que se detecta la colision,
se genera otra direccién aplicando la misma funcién hash a la direccién previamente
obtenida. El proceso se detiene cuando el elemento es hallado, o cuando se encuentra
una posicién vacia.

D 1 DX

6 1 7
2 10
3 15

1 0 1
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DH(K)
D'(H(D))
D"(H(D")

La funcién hash que se aplica no necesariamente tiene que ser la misma que origi-
nalmente se aplico a la clave; podria ser cualquier otra. Sin embargo, no existe ningin
estudio que precise cudl es la mejor funcién que se debe utilizar en el célculo de las
direcciones sucesivas.

Analicemos ahora el algoritmo de solucién de colisiones por medio del método de
la doble direccién hash.

Algoritmo 9.12  Doble_direccién

Doble_direccion (V, N, K)

{Este algoritmo busca al dato con la clave K en el arreglo unidimensional V de N elementos.
Resuelve el problema de las colisiones por medio de la doble direccién hash}
{D y DX son variables de tipo entero}

1. Hacer D <= H(K)
2. Si (V[DX] = VACIO) y (V[D] = K))
entonces
Escribir “La informacién se encuentra en la posiciéon”, D
si no
Hacer DX < H'(D)
2.1 Mientras (DX < N)y (VIDX] = VACIO) y (VIDX] = K) y (DX = D)) Repetir
Hacer DX <— H'(DX)
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si ((VIDX] = VACIO) o (V[DX] = K))
entonces
Escribir “La informacién buscada no estd en el arreglo”
si no
Escribir “La informacién estd en la posicién”, DX
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del condicional del paso 2}

El siguiente ejemplo ilustra el funcionamiento de este algoritmo.
Ejemplo 9.8 Sea V un arreglo unidimensional de diez elementos. Las claves 25, 43, 56, 35, 54, 13, 80
y 104 fueron asignadas segun la funcién hash:

H(K)=(Kmod 10) + 1

Ademas se defini6 una funcién H' para calcular direcciones alternativas en caso de
haber colision.



FIGURA 9.8

Solucion de colisiones
por el método de doble
direccion hash. a) Arreglo.
b) Tabla con H(K), H'(D),
H(D), H(D").

9.2.10

TABLA 9.9

Solucién de colisiones por
el método de doble direc-
cion hash. K=13
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1%
1 80
2 k | HR | B | BO) | DY
3 %5 | 6 - - -
43| 4 - - -
4 43 w | 7 i i i
5 54 35 | 6 8 - -
6 25 s4a | s _ _ _
. ” 13| 4 6 8 | 10
80 | - - -
8 35 104 | 5 7 9 -
9 104
10 13 —
a) b)

H'(D) = ((D +1) mod 10) +1

En la figura 9.8 se presenta el estado del arreglo (9.8a) y la tabla (9.8b) con H(K)
para cada clave, y H'(D) en caso de colision.

En la tabla 9.9 se presenta el seguimiento del algoritmo 9.12 para el caso del ejem-
plo anterior. El dato a buscar es igual a 13.

Al aplicar la funcién hash (H) a la clave 13, se obtuvo una direccién (D) igual a 4.
Como en esa posicién no se encuentra el elemento buscado, se aplica reiteradamente
H', generando direcciones hasta localizar el valor deseado. En este ejemplo fue preciso
aplicar tres veces la funcién H', obteniéndose las direcciones 6, 8 y 10, en la que final-
mente se encontrd el dato buscado.

Arreglos anidados

El método de arreglos anidados consiste en que cada elemento del arreglo tenga otro
arreglo, en el cual se almacenen los elementos que colisionan. Si bien la solucién pa-
rece ser sencilla, es claro que resulta ineficiente. Al trabajar con arreglos se depende
del espacio que se haya asignado a éstos, lo cual conduce a un nuevo problema dificil

D DX
4 6
8

10
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Ejemplo 9.9

9.2.11

FIGURA 9.9

Solucion de colisiones con
arreglos anidados.

a) Arreglo anidado.

b) Tabla con H(K).

de solucionar: elegir un tamafio adecuado de arreglo que permita un equilibrio entre el
costo de memoria y el niimero de valores —que colisionan— que pudiera almacenar.
Analicemos un ejemplo.

Sea V un arreglo unidimensional de diez elementos. Los elementos con claves 25, 43,
56, 35, 54, 13, 80 y 104 se almacenaron en el arreglo unidimensional V utilizando la
funcion hash:

H(K) = (K mod 10) + 1

En la figura 9.9 se presenta el estado del arreglo anidado (9.9a) y la tabla con H(K)
para cada clave (9.9D).

Encadenamiento

El método de encadenamiento consiste en que cada elemento del arreglo tenga un apun-
tador a una lista ligada, la cual se ird generando y almacenard los valores que colisionan.
Es el método més eficiente debido al dinamismo propio de las listas. Cualquiera que sea
el niimero de colisiones que se presenten, se podrdn resolver sin inconvenientes.

Como desventajas del método de encadenamiento se menciona el hecho de que
ocupa espacio adicional al de la tabla y que exige el manejo de listas ligadas. Ademas, si
las listas crecen demasiado se perderd la facilidad de acceso directo del método hash.

La figura 9.10 muestra la estructura de datos necesaria para resolver colisiones por
medio del método de encadenamiento.

A continuacién se presenta el algoritmo de solucién de colisiones por encadena-
miento.

1%
] 80 oo o
2 K | HK)
3 25 6
43 4
4| 43 13 s6 .
51 54 | 104 35 6
6| 25 35 54 5
i 13 4
80 1
8 104 | 5
9
10

a) b)
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FIGURA 9.10 1 FH| | ’1—>| | ’1—’| |T |

Solucion de colisiones por
encadenamiento. =

EM

Algoritmo 9.13  Encadenamiento

Encadenamiento (V, N, K)

{Este algoritmo busca al dato con clave K en el arreglo unidimensional V de N elementos.
Resuelve las colisiones por medio de encadenamiento en listas ligadas. SIG e INFO son los
campos de cada nodo de la lista}

{D es una variable de tipo entero. Q es una variable de tipo puntero}

1. Hacer D < H(K) {Genera direccién}
2. Si (V[D] = VACIO) y (V[D] = K))
entonces
Escribir “La informacién estd en la posicién”, D
si no
Hacer Q < V[D].SIG {Apuntador a la lista}
2.1 Mientras ((Q = VACIO) y (Q*.INFO = K))
Hacer Q < Q*.SIG
2.2 {Fin del ciclo del paso 2.1}
2.3 Si (Q = VACIO)
entonces
Escribir “La informacion no se encuentra en la lista”
si no
Escribir “La informacion se encuentra en la lista”
2.4 {Fin del condicional del paso 2.3}
3. {Fin del condicional del paso 2}

El funcionamiento de este algoritmo queda mds claro con el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 9.10

Ejemplo 9.11

Sea V un arreglo unidimensional de diez elementos. Los elementos con claves 25, 43,
56, 35, 54, 13, 80 y 104 se almacenaron en el arreglo unidimensional V utilizando la
siguiente funcion hash:

H(K) = (K mod 10) + 1

En la figura 9.11 se presenta el estado del arreglo con encadenamiento (9.11a) y la
tabla con H(K) para cada clave (9.11b).

Una vez detectada la colisién en una cierta posicion del arreglo, se debe recorrer la
lista asociada a ella hasta encontrar el elemento buscado o llegar a su final.

En el ejemplo 9.11 se presenta otro caso de solucién de colisiones por encadena-
miento donde las claves son alfabéticas.

Sea P un arreglo unidimensional de diez elementos, en el cual se almacenan los datos de
algunos pinos mexicanos. Se utiliza como clave el nombre de los pinos para asignar a
cada uno de ellos una direccion en el arreglo P, Para ello primero se obtendra un nimero
que resultard de sustituir cada letra por un digito (del 01 al 27), y a este nimero se le
aplicara la funcién hash (H) definida de la siguiente manera:

H (clave) = (clave mod 10) + 1

La tabla 9.10 contiene los nombres de los pinos, el valor numérico asociado (clave)
y la direccién en P que le corresponde.

Como se puede apreciar en la tabla, ha habido colisiones. Para resolverlas, se aplica-
rd el método de encadenamiento. La estructura resultante se muestra en la figura 9.12.

Cabe destacar que cualquiera que sea el método seleccionado para resolver las co-
lisiones, se debe tener en cuenta en qué estado queda la estructura al insertar y, sobre
todo, al eliminar elementos. La eliminacién es la operacion que mds afecta cuando se

FIGURA 9.11

Solucién de colisiones por
encadenamiento.

1 80
2 K | HEK)
3 %5 | 6
e [T 5 |
= s6 | 7
5 54 ol 104 [ |
e EEaE ul
7 56 - 13 | 4
g 80 | 1
104 | 5
9
10

a) b)



TABLA 9.10

FIGURA 9.12

Solucion de colisiones por
encadenamiento.

9.2 BUsquepa INTERNA 417

Nombre Valor numérico Direccién
Cembroides 96 7
Edulis 72 3
Culminicola 114 5
Quadrifolia 117 8
Pinseana 81 2
Flexilis 98 9
Ayacahuite 97 8
Teocote 87 8
Cooperi 85 6
Pringlei 92 3

tienen colisiones, por lo que se le debe dedicar especial atencién para no perder eficien-
cia en la bisqueda.

Analisis del método por transformacion de claves

Para analizar la complejidad de este método es necesario realizar varios célculos pro-
babilisticos, que no se estudiardn en esta obra. La dificultad del andlisis se debe prin-
cipalmente a que no sélo interviene la funcion hash sino también el método utilizado
para resolver las colisiones. Por lo tanto, se deberia analizar cada una de las posibles
combinaciones que se pudieran presentar.

P
1
2 | pinseana
3 | edulis o~ '
A =
5 culminicola
6 | cooperi
7 cembroides
8 | quadrifolia F—>| ayacahuite | ~—|—>| teocote | -|—_|_
9 | flexilis -

—
(=)




418 Capitulo9 O MeTopos bE BUSQUEDA

9.2.12

FIGURA 9.13
Representacion de tries.

Sea A el factor de ocupacion de un arreglo, definido como M/N, donde M es el ni-
mero de elementos en el arreglo y N es su tamaiio. Segun Lipschutz, la probabilidad de
llevar a cabo una buisqueda con éxito (S) y otra sin éxito (Z), quedan determinadas por
las siguientes férmulas:

..................................................................................................................................................................... v
a) Busqueda con éxito b) Busqueda sin éxito Férmulas 9.7
2
S(l)=(1+1/;1—/1)) Z(l)=(1+1/(21—/1))

Cabe aclarar que estas férmulas son vélidas solamente en caso de funciones hash
con el método lineal de solucién de colisiones.

Arboles de busqueda

En el capitulo 6 se presentaron los drboles como una estructura poderosa y eficiente para
almacenar y recuperar informacién. Debido al dinamismo que caracteriza a los drboles,
el beneficio de utilizarlos es mayor cuanto mds variable sea el nimero de datos a tratar.




FIGURA 9.14
Representacion de un trie con discriminacion 2.
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En esta seccion sélo se hablara de la estructura trie, que es una variante de la es-
tructura tipo drbol.

Un trie es una estructura similar a un arbol con N raices, con la particularidad de
que cada nodo del drbol puede ser nuevamente un trie. En la figura 9.13 se presenta un
diagrama correspondiente a un trie que contiene las proposiciones del castellano.

Un trie puede representar una estructura sumamente (til para busqueda. Las raices del
arbol tienen como objetivo dirigir el camino de buisqueda hacia la meta. La profundidad de
una estructura de este tipo depende de la discriminacién en la clave de busqueda que reali-
ce el usuario. En la figura 9.13 se puede observar un trie cuya profundidad es variable para
cada raiz. De esta forma se localiza la informacién buscada directamente en el nodo termi-
nal, sin tener que realizar bisqueda secuencial. En la figura 9.14 el lector puede observar
un trie con profundidad tres; la discriminacién en la clave de busqueda es igual a 2.

Con el propésito de instrumentar esta estructura en un lenguaje de alto nivel, pode-
mos representar un trie como un bosque. Posteriormente, aplicando las reglas necesarias
—analizadas en el capitulo 6—, se debe convertir esta estructura en drbol binario. En la
figura 9.15 se muestra el bosque que representa al trie de la figura 9.13.

Finalmente, en la figura 9.16 se muestra al arbol binario que representa al bosque
de la figura 9.15.
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FIGURA 9.15
Representacion del trie de la figura 9.13 como bosque.

9.3 BUSQUEDA EXTERNA

En la seccidn anterior se estudiaron las técnicas de biisqueda que son aplicables cuando
la informacidn reside en la memoria principal de la computadora. En particular, se anali-
76 la operacién de busqueda en estructuras estaticas —arreglos— y dindmicas —listas y
arboles— de informacidén. Sin embargo, existen casos en los cuales no se puede manejar
toda la informacién en memoria principal, sino que es necesario trabajar con informa-
cién almacenada en archivos. Este tipo de bisqueda se denomina bisqueda externa.
Los archivos se usan normalmente cuando el volumen de datos es significativo,
o cuando la aplicacién exige la permanencia de los datos, aun después de que ésta se
termine de ejecutar. Como los archivos se encuentran almacenados en dispositivos pe-
riféricos —cintas, discos, etc.—, las operaciones de escritura y lectura de datos tienen
un alto costo en cuanto a tiempo, por los accesos a estos periféricos. Para disminuir el
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FIGURA 9.16

Representacion del bosque de la figura 9.15 como arbol binario.
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9.3.1

9.3.2

tiempo de acceso es muy importante optimizar las operaciones de bisqueda, insercién
y eliminacién en archivos. Una forma de hacerlo es trabajar con archivos ordenados. A
continuacidn se describen algunos de los métodos mds utilizados en busqueda externa.

Busqueda en archivos secuenciales

Los archivos secuenciales son aquellos cuyos componentes o registros ocupan posi-
ciones relativas consecutivas. Todo componente o registro de un archivo tiene general-
mente un campo que lo identifica, llamado campo clave. Este se encuentra formado por
un conjunto de caracteres o digitos. Ademads, ocupa la misma posicién relativa en todos
los registros de un mismo archivo. Algunos ejemplos de campos clave son el nimero de
cliente —archivo de clientes—, el niimero de contribuyente —archivo de hacienda—,
la matricula de un alumno —archivo de alumnos—, el nimero de empleado —archivo
de empleados—, etc. Puede suceder que la clave de un registro esté formada por mds
de un campo. Por ejemplo, en un sistema de inventarios cada pieza se podria identificar
por un campo que haga referencia al departamento al cual pertenece, y otro campo para
la pieza en si.
Enseguida se describen algunos métodos de bisqueda en archivos secuenciales.

Busqueda secuencial

El método de biisqueda secuencial consiste en recorrer el archivo comparando la clave
buscada con la clave del registro en curso. El recorrido lineal del archivo termina cuando
se encuentra el elemento, o cuando se alcanza el final del archivo. Se pueden presentar
algunas variantes dentro de este método, dependiendo sobre todo de si el archivo estda
ordenado o desordenado.

A continuacion se detalla el algoritmo de buisqueda lineal en un archivo secuencial
desordenado.

Algoritmo 9.14  Archivo_secuencial_desordenado

Archivo_secuencial_desordenado (FA, K)

{Este algoritmo busca secuencialmente en un archivo desordenado FA, un registro con clave
K}

{BAN es una variable de tipo booleano. R es una variable de tipo registro. CLAVE es un
campo del registro}

1. Abrir el archivo FA para lectura
2. Hacer BAN <- FALSO
3. Mientras ((no sea el fin de archivo de FA) y (BAN = FALSO)) Repetir
Leer R de FA
3.1 Si (R.CLAVE = K) entonces
Escribir “La informacién se encuentra en el archivo”
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Hacer BAN <= VERDADERO
3.2 {Fin del condicional del paso 3.1}

4. {Fin del ciclo del paso 3}
5. Si (BAN = FALSO) entonces

6.

Escribir “La informacion no se encuentra en el archivo”
{Fin del condicional del paso 5}

Este algoritmo es similar al 9.1. En general, tiene las mismas caracteristicas que el

método secuencial en arreglos desordenados.

El algoritmo de biisqueda en archivos ordenados se estudiard considerando, en par-

ticular, archivos ordenados en forma creciente.

Algoritmo 9.15 Archivo_secuencial_ordenado

Archivo_secuencial_ordenado (FA, K)

{Este algoritmo busca secuencialmente en un archivo FA ordenado en forma creciente, un
registro con clave K}

{BAN es una variable de tipo booleano. R es una variable de tipo registro. CLAVE es un
campo del registro}

1.
2.
3.

Abrir el archivo FA para lectura
Hacer BAN < FALSO
Mientras ((no sea el fin de archivo de FA) y (BAN = FALSO)) Repetir
Leer R de FA
3.1 Si (R.CLAVE = K) entonces
Hacer BAN <= VERDADERO
3.2 {Fin del condicional del paso 3.1}

. {Fin del ciclo del paso 3}
. Si (RCLAVE =K)

entonces
Escribir “La informacion se encuentra en el archivo”
si no
Escribir “La informacién no se encuentra en el archivo”

. {Fin del condicional del paso 5}

La diferencia entre este algoritmo y el anterior consiste en que la busqueda también

se detiene cuando la clave de R es mayor que K. Esto dltimo se debe a que si el archivo
estd ordenado, ya no se encontrard el registro con clave K entre los registros atn no
visitados.
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9.3.3

Busqueda secuencial mediante bloques

La bisqueda secuencial mediante bloques consiste en tomar bloques de registros en
vez de registros aislados. Un bloque es un conjunto de registros. Su tamaifio es arbitrario
y depende del nimero de elementos del archivo. Generalmente se define el tamafio del
bloque igual a JN. , donde VN es el ntimero de registros del archivo —la demostracién de
por qué es N se presenta mas adelante—. El archivo debe estar ordenado. La bisqueda
se realiza al comparar la clave en cuestién con el dltimo registro de cada bloque. Si la
clave resulta menor, entonces se busca en forma secuencial a través de los registros sal-
teados en el bloque. En caso contrario se contintia con el siguiente bloque. En promedio,
el nimero de comparaciones requeridas para encontrar un valor dado serd igual a VN .
A continuacion se presenta un algoritmo de buisqueda secuencial usando bloques.

Algoritmo 9.16  Archivo_secuencial_bloques

Archivo_secuencial_bloques (FA, N, K)

{Este algoritmo busca secuencialmente en un archivo ordenado FA de N elementos, un registro
con clave K}
{Iy TB son variables de tipo entero. BAN es una variable de tipo booleano}

1. Abrir el archivo FA para lectura
2. Hacer BAN <- FALSO, I <= 1 y TB < Parte Entera (sqrt (V)) {Calcula el tamaio del
bloque como la raiz cuadrada de N}
3. Mientras (7B * I = N) y (BAN = FALSO)) Repetir
Leer R de FA en la posicién 7B * |
3.1 Si (R.CLAVE = K)
entonces
Hacer BAN <= VERDADERO
Si no
Hacer/ <= 1+1
3.2 {Fin del condicional del paso 3.1}
. {Fin del ciclo del paso 3}
5. Si (BAN = VERDADERO)
entonces
5.1 Si (R.CLAVE =K)
entonces
Escribir “La informacién se encuentra en el archivo”
Si no
Realizar biisqueda secuencial en los registros salteados: del registro
(TB* (I —1)+1)al registro (TB * - 1)
Reposicionar el puntero del archivo, y aplicar el algoritmo 9.15 para
ejecutar la bisqueda elemento por elemento
5.2 {Fin del condicional del paso 5.1}
si no {Si TB no es multiplo de N, quedaron elementos sin revisar}
Realizar busqueda secuencial en los registros comprendidos entre
(IB*(I-1)+1)yN
6. {Fin del condicional del paso 5}

=
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9.3.4

TABLA 9.11

Busqueda secuencial con
bloque
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En este algoritmo se lee el ultimo registro de cada bloque, y de la comparacién del
elemento buscado con él se decide cémo continuar con la bisqueda. El siguiente ejem-
plo ilustra mejor el funcionamiento de este algoritmo.

Sea FA un archivo ordenado de 20 registros. Los registros ocupan posiciones consecu-
tivas con direcciones relativas del 1 al 20. Las claves de los registros almacenados en
FA son:

204, 311, 409, 415, 439, 450, 502, 507, 600, 623, 679, 680, 691, 692, 695, 698,
730, 850, 870, 889.

Dado que se conoce N, se calcula el tamafio del bloque de la siguiente manera:

TB=+20=4

204, 311, 4009, 415, 439, 450, 502, 507, 600, 623, 679, 680, 691, 692, 695, 698,
730, 850, 870, 889.

La tabla 9.11 presenta el seguimiento del algoritmo 9.16 para K = 623.

En la columna Registro leido aparece el Gltimo registro del bloque, pasos 1, 2y 3.
En el paso 3, cuando se cumple la condicién de que R.CLAVE = K, entonces se comien-
za la busqueda secuencial a partir del elemento (7B * (I — 1) + 1) —elemento 9—, en
este caso el 600, hasta que se encuentra el valor deseado —éxito— o hasta el elemento
(TB * I - 1) —elemento 11—. Observe que en el paso 5 se encuentra el registro buscado.

Busqueda secuencial con indices

El método de biisqueda secuencial con indices trabaja con bloques y con archivos de
indices. En el archivo de indices se almacenan las claves que hacen referencia a cada
bloque y la direccién de los bloques en el archivo. La busqueda de un elemento comien-
za recorriendo el archivo de indices, comparando las claves alli almacenadas con la
clave del elemento en cuestion. Una vez que se determina el bloque en el cual se puede
encontrar el registro buscado, se continda la bisqueda ahora recorriendo secuencial-
mente dicho bloque.

Paso 1 Registro leido Compara Bandera
1 1 415 41526237 F
2 2 507 507 = 623 ? F
3 3 680 680 = 623 ? Vv
4 600 600 = 623 ?

5 623 623 =623 7
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FIGURA 9.17

Busqueda secuencial con
indices.

La desventaja de este método es que requiere mds espacio de memoria, ya que se
trabaja con dos archivos: el principal, en el cual se almacenan los registros, y el de in-
dices. Una forma de acelerar el proceso de btisqueda consiste en mantener en memoria
principal el archivo de indices.

En la figura 9.17 se presenta un esquema de un archivo con su correspondiente
archivo de indices.

El archivo de indices se recorre secuencialmente hasta encontrar la clave que sea
mayor o igual a la clave buscada. Cuando esto tltimo suceda, se tomard la direccién del
bloque apuntado por dicha clave y se aplicard bisqueda secuencial (algoritmo 9.15) en
dicho bloque.

Determinacion del tamaio del bloque

El tamaio del bloque se debe elegir de tal forma que permita reducir el nimero de com-
paraciones. Sea N el nimero de registros en el archivo y 7B el tamafio del bloque. La
probabilidad de encontrar un registro en un bloque es igual para todos los bloques; por
lo tanto, el nimero medio de bloques examinados sera:

N”‘B(i* 1 )_ N/TB+1
(N/TB) 2 M

i=1

Donde 1/(N/TB) representa la probabilidad de encontrar un registro en un bloque.
Considere, ademads, que todos los registros tienen la misma probabilidad de ser el bus-
cado; por lo tanto, el nimero medio de registros examinados sera:

Archivo principal
Claves

100

Archivo de indices

200 200

5000

5100 — :
5100

9901

10000
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., 1) _TB-1
S5 @

i=0

Donde 1/TB es la probabilidad de que el registro examinado sea el buscado.
Se suman las expresiones 1 y 2 para obtener el niimero total medio de comparacio-
nes (TC) que se deben hacer para encontrar un elemento en el archivo.

_(N/TB)+1, TB-1
2 2

TC

Operando se obtiene:

c=_N 1B 3)
2%¥TB 2

Al minimizar TC se podrd determinar cudl es el tamafio adecuado para definir los
bloques; es decir, el problema se reduce a encontrar un valor tal para 7B que minimice
el valor de 7TC.

1) _ -N 1 (4)
d(TB) 2(TB)’ 2

Se iguala a cero la expresion 4 y se hacen las operaciones:

N 1 N 1 )
2(7TB)” 2 2(7B)” 2

De la expresion 5 se puede afirmar que el valor de 7B que minimiza a 7C es:

TB =N Formula 9.8

Los archivos de indices, por otra parte, se pueden definir a distintos niveles; es decir,
se pueden definir indices de indices. Si bien este tipo de organizacién optimiza el tiempo
de busqueda, tiene el inconveniente de que ocupa mucho espacio de almacenamiento.

9.3.5 Busqueda binaria

El principio que rige el método de bisqueda binaria en la bisqueda externa es el mis-
mo que se explico en bisqueda binaria interna, seccién 9.2.2 de este capitulo. El archivo
debe estar ordenado y se debe conocer su nimero de elementos (V) para aplicar este
método. El lector puede desarrollarlo facilmente, ya que conoce el método de bisqueda
binaria en memoria principal —interna—.
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9.3.6

Cabe destacar que un gran inconveniente de la buisqueda binaria externa es que
requiere accesos a diferentes posiciones del dispositivo periférico en el cual estd al-
macenado el archivo; ello produce un alto costo en tiempo de acceso, que hace muy
impréctica esta busqueda.

Busqueda por transformacion de claves (hash)

El método de buisqueda externa por transformacion de claves tiene basicamente las
mismas caracteristicas que el presentado en la seccién 9.2.3. Los archivos normalmente
se encuentran organizados en dreas llamadas cubetas. Estas se encuentran formadas
por cero, uno o mds bloques de registros. Por lo tanto, la funcién hash, aplicada a una
clave, dard como resultado un valor que hace referencia a una cubeta en la cual se puede
encontrar el registro buscado.

Tal como se mencioné en buisqueda interna, la eleccién de una adecuada funcién
hash y de un método para resolver colisiones es fundamental para lograr mayor eficien-
cia en la bisqueda.

Antes de presentar algunas funciones hash se hard un comentario sobre las colisio-
nes. Los bloques contienen un nimero fijo de registros. Con respecto a las cubetas, no se
establece un limite en cuanto al nimero de bloques que pueden almacenar. Esta carac-
teristica permite solucionar, al menos parcialmente, el problema de las colisiones. Sin
embargo, si el tamafio de las cubetas crece considerablemente, se perderdn las ventajas
propias de este método. Es decir, si el niimero de bloques que se deben recorrer en una
cubeta es grande, el tiempo necesario para ello serd significativo; por lo tanto, ya no se
contard con la ventaja del acceso directo que caracteriza al método por transformacién
de claves. En la figura 9.18 se presenta una estructura de archivo organizado en cubetas,
las que a su vez estan formadas por bloques.

Como se muestra en la figura 9.17, cada cubeta puede tener un apuntador a un
bloque. Si una cubeta tiene dos o mds bloques se establecen ligas entre ellos. Dada la
clave de un registro buscado, se aplicard una funcién hash, la cual dard como resultado
un nimero de cubeta. Una vez localizada ésta, habra que recorrer sus bloques hasta en-
contrar el registro, o llegar a un bloque con puntero nulo, lo cual indicard que no existen
otros bloques.

Es importante elegir una funcién hash que distribuya las claves en forma homogé-
nea a través de las cubetas, de manera que se evite la concentracion de numerosas claves

FIGURA 9.18

Archivo organizado con
cubetas de bloques.

0 FH| BLOQUE 1 | »{—>| BLOQUE 2 | h
> || —{FowEd

4

5 | BLOQUE 1| +}—>| BLOQUE 2| +|——>| BLOQUE 3| h

Directorio de cubetas Bloques
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9.3.7
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en una cubeta mientras otras permanecen vacias. A continuacion se presentan algunas
de las funciones hash mds comunes.

Funciones hash

Una funcién hash se puede definir como una transformacién de clave a una direccién. Al
aplicar una funcién hash a una clave se obtiene el nimero de cubeta en la cual se puede
encontrar el registro con dicha clave.

La funcién debe transformar las claves para que la direccién resultante sea un nu-
mero comprendido entre los posibles valores de las cubetas. Por ejemplo, si se tienen
10 000 cubetas numeradas de 0 a 9 999, las direcciones producidas por la funcién deben
ser valores comprendidos entre 0 y 9 999. Si las claves fueran alfabéticas o alfanumé-
ricas, primero deberdn convertirse en numéricas, tratando de no perder informacion,
para luego ser transformadas en una direccién. Es importante que la funcién distribuya
homogéneamente las claves entre los nimeros de cubetas disponibles.

Las funciones médulo, cuadrado, plegamiento y truncamiento presentadas anterior-
mente para buisqueda interna son vélidas también para busqueda externa. Otra funcién
que se puede utilizar para el calculo de direcciones es la de conversion de bases, aunque
no proporciona mayor homogeneidad en la distribucién. De todas, la funcién médulo es,
sin embargo, la que ofrece mayor uniformidad.

Conversiones de bases

La conversion de bases consiste en modificar de manera arbitraria la base de la clave
obteniendo un nimero que corresponda a una cubeta. Si el nimero de digitos del valor
resultante excede el orden de las direcciones, entonces se suprimirdn los digitos mas
significativos.

Supongamos que se tienen 100 cubetas, cada una de ellas referenciada por un nimero
entero comprendido entre 1 y 100. Sea K = 7 259 la clave del registro que se busca. Se
elige el 9 como base a la cual se convierte la clave.

H(7 259) = digmensig (7 * 93+ 2 * 92+ 5 * 91 + 9 * 90)
H(7 259) = digmensig(5 319) = 19

Se toma entonces como direccion el 19 y los digitos mds significativos, 5y 3, se
desprecian.

Solucion de colisiones

Como se mencion6 anteriormente cuando se traté busqueda interna, uno de los aspectos
que siempre se deben de considerar en el método por transformacién de claves es la so-
lucién de colisiones. Cuando dos o mds elementos con distintas claves tienen una misma
direccidn, se origina una colision.

Para evitar las colisiones se debe elegir un tamafio adecuado de cubetas y de blo-
ques. Con respecto a las cubetas, si se definen muy pequefias el nimero de colisiones
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aumenta, mientras que si se definen muy grandes se pierde eficiencia en cuanto a espacio
de almacenamiento. Ademads, si se necesitara copiar una cubeta en memoria principal y
ésta fuera muy grande, ocasionaria problemas por falta de espacio. Otro inconveniente
que se presenta en el caso de cubetas muy grandes es que se requiere mucho tiempo
para recorrerlas.

Con respecto al tamafio de los bloques, es importante considerar la capacidad de
éstos para almacenar registros. Un bloque puede almacenar uno, dos o mds registros.
Normalmente los tamafios de las cubetas y los bloques dependen de las capacidades del
equipo con el que se esté trabajando.

Cabe destacar que utilizando una estructura como la de la figura 9.18 no se tendria
problemas de colisiones, debido principalmente a que por mas que la cubeta esté ocu-
pada, es posible seguir enlazando tantos bloques como fueran necesarios. Este esquema
de solucién se corresponde con el presentado en busqueda interna, bajo el nombre de
encadenamiento. Sin embargo, no siempre es posible definir una estructura de este tipo.
Considere, por ejemplo, un archivo organizado en cubetas como el que se muestra en
la figura 9.19.

En este archivo cada cubeta tiene un bloque y, por lo tanto, una capacidad méxima
determinada por el tamafio del bloque asociado con ella. Una vez que se satura la capa-
cidad de la cubeta, cualquier registro asignado a ella producird una colisién. A continua-
cién se analizardn dos maneras diferentes de enfrentar esta situacion.

FIGURA 9.19 ]
Solucion de colisiones.
. Bloque
i Bloque
g Bloque
Directorio de cubetas ’
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Uso de areas independientes para colisiones

El uso de areas independientes para colisiones consiste en definir dreas separadas
—secundarias— de las dreas primarias de almacenamiento, en las que se almacenaran
todos los registros que hayan colisionado. El drea de colisiones puede estar organizada
de diferentes maneras. Una alternativa consiste en tener el drea comtn a todas las cu-
betas. En consecuencia, si se produce una colisiéon habrd que buscar a lo largo del drea
secundaria hasta encontrar el elemento deseado, segtin la figura 9.20.

Otra forma de organizar el drea de colisiones consiste en dividirla en bloques, aso-
ciando cada uno de ellos a uno del drea primaria. Esta alternativa optimiza el tiempo
de biisqueda en el drea de colisiones, pero tiene el inconveniente de que estos bloques
podrian, a su vez, saturarse, ocasionando nuevamente colisiones. El esquema correspon-
diente a esta estructura se muestra en la figura 9.21.

FIGURA 9.20
Solucion de colisiones mediante un area comun de colisiones.

Directorio de cubetas

AN

Area de colisiones

Area primaria
de almacenamiento
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Directorio de cubetas

AN

Area de colisiones

Area primaria
de almacenamiento

FIGURA 9.21
Solucién de colisiones mediante un area de colisiones organizada en blogues.

Uso de areas de colisiones entre los bloques
de almacenamiento primario

El uso de areas de colisiones entre los bloques de almacenamiento primario con-
siste en definir 4reas de colisiones entre los bloques de almacenamiento primario. Este
método es similar al presentado en bisqueda interna bajo el nombre de reasignacion.
Una vez detectada una colision en un bloque se debe buscar en el drea de colisiones in-
mediata a dicho bloque. Si el elemento no se encuentra y el rea de colisiones estd llena,
se continuard la bisqueda a través de las otras dreas de colisiones. El proceso termina
cuando el elemento se encuentra o bien cuando existen espacios vacios en un bloque
—el elemento buscado no se encuentra en el archivo—. El esquema correspondiente a
este esquema se muestra en la figura 9.22.
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FIGURA 9.22

Solucién de colisiones
mediante bloques para
colisiones entre los bloques
primarios.

9.3.8

9.3.9

Ejemplo 9.14

:| Bloque

Bloque de colisiones

\

Bloque

I | I | E—

Bloque de colisiones

Directorio de cubetas

Area primaria de almacenamiento
con bloques para colisiones

Hashing dinamico: busqueda dinamica
por transformacion de claves

La principal caracteristica del hashing dinamico es su dinamismo para variar el ni-
mero de cubetas en funcién de su densidad de ocupacién. Se comienza a trabajar con
un nimero determinado de cubetas, y a medida que éstas se van llenando se asignan
nuevas cubetas al archivo. Existen bdsicamente dos formas de trabajar con el hashing
dindmico:

D Por medio de expansiones totales
D Por medio de expansiones parciales

Método de las expansiones totales

El método de expansiones totales es probablemente el més utilizado. Consiste en du-
plicar el nimero de cubetas en la medida en que éstas superan la densidad de ocupacion
previamente establecida. Asi, por ejemplo, si el nimero inicial de cubetas es N'y se hace
una expansion total, el valor resultante —nuevo nimero de cubetas— serd 2N. Si se
hace una segunda expansion total, se tendrd 4N, y asi sucesivamente.

El dinamismo de este método también se da en sentido contrario; es decir, que a
medida que la densidad de ocupacion de las cubetas disminuye, se reduce el nimero de
éstas. Asi, se gana flexibilidad en cuanto a que se pueden incrementar los espacios de al-
macenamiento, pero también se pueden reducir si la demanda de espacio asf lo indica.

Supongamos que se tiene un archivo organizado en dos cubetas (N = 2), y se ha fijado
una densidad de ocupacién de 80%. La densidad de ocupacion se calcula como el co-
ciente entre el nimero de registros ocupados y el de registros disponibles. Cada cubeta
tiene dos registros, y la funcién hash que transforma claves en direcciones se define de
la siguiente manera:

H (clave) = clave MOD Niimero de cubetas
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FIGURA 9.23
Hash dinamico (N = 2):
expansion total.

Ejemplo 9.15

FIGURA 9.24
Hash dinamico (N = 4):
expansion total.

Cubetas 0 1 Clave | H(Clave)
42 | 15 42 0
Porcentaje de ocupacion 24 1
. 24
para expansion: 75% 15 1

Los valores 42, 24, 15 y 53 son las claves de los registros que se desea almacenar.
Inicialmente el archivo estd vacio. En la figura 9.23 se presenta un esquema de c6mo
quedan las cubetas, después de insertar las tres primeras claves.

Cuando se quiere insertar la clave 53, se supera la densidad de ocupacién estableci-
da, ya que se alcanzaria 100% de llenado. Por lo tanto, se deben expandir y reasignar los
registros considerando ahora que el nimero de cubetas es igual a 2*N, figura 9.24.

Supongamos ahora que se desea incorporar los registros con claves 21, 12, 14, 18,
49, 128, 22, 23 y 67 en este orden. El resultado, después de insertar las dos primeras
claves, se puede observar en la figura 9.25.

Cuando se inserta el registro con clave 14, la densidad de ocupacién supera el 80%
fijado. Se vuelven, entonces, a expandir y a reasignar los registros almacenados (figura
9.26a), y luego se contintia con la insercion del resto de los elementos. La figura 9.26b
presenta el estado de las cubetas luego de realizar todas las inserciones, excepto la ul-
tima.

Cuando se inserta la dltima clave, 67, se supera nuevamente la densidad de ocupa-
cién y hay que volver a expandir las cubetas. Por lo tanto, ahora N serd igual a 16 (figura
9.27).

Es importante sefialar que en este método también se pueden producir colisiones,
las cuales podrian tratarse segin alguno de los esquemas propuestos anteriormente. Por
ejemplo, si en el caso anterior (figura 9.26) luego de insertar los registros con claves 24
y 128 se tratara de agregar el registro con clave 192, se produciria una colisién, ya que
la cubeta O estd llena.

Dado un archivo organizado en dos cubetas (N = 2), donde cada una de ellas tiene tres
registros, se quiere almacenar las siguientes claves:

115, 96, 48, 79, 35, 26, 57, 81, 70, 64, 107, 45, 62, 98, 33, 28 y 38.

Se ha establecido una densidad de ocupacién mayor a 82% para expansién y menor
a 125% para reduccién. Es importante remarcar que el porcentaje de ocupacion, para el

Cubetas 0 1 2 3

24 53 42 15 Clave | H(Clave)
Porcentaje de ocupacion 42 2
para expansioén: 50% 2% 0
15 3
53 1




FIGURA 9.25
Hash dindmico (N = 4):
expansion total.
a) Luego de insertar 21.
b) Luego de insertar 12.

FIGURA 9.26

Hash dinamico (N = 4): expansion total. a) Luego de insertar 21.

b) Luego de insertar 12.

Porcentaje de ocupacion
para expansion: 62.50%

Porcentaje de ocupacién
para expansion: 75%

Cubetas

Cubetas

0 1 2 3

24 53 42 15
21
a)

0 1 2 3
24 53 42 15
12 21

b)
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Clave | H(Clave)
21 1
12 2

caso de reduccion, se calcula como el cociente entre el nimero de registros ocupados y

el ndmero de cubetas.
A continuacion se presenta la funcidn hash que se utiliza:

H (clave) = clave MOD Niimero de cubetas

Las claves se almacenan en el orden en que se dan. La representacion final se puede

observar en la figura 9.28.

En el siguiente ejemplo se aclara el concepto de reduccién del niimero de cubetas
en el método dindmico por transformacion de claves, con expansiones totales.

Cubetas 0 1 2 4 5 6 7
24 42 12 53 14 15
Porcentaje de ocupacion 21
para expansion: 43.75%
a)
Cubetas 0 1 2 4 5 6 7
24 | 49 42 12 53 14 15
Porcentaje de ocupacién
para expansion: 68.75% 128 18 2! 2 23
b)

Clave | H(Clave)
42 2
24 0
15 7
s | s
21 5
12 4
4| e
18 2
49 1
128 0
22 6
23 7
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Cubetas () 1

—> | 128 | 49

18 67 53 22 23 24 42 12 14 15

21

Porcentaje de ocupacién
para reduccién: 81.25% Clave | H(Clave)
42 10
24 8
Porcentaje de ocupacion | _1_5_ N _1 § ]
para expansion: 40.62% 53 5
21 5
12 12
14 14
18 2
49 1
128 0
FIGURA 9.27 20 6
Hash dinamico (N = 16):
expansion total. L_ _2_3_ _____ Z_ —
67 3

Ejemplo 9.16

Ejemplo 9.17

FIGURA 9.28

Hash dinamico (N = 8):
expansion total.

Supongamos que se tiene el archivo en el estado que muestra la figura 9.27. Se desean
eliminar ahora los registros con claves:

53,18, 128, 23, 14,49 y 22.

Al eliminar el registro con clave 53, la densidad de ocupacién disminuye de tal
manera que permite reducir el niimero de cubetas (N/2). Luego de la reduccién y de la
reasignacion de registros, las cubetas quedan como se muestra en la figura 9.29.

Una vez eliminados los otros registros, la densidad de ocupacién permite reducir
nuevamente el nimero de cubetas. En la figura 9.30 se presenta su estado luego de la
reduccién de Ny de la reasignacién de los registros.

Dado el archivo de la figura 9.28 y las especificaciones dadas en el ejemplo 9.15, elimi-
ne las siguientes claves:

Cubetas 0 1 2 3 4 5 6 7

Porcentaje de ocupacion 96 | 57 | 26 | 115 | 28 | 45 | 70 | 79
para expansion: 70.83%

48 81 98 35 62
64 33 107 38

Porcentaje de ocupacion
para reduccion: 212.50%




Porcentaje de ocupacién
para expansion: 150% 18

FIGURA 9.29

Hash dinamico (N = 8):
reduccion.

9.3.10

FIGURA 9.30
Hash dinamico (N = 4):
reduccion.
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Clave | H(Clave)
42 2
24
15
Cubetas 0 1 2 3 4 5 6 7 21
12
14

24 | 49 42 67 12 21 14 15
128 18 22 23

49
128
22
23
67

W 3 N O = DR 9O

48, 35, 81, 70, 45, 33,38 y 115

y verifique que el esquema final, luego de realizar las eliminaciones, quede igual al de
la figura 9.31.

Método de las expansiones parciales

El método de las expansiones parciales consiste en incrementar en 50% el nimero de
cubetas, haciendo de esta forma que dos expansiones parciales equivalgan a una total.
Asi, por ejemplo, si el nimero inicial de cubetas es N, y se hace una expansion parcial,
el valor resultante serd 1.5N. Si se hacen otras expansiones parciales se tendrd 2N, luego
3N, y asi sucesivamente.

2N 2N ON
| v v I
N 1.5N ON 3N AN 6N 8N coe
I tH tH )
2N ON ON

A continuacién se presenta un ejemplo de hash dindmico con expansiones par-
ciales.

Clave | H(Clave)

Cubetas 0 1 2 3 42 2

2% | 21 | 42| 15 24

Porcentaje de ocupacion 15

para expansion: 150% 12 67 21

12
67

W O = W O
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FIGURA 9.31
Hash dinamico (N = 4):
reduccion.

Ejemplo 9.18

Ejemplo 9.19

FIGURA 9.32
Hash dinamico (N = 4):
reduccion.

©  METODOS DE BUSQUEDA

Cubetas 0 1 2 3

Porcentaje de ocupacion % | 57 2%
para expansion: 75%
64 62 79
Porcentaje de ocupacién
para reduccion: 225% 28 98 | 107

Retome el ejemplo 9.14. Supongamos que hasta el momento se han almacenado los
registros con claves 42, 24 y 15. Cuando se quiere insertar el registro con clave 53, el
nimero de registros supera el maximo permitido ya que la densidad de ocupacién supe-
ra 80%; por tal razén se realiza una expansion parcial. La figura 9.32 muestra el estado
de las cubetas luego de expandir y reasignar los registros.

Observe que en este caso el valor de N no fue muy adecuado para distribuir uni-
formemente los registros a través de las cubetas. En la cubeta O se tiene una colision,
mientras que la cubeta 1 permanece vacfa.

Supongamos ahora que se desea incorporar los registros con claves

21,12, 14, 18, 49, 128, 22 y 23.

Al insertar el registro con clave 21 se supera la densidad de ocupacién, por lo que
se deben expandir nuevamente las cubetas y reasignar los registros. Se inserta a conti-
nuacién el registro con clave 12, como se ve en la figura 9.33.

Al insertar el registro con clave 14, otra vez se supera el porcentaje de ocupacion
permitido. Se vuelven a expandir las cubetas y a reasignar los registros. El resultado
final, luego de insertar todas las claves, se muestra en la figura 9.34.

Dado un archivo organizado en dos cubetas (N = 2), donde cada cubeta tiene tres regis-
tros, se quiere almacenar las siguientes claves:

115,96, 49, 79, 35, 27, 57, 89, 70, 64, 107, 45, 67, 98, 33, 28, 38,
104,42 y 15.

Para este ejemplo se ha establecido una densidad de ocupacién mayor a 82% para
expansion y menor a 125% para reduccion. A continuacién se presenta la funcion hash

que se utiliza:

H (clave) = clave MOD Niimero de cubetas

Cubetas 0 1 2

Porcentaje de ocupacién 42 53 Clave | H(Clave)
para expansion: 66.66% 24 42 0
24 0
l 15 0

s 2




FIGURA 9.33
Hash dinamico (N = 4):
expansion parcial.

Ejemplo 9.20

Ejemplo 9.21
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Clave | H(Clave)

Cubetas 0 1 2 3 42 2

24 | 53 | 42 | 15 24 0

Porcentaje de ocupacion 15 3
para expansion: 75% 12 21 'éé """" 1""'
a1 | 1

12 0

Observe si la estructura que obtiene es igual a la que se presenta en la figura 9.35.
A continuacion se presenta un ejemplo para ilustrar la reduccion del nimero de cu-
betas en el método dindmico por transformacion de claves, con expansiones parciales.

Supongamos que se tiene un archivo en el estado que muestra la figura 9.34b. Elimine
los registros con claves:

53,18y 128

y verifique si las cubetas y registros quedan igual a la grafica que se muestra en la figura
9.36.

Dado el archivo de la figura 9.35 y las especificaciones dadas en el ejemplo 9.19, elimi-
ne las siguientes claves:

67, 104, 15, 45, 33,79, 70 y 107.

Verifique si el esquema final que obtiene es igual al de la figura 9.37.

Finalmente, es importante sefalar que el tamafio de las cubetas se debe establecer
de acuerdo con el problema que esté intentando resolver. En los ejemplos presentados
se han considerado inicialmente dos registros por cubeta. Sin embargo, este niimero es
para que el lector observe el funcionamiento de los métodos al realizar expansiones y
reducciones. Si el nimero de registros que utiliziramos fuera grande, entonces habria
que ingresar gran cantidad de nimeros para observar la expansioén de cubetas.

Indudablemente, en la practica se debe considerar un nimero mucho méds grande de
registros por cubeta. El nimero dependerd principalmente del tamafio de cada registro,
de tal forma que una cubeta se pueda cargar en la memoria principal. En aplicaciones
grandes, el niimero de registros por cubeta podria variar de 250 a 500. Si el niimero de
registros por cubeta es pequefio y en forma continua se realizan inserciones y elimi-
naciones, entonces podria ocurrir que frecuentemente se deban realizar expansiones o
reducciones, con la consabida pérdida de tiempo y alto costo, por la reasignacion de los
registros. Es el usuario quien debe definir entonces el nimero de registros por cubeta
dependiendo del problema y de las actualizaciones que se realicen.
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Porcentaje de ocupacién
para expansion: 75%

Porcentaje de ocupacién
para expansion: 75%

FIGURA 9.34
Hash dinamico: expansion

parcial. a) Luego de expan-

dir e insertar los registros
con claves 14,18y 49.

b) Luego de expandir e
insertar los registros con
claves 128,22y 23.

9.3.11

Cubetas 0 1 2 3 4 5
42 49 14 15 53
24 21
— a)
Cubetas 0 1 2 3 4 5 6 7
24 | 49 42 12 53 14 15
128 18 21 22 23
b)

Listas invertidas

Clave | H(Clave)
4 0
24 0
15 3
s | 5
o |3
12 0
4| 2
18 0
49 i

Clave | H(Clave)
42 2
24 0
15 7
T
21 5
12 4
4 e
18 2
49 i
128 | 0o
2 6
23 7

Las listas invertidas trabajan sobre algunos de los atributos —campos— de los regis-
tros. Los atributos pueden estar o no invertidos; es decir, pueden ser o no campos cla-
ve. Los atributos invertidos generan listas ordenadas de registros, lo cual facilita las
busquedas que se hagan en ellas. Los atributos no invertidos generan el universo, o sea
para encontrar un determinado elemento —registro—, se debera realizar una bisqueda

secuencial.



9.3 Busquepa exTERNA 441

Cubetas 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Porcentaje de ocupacion 96 | 49 | 98 | 27 | 64 | 89 | 42 | 115|104 | 57 | 70 | 35
para expansion: 55.55%
38 15 28 79 45 107
Porcentaje de ocupacién 67 33
para reduccion: 166.66%

FIGURA 9.35
Hash dinamico (N = 2): expansion parcial.

Las listas invertidas son muy recomendables cuando se trabaja sobre combinacio-
nes de campos clave. Cuando se requiere una combinacién de atributos en la busqueda,
este método resulta muy conveniente, ya que con una secuencia optima de operadores
AND y OR la biisqueda se puede llevar a cabo de forma eficiente.

La desventaja del método es que requiere de una estructura muy complicada para
operar. Basicamente trabaja sobre drboles B* con prefijo. Analicemos a continuacién un

ejemplo.
Ejemplo 9.22 Supongamos que se tiene un archivo en el cual cada registro almacena la siguiente in-
formacion:
Nombre Profesion Edad

Se tienen los datos de seis personas:

Juan matematico 32
Daniel fisico 40
José matematico 25
FIGURA 9.36
Hash dinamico (N = 6): reduccion.
Clave | H(Clave)
Cubetas 0 1 2 3 4 5 42 0
24
42 49 14 15 22 53
Porcentaje de ocupacion 15
. 24 21
para expansion: 150% 21

1 i
:

49
22
23

wn A = D O W W O
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Cubetas 0 1 2 3 4 5 6 7

FIGURA 9.37 P e d .

Hash dinamico (N = 8): oreentaje e ocupacton 9 | 49 | 42 | 115 | 28
S para reduccién: 150%

reduccion.

64 57 98 38
89 27

!

Pascual ingeniero 38
Miguel ingeniero 43
Felipe abogado 35

Considerando que los atributos profesion y edad estan invertidos, a continuacién se
presentan algunas operaciones de buisqueda con sus correspondientes resultados, para
que el lector observe el funcionamiento del método.

a) Lista de personas por profesion.

matematicos {Juan, José}

fisicos {Daniel }
ingenieros {Pascual, Miguel}
abogados {Felipe}

b) Lista de todas las personas con profesion matematico o fisico, y con mds de 25 afios
de edad.

(((profesién = matematico) OR (profesion = fisico)) AND (edad > 25))
La lista formada segun el atributo profesion es:
{Juan, José, Daniel }

Sobre esta lista se aplicard la segunda condicién planteada en la bisqueda, de lo
que resulta:

{Juan, Daniel }

c) Lista de todos los ingenieros menores de 50 afios y mayores de 40.
(profesion = ingeniero) AND ((edad < 50) AND (edad > 40))
La lista formada segun el atributo profesion es:

{Pascual, Miguel }
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A partir de esta lista, se buscardn los registros que cumplan con las condiciones
impuestas sobre el atributo edad. La lista resultante sera:

{Miguel}

Considerando que solamente el atributo profesion esta invertido, se presentan algu-
nas operaciones de busqueda con sus correspondientes resultados.

a) Lista de todas las personas con profesion matematico o fisico, y con mas de 25 afios
de edad.

((profesion = matematico) OR (profesion = fisico)) y bisqueda secuencial en la
lista de los registros marcados para localizar aquellos con edad > 25.

{Juan, José, Daniel} y sobre esta lista una buisqueda secuencial para encontrar a los
individuos mayores de 25 afios.

b) Lista de todos los ingenieros menores de 50 afios y mayores de 40.

(profesion = ingeniero) y busqueda secuencial en la lista de los registros marcados
para localizar aquellos con edad > 40 y edad < 50.

{Pascual, Miguel} y biisqueda secuencial sobre esta lista para encontrar a los indi-
viduos menores de 50 y mayores de 40.

c) Lista de todos los abogados mayores de 40 afios.

(profesion = abogado) y busqueda secuencial en la lista de los registros marcados
para localizar a aquellos con edad > 40.

{Felipe} y busqueda secuencial sobre esta lista para encontrar a los individuos ma-
yores de 40 afios.

En este caso la solucién es la lista vacfa. No hay ningin registro que tenga los atri-
butos pedidos.

Ejemplo 9.23 La Direccién General de Reclusorios ha decidido crear una base de datos con informa-
cion sobre sus presos. El esquema que se considera es el siguiente:

nombre_reo clave_reo edad | escolaridad cod_delito nacionalidad

La escolaridad esta codificada como:

—

Analfabeto
2. Primaria
3. Secundaria
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Ejemplo 9.24

e

il o

Preparatoria
Universidad
Posgrado

Los cédigos de delito (cod_delito) estan codificados como:
Delito contra la salud

Robo con arma de fuego

Acoso sexual

Otros

Considerando que los atributos escolaridad y cod_delito estan invertidos, se pre-

sentan algunas operaciones de busqueda con sus correspondientes resultados:

a)

b)

)

d)

Los reclusos analfabetos con menos de 20 afos de edad.

(escolaridad = 1) y biisqueda secuencial en la lista de los registros marcados para
localizar a aquellos con edad < 20.

Los reclusos con posgrado, cuya edad estd comprendida entre 20 y 50 afios, y que
cometieron el delito calificado como acoso sexual.

((escolaridad = 6) AND (cod_delito = 3)) y buisqueda secuencial en la lista de los
registros marcados para localizar a aquellos cuya edad estd comprendida entre 20 y
50 afios de edad.

Los reos estadounidenses.

(biisqueda secuencial en todo el archivo para localizar a los reos de nacionalidad
estadounidense.)

Los reos que cometieron robo con arma de fuego, menores de 22 afios, o los que
cometieron delito contra la salud, menores de 30 afios.

((cod_delito = 2) y (bisqueda secuencial en la lista de los registros marcados para
localizar edad < 22)) OR ( (cod_delito = 1) y (buisqueda secuencial en la lista de los

registros marcados para localizar edad < 30)).

Se ha mencionado que las listas generadas por atributos invertidos estdn ordenadas;

por lo tanto, el tiempo de procesamiento estd determinado por la lista de mayor tamaio.
Una secuencia adecuada de operadores AND y OR puede ayudar a disminuir el tiempo
de procesamiento. Analicemos el siguiente ejemplo.

Supongamos que se tienen las listas L1, L2 y L3 de 1 000, 5 y 100 elementos, respecti-
vamente. Si se necesitara unir las tres listas, el orden en el cual se hiciera la union seria
determinante en cuanto al nimero total de elementos con los cuales se trabaja.
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1. (L1UL2)UL3=(1000+5)UL3
=1005+ (1005+100)=2110

2. (L1UL3)UL2=(1000+ 100)U L2
=1100+ (1 100 +5)=2205

3. (L2UL3)UL1=(5+100)U L1
=105+ (105 + 1 000) =1 210

Es facil observar que la mejor secuencia es la tercera y el resultado es 1 210; y que
la peor secuencia es la segunda y el resultado es 2 205.

Sean A, B, Cy D listas de 100, 300, 250 y 80 elementos, respectivamente. Si se necesi-
tara su unién, algunas de las distintas secuencias que se tendrian son:

1. (AUB)UC)UD=((100+300)UC)UD
= (400 + (400 + 250)) U D
= (1050 + (650 + 80))
=1780

2. (BUC)UA)UD=((300+250)UA)UB
= (550 + (550 + 100)) U B
= (1200 + (650 + 80))
=1930

3. (AUD)UB)UC=((100+80)UB)UC
= (180 + (180 + 300)) U C
= (660 + (480 + 250))
=1390

4. (WUD)UC)UB)=((100+80)UC) UB
= (180 + (180 + 250)) U B
= (610 + 730)
= 1340

Con los ejemplos queda demostrado cémo influye el tamafio de las listas en el
nimero total de elementos a procesar. Es posible concluir, entonces, que resulta mucho
mds eficiente dejar las listas de mayor tamafio para unirlas al final.

Multilistas

El método de biisqueda multilistas permite acceder a la informacién que se encuentra
ordenada utilizando campos clave. A un registro se puede llegar por diferentes caminos.
Cada camino se establece en funcién del campo clave sobre el cual se haga la bisqueda.
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La forma mads eficiente de representar multilistas es utilizando listas. A continuacién se
presenta un ejemplo de este método.

Ejemplo 9.26 Supongamos que se tiene un archivo en el cual cada registro almacena la siguiente in-
formacion:
Nombre Profesion Categoria
Juan matematico 1
Daniel fisico 2
José matematico 2
Pascual ingeniero 3
Miguel ingeniero 1
Felipe abogado 2

La figura 9.38 representa las multilistas correspondientes a los datos dados. En este
caso, la informacién de cada individuo puede ser accesada por medio de su profesion y
de su categoria, que son justamente los atributos que permiten realizar busqueda directa
en el archivo. Como se puede observar en la siguiente figura, se tiene una lista por pro-
fesion y otra por categoria.

En general, las multilistas son recomendables cuando la busqueda se hace sobre
un solo atributo. En caso de necesitarse una combinacién de atributos es preferible usar
listas invertidas.
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I’

Juan matematico
1
matematico
v
Daniel fisico I ]‘
J
NIL
2
fisico
José matematico I
¥
NIL
Pascual ingeniero
ingeniero
NIL
3
Miguel ingeniero
NIL NIL
abogado
Felipe abogado
3
NIL NIL
FIGURA 9.38

Multilistas.
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V¥ EJERCICIOS

Busqueda interna

1

b)

a)
b)

. Escriba un programa para busqueda secuencial en un arreglo desordenado, que

obtenga todas las ocurrencias de un dato dado.

. Dado un arreglo que contiene los nombres de N alumnos ordenados alfabéticamen-

te, escriba un programa que encuentre un nombre dado en el arreglo. Si lo encuentra
debe dar como resultado la posicién en la que lo encontré. En caso contrario, debe
enviar un mensaje adecuado.

. Dado un arreglo de N componentes que contienen la siguiente informacién:

Nombre del alumno
Promedio
Nuimero de materias aprobadas

Escriba un programa que lea el nombre de un alumno y obtenga como resultado el
promedio y el nimero de materias aprobadas por dicho alumno. Si el nombre dado
no estd en el arreglo, envie un mensaje adecuado.

Considere que el arreglo estd desordenado.
Considere que el arreglo estd ordenado.

. Escriba un programa para busqueda secuencial en arreglos ordenados de manera

descendente.

. Escriba un programa para bisqueda secuencial en listas simplemente ligadas que se

encuentran desordenadas. Si el elemento se encuentra en la lista, indique el nimero
de nodo en el cual se encontrd. En caso contrario, emita un mensaje adecuado.

. Escriba un programa para buiisqueda secuencial en listas simplemente ligadas, orde-

nadas de manera descendente.

. Escriba un programa de btisqueda binaria en arreglos ordenados.

De manera ascendente.
De manera descendente.

. Resuelva el inciso b del problema 3 utilizando el algoritmo de biisqueda binaria.

. Defina una clase Arreglo, segtin lo visto en el capitulo 1. En la clase debe incluir por

lo menos dos métodos —de los estudiados en este capitulo— para buscar un ele-
mento almacenado en el arreglo.
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Dado que se requiere almacenar los registros con clave
23,42, 5, 66, 14,43, 59, 81, 37, 49, 28, 55,94, 80 y 64

en un arreglo de 20 elementos, defina una funcién hash que distribuya los registros
en el arreglo. Si hubiera colisiones, resuélvalas aplicando el método de reasigna-
cion lineal.

De un grupo de N alumnos se tienen los siguientes datos:

Matricula: valor entero comprendido entre 1 000 y 4 999
Nombre: cadena de caracteres
Direccion: cadena de caracteres

El campo clave es matricula. Los N registros han sido almacenados en un arre-
glo, aplicando la siguiente funcién hash:

H (clave) = digitos_centrales(clave?) + 1

Las colisiones han sido tratadas con el método de doble direccion hash.

Escriba un subprograma que lea la matricula de un alumno y regrese como
resultado su nombre y direccién. En caso de no encontrarlo, emita un mensaje
adecuado.

. Se quiere almacenar en un arreglo los siguientes datos de N personas:

Clave de contribuyente: alfanumérico, de longitud 6.
Nombre: cadena de caracteres

Direccién: cadena de caracteres

Saldo: real

Defina una funcién hash que permita almacenar en un arreglo los datos men-
cionados. Utilice el método de encadenamiento para resolver las colisiones.

Presente y explique una funcion hash que permita almacenar en un arreglo los elemen-
tos de la tabla periddica de los elementos de quimica y sus propiedades, de manera
uniforme. La clave estd dada por el nombre de los elementos.

Utilice la funcién definida en el ejercicio anterior para insertar y eliminar los ele-
mentos que se presentan a continuacion:

Insertar: sodio, oro, osmio, litio, boro, cobre, plata, radio.
Eliminar: oro, osmio, boro, cobre, plata.

Dados los 12 signos del zodiaco (capricornio, acuario, piscis, aries, tauro, géminis,
cancer, leo, virgo, libra, escorpion, sagitario).
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a)
b)

Escriba un subprograma para almacenarlos en una estructura de tries.
Escriba un subprograma de biisqueda para los signos, almacenados segtn lo espe-
cificado en el inciso anterior.

Busqueda externa

16.

a)

17.

18.

19.

20.

Se han almacenado en un archivo secuencial los datos de los empleados de un su-
permercado:

Nombre

Registro Federal de Contribuyentes
Fecha de ingreso

Sueldo

Escriba un programa para buscar secuencialmente los datos de un empleado,
dado su nombre como entrada.

Considere que el archivo estd desordenado.
Considere que el archivo estd ordenado.

Escriba un programa de busqueda binaria en archivos secuenciales ordenados.

Defina una funcién hash que permita almacenar y posteriormente recuperar los
elementos de la tabla periddica de los elementos de quimica en un archivo. La clave
estd dada por el nombre de los elementos. Resuelva las colisiones utilizando un drea
independiente para almacenar los elementos colisionados.

Se desea crear un archivo con informacién sobre pinos mexicanos. Cada registro
contiene los siguientes datos:

Nombre del pino
Tipo de hojas
Tipo de cono

El campo clave es Nombre del pino. Defina una funcién hash para almacenar,
y posteriormente buscar, los siguientes pinos: Cembroides, Monophylla, Nelsonii,
Flexilis, Lumholtzii, Leiophylla, Douglasiana, Teocote, Herrerai, Montezumae,
Cooperi, Contorta, Pondarosa, Arizonica, Caribaea, Patula, Radiata, Muricata,
Remorata.

Resuelva las colisiones utilizando un drea comin para almacenar los elementos
colisionados.

Utilice la funcién definida en el ejercicio 13 para insertar y eliminar los elementos
que se indican a continuacion:
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21.

22.

a)

b)

23.

a)

b)

24.

a)
b)

25.
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Insertar: sodio, oro, osmio, litio, boro, cobre, plata, radio.
Eliminar: oro, osmio, boro, cobre, plata.

El nimero de cubetas es dos (N = 2) y cada cubeta tiene dos registros. La densi-
dad de ocupacion permitida es 80%; en caso de superar este porcentaje se aplicaran
expansiones totales.

Dibuje un esquema de la organizacién después de insertar los elementos osmio y
plata; y luego de eliminar oro, boro y plata.
Diga qué claves originaron que el nimero de cubetas se expandiera o redujera.

Resuelva el problema anterior, pero ahora aplicando expansiones parciales, en caso
de tener un porcentaje de ocupacion mayor al permitido.

Sea N = 2 el nimero de cubetas. Cada cubeta tiene dos registros y se establece una
densidad de ocupacion permitida de 85%. Una vez superada esta densidad, se apli-
cardn expansiones parciales.

H (clave) = clave MOD N
Claves a insertar: 36, 11, 48, 06, 75, 65, 38, 88, 23, 14, 12

Dibuje un esquema de la organizacién después de insertar los elementos 06, 38, 23,
12.
Diga qué claves originaron que el nimero de cubetas se expandiera.

Considere el archivo del problema anterior. Elimine los registros con claves 75, 06,
65, 14, 12, 36, 23.

Dibuje un esquema de la organizacién después de eliminar los elementos 75, 14,
12.
Diga qué claves originaron que el nimero de cubetas se redujera.

Sea N =4 el nimero de cubetas. Cada cubeta tiene dos registros, y se establece una
densidad de ocupacion permitida de 80%. Defina una funcién hash para:

Insertar las claves 77, 34, 23, 26, 39, 60, 19, 43, 70, 51, 17, 28
Eliminar las claves 23, 39, 60, 43, 17

Aplique expansiones totales.
Aplique expansiones parciales.

Determine cudl es el nimero de cubetas necesario para almacenar en un archivo
nombre, apellido, edad, escolaridad y delito cometido por reos del Reclusorio Nor-
te. El reclusorio tiene 2 700 presos.

Nota: Utilice el método de las expansiones totales. Cada cubeta tiene 50 registros.
Al tener 80% de llenado se expande.
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26.

27.

a)
b)

)

d)

e)
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Determine cudl es el nimero de cubetas necesario para almacenar en un archivo los
registros de los 5 000 000 de clientes que maneja una empresa de tarjetas de crédito.

Nota: Utilice el método de las expansiones parciales. Cada cubeta tiene 500 regis-
tros. Al tener 85% de llenado se expande.

Se tiene un archivo con registros que almacenan informacién sobre clientes de dis-
tintas sucursales bancarias. Los datos que se manejan por cada cliente son:

Clave de la sucursal
Nombre del titular
Numero de cuenta
Saldo

Nuiimero de préstamo
Importe

Se tiene inversidn sobre el campo clave sucursal.

Obtenga los registros de los clientes que tengan un préstamo mayor a $5 000 en la
sucursal Lima.

Obtenga los registros de los clientes que tengan un préstamo mayor a $5 000 en la
sucursal Lima y un saldo en su cuenta mayor a $3 000 en la sucursal Rio.

Obtenga los registros de los clientes de la sucursal Rio que tengan en su cuenta un
saldo mayor a $6 000, o los registros de los clientes de la sucursal Quito que tengan
un préstamo menor a $1 000 y un saldo en su cuenta mayor a $2 000.

Obtenga los registros de los clientes de la sucursal Cordoba que tengan un saldo
mayor a $5 000 o un préstamo menor a $1 000.

Si se quiere determinar:

(sucursal = “Lima”) OR (sucursal = “Quito”) OR
(sucursal = “Rio””) OR (sucursal = “Cdrdoba”)

y las correspondientes listas son de 100, 50, 120 y 200 elementos, respectivamente,
(cudl serd la secuencia 6ptima para alcanzar un costo minimo?

. En un archivo se ha almacenado la tabla periddica de los elementos quimicos, junto

con sus propiedades:

Nombre

Nimero atémico (NA)
Peso atémico (PA)
Punto de ebullicion (PE)
Punto de fusion (PF)
Densidad (DEN)
Electronegatividad (EO)

Conductancia eléctrica (CE)
Conductancia térmica  (CT)
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Se tiene inversion sobre los campos punto de ebullicion y punto de fusion.

Obtenga los registros de los elementos alcalinotérreos. Estos se determinan por las
siguientes caracteristicas: EO = 2; 1.54 < DEN < 5.01 y su PF esta comprendido
entre los valores 922 y 1 560.

Obtenga los registros de los elementos del grupo 6B. Estos se determinan por las
siguientes caracteristicas: EO = -2, 4 o0 6; su PE estd comprendido entre los valores
90.18 y 12.61.

. En un archivo se han almacenado los datos de N profesionales.

Clave de contribuyente
Nombre

Profesion
Nacionalidad

Se tiene inversion sobre los campos profesion y nacionalidad:

Obtenga los registros de todos los ingenieros mexicanos.

Obtenga los registros de todos los ingenieros mexicanos de mds de 60 afios de
edad.

Obtenga los registros de todos los ingenieros mexicanos de mas de 60 afios de edad
o los pintores uruguayos.

Obtenga los registros de todos los abogados peruanos o los médicos chilenos de
menos de 30 afios.

Si se quiere determinar:

(profesion = ingeniero) OR (profesidon = pintor) OR (profesiéon = médico) y las
listas son de 100, 200 y 300 claves, respectivamente, ;cudl serd la secuencia Optima
para alcanzar un costo minimo?
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GLOSARIO

Arbol. Estructura jerdrquica aplicada sobre una coleccion de objetos llamados nodos,
en la que uno de ellos se conoce como nodo raiz, y cuyas relaciones entre nodos se
identifican como padre-hijo, hermano, etcétera.

Arbol abarcador. Es un érbol libre que conecta todos los vértices de V.

Arbol balanceado. Conocido también como 4rbol AVL, es un arbol binario de bus-
queda en el cual, para todo nodo del arbol, la altura de los subdrboles izquierdo y
derecho no debe diferir en mas de una unidad.

Arbol binario. Arbol en el cual cada nodo puede tener hasta dos descendientes directos
y cuyas ramas estdn ordenadas.

Arbol de bisqueda. Véase trie.

Arbol multicaminos. Arbol en el que cada nodo puede tener més de dos descendientes
directos y cuyas ramas estdn ordenadas.

Arreglo. Coleccion finita, homogénea y ordenada de elementos.

Arreglo de N dimensiones. Aquel en el cual cada uno de sus elementos debe identifi-
carse por n indices que marquen su posicion exacta dentro del arreglo.

Arreglos paralelos. Estructura formada por dos o mds arreglos cuyos elementos se
corresponden, por lo general en relacién de uno a uno.

Bosque. Conjunto ordenado de uno o mas arboles.

Busqueda. Operacion que permite recuperar datos previamente almacenados, aunque
esta operacion puede resultar en fracaso si no se encuentra el dato buscado.

Biusqueda externa. Aquella en la que todos los datos se encuentran en archivos resi-
dentes en dispositivos de almacenamiento secundario, tales como discos, cintas,
etcétera.

Busqueda interna. La que se realiza con los datos residentes en la memoria principal
de la computadora.

Camino. Un camino P de longitud »n desde un vértice v a un vértice w se define como
la secuencia de n vértices que se debe seguir para llegar del nodo origen al nodo
destino.

Cola. Lista de elementos en la cual la edicidn de elementos se lleva a cabo por un extre-
mo, y la eliminacién se realiza por otro.

Colision. La que se origina al utilizar una funcién hash, cuando dos o mas datos con
distintas claves tienen la misma direccién de memoria.
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Conjunto. Es un dato estructurado integrado por un grupo de objetos del mismo tipo,
aunque el tipo sélo puede ser entero, cardcter, enumerado o rango.

Dato estructurado. Estd formado por varios componentes, cada uno de los cuales pue-
de ser a su vez un dato estructurado. Todos los componentes de un dato estructurado
se identifican con el mismo nombre.

Dato simple. Aquel que hace referencia a un tinico valor a la vez y que ocupa una casilla
de memoria.

Estructura dinamica de datos. Aquella que permite la asignacion de espacio en me-
moria durante la ejecucién de un programa, conforme lo requieran las variables de
éste, como los drboles y las listas.

FIFO. Iniciales de la expresion en inglés First In, First Out (el primero en entrar es el
primero en salir), que indican el orden de insercion y eliminacién de los elementos
de una cola.

Funcién hash. Aquella que permite transformar una clave en una direccion de memo-
ria.

Griéfica completa. Se dice que una gréfica es completa si cada vértice v de G es adya-
cente a todos los demds vértices de G.

Griéfica conexa. Se dice que una grifica es conexa si existe un camino simple entre dos
de sus nodos cualesquiera.

Griéfica dirigida. Se caracteriza porque sus aristas tienen asociada una direccion.

Griéfica etiquetada. Se dice que una grafica G estd etiquetada si sus aristas tienen asig-
nado un valor.

Griéficas. Estructuras de datos que permiten representar diferentes tipos de relaciones
entre los objetos.

Griéficas no dirigidas. Su caracteristica principal es que sus aristas son pares no orde-
nados de vértices.

Indice. Indicador que sefiala la posicién de un componente en un dato estructurado.

LIFO. Iniciales de la expresién en inglés Last In, First Out (el dltimo en entrar es el
primero en salir), que indican el orden de insercion y eliminacién de los elementos
de una pila.

Lista. Coleccién de elementos llamados nodos, cuyo orden se establece por medio de
punteros.

Lista circular. Aquella en la que su dltimo elemento apunta al primero.

Lista doblemente ligada. Coleccién de elementos llamados nodos, en la cual cada nodo
tiene dos punteros, uno apuntando al nodo predecesor y el otro al nodo sucesor.

Lista invertida. Lista que contiene las claves de los elementos que poseen un deter-
minado atributo, lo cual facilita la bisqueda de los elementos que posean dicho
atributo.

Matriz. Estructura de datos que permite organizar la informacién en renglones y colum-
nas. Es un arreglo bidimensional.

Método de biisqueda. Se caracteriza por el orden en el cual se expanden los nodos.

Métodos de busqueda breadth-first. Se expanden los nodos en el orden en que han
sido generados.

Métodos de bisqueda depth-first. Se expanden los nodos generados mds recientemen-
te.

Multigrafica. Una grifica se denomina multigrafica si al menos dos de sus vértices
estan conectados por dos aristas.
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Multilista. Estructura que permite almacenar en una o varias listas las direcciones de
los elementos que poseen uno o mds atributos especificos, lo cual facilita su bus-
queda.

Notacion infija. Se dice que una expresion aritmética tiene notacion infija cuando sus
operadores estdn entre los operandos, por ejemplo, A + B.

Notacion postfija. Se dice que una expresion aritmética tiene notacion postfija cuando
sus operadores estdn al final de los operandos, por ejemplo, AB+.

Notacion prefija. Se dice que una expresion aritmética tiene notacién prefija cuando
sus operadores estdn al inicio de los operandos, por ejemplo, +AB.

Ordenacién externa. En esta forma de ordenacién los datos se toman de archivos re-
sidentes en dispositivos de almacenamiento secundario, tales como discos, cintas,
etcétera.

Ordenacion interna. Se aplica en la ordenacion de arreglos y se realiza con todos los
datos de éstos alojados en la memoria principal de la computadora.

Ordenar. Organizar un conjunto de datos u objetos en una secuencia especifica, por lo
general ascendente o descendente.

Pila. Lista de elementos a la cual se puede insertar o eliminar elementos s6lo por uno
de sus extremos.

Puntero. Dato que almacena una direccion de memoria, en donde se almacena una
variable.

Recursion. Herramienta de programacion que permite definir un objeto en términos de
€l mismo.

Registro. Es un dato estructurado en el cual sus componentes pueden ser de diferentes
tipos, incluso registros o arreglos. Todos sus componentes se identifican con un
nombre.

Representacion lineal de estructuras no lineales. Procedimiento para convertir los
indices de cada uno de los elementos de arreglos de dos 0 mds dimensiones en una
posicion especifica dentro de un arreglo de una dimension.

Solucién de colisiones. Consiste en reubicar un dato cuya direccion, calculada por una
funcién hash, ya haya sido utilizada por otro dato.

Trie. Arbol en el que la informacién de cada nodo es comiin a todos sus sucesores.
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