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Prefa
ioLas Breves Notas sobre An�alisis de Algoritmos introdu
en en forma sim-ple y sen
illa a algunos de los temas relevantes en el �area de An�alisis deAlgoritmos. No tiene la inten
i�on de substituir a los diversos libros y publi-
a
iones formales en el �area, ni 
ubrir por 
ompleto los 
ursos rela
ionados,sino m�as bien, su objetivo es exponer brevemente y guiar al estudiante atrav�es de los temas que por su relevan
ia se 
onsideran esen
iales para el
ono
imiento b�asi
o de esta �area, desde una perspe
tiva del estudio de laComputa
i�on.Los temas prin
ipales que se in
luyen en estas notas son: Algoritmos, Co-rre

i�on de Programas, Arboles de Cobertura M��nima, Multipli
a
i�on R�api-da, el Problema de Reparti
i�on, Montones y Mez
las, Dete
tando Primosy Computa
i�on en Paralelo. Estos temas se exponen ha
iendo �enfasis enlos elementos que el estudiante (parti
ularmente el estudiante de Compu-ta
i�on) debe aprender en las asignaturas que se imparten 
omo parte de laLi
en
iatura en Cien
ias de la Computa
i�on, Fa
ultad de Cien
ias, UNAM.Jorge L. Ortega ArjonaMarzo, 2005
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Cap��tulo 1AlgoritmosCo
inando ProgramasEn la sintaxis exa
ta de un lenguaje de programa
i�on, un programaes la espe
i�
a
i�on de un pro
eso que se espera reali
e una 
omputadora.La sintaxis es pre
isa y rigurosa. El m�as ligero error en la es
ritura delprograma puede 
ausar que el pro
eso sea err�oneo o se detenga. La raz�onde esta situa
i�on pare
e parad�oji
a en la super�
ie: es relativamente sen
illodise~nar un programa que 
onvierta la r��gida sintaxis en un pro
eso; es mu
hom�as dif��
il dise~nar un programa que tolere errores o a
epte un rango m�asamplio de des
rip
iones de programas.Un algoritmo puede espe
i�
ar esen
ialmente el mismo pro
eso que unprograma espe
���
o es
rito en un lenguaje dado 
omo Pas
al o C. Aun as��,el prop�osito de un algoritmo es 
omuni
ar el pro
eso no a las 
omputadoras,sino a los seres humanos. Nuestras vidas (ya sea que trabajemos 
on 
ompu-tadoras o no) est�an llenas de algoritmos. Una re
eta de 
o
ina, por ejemplo,es un algoritmo para preparar alimentos (suponiendo, por el momento, quese piensa en 
o
inar 
omo una forma de pro
eso).El prop�osito de este 
ap��tulo no es solo dar a 
ono
er al le
tor la idea deun algoritmo, sino tambi�en introdu
irlo en alguna forma que puede utilizarsepara presentar algoritmos. En la forma sen
illa de una re
eta se presentanalgunas 
onven
iones 
om�unmente utilizadas por mu
hos estilos de des
rip-
i�on de algoritmos. La re
eta a 
ontinua
i�on es simplemente para prepararen
hiladas. 7



ENCHILADAS1. Pre
alentar el horno a 350 grados2. En una 
a
erolaa) Calentar dos 
u
haradas de a
eite de olivab) Freir media 
ebolla pi
ada y un diente de ajo hasta dorar
) A~nadir una 
u
harada de polvo de 
hile, una taza de pur�e detomate y media taza de 
aldo de pollod) Sasonar 
on sal y pimienta, y una 
u
harada de 
omino3. Extender la salsa sobre tortillas4. Llenar los 
entros 
on 
antidades iguales de 
ebolla 
ruda pi
ada yqueso pi
ado5. Enrollar las tortillas6. Colo
arlas en un plato para horno7. Vertir m�as salsa en
ima de las tortillas8. Cubrir 
on trozos de queso9. Calentar uniformemente en el horno por 15 minutosCom�unmente, el nombre del algoritmo se presenta al ini
io, 
on letrasmay�us
ulas: ENCHILADAS. Los pasos individuales o enun
iados son usual-mente (aunque no siempre) numerados. A este respe
to, se ha
e notoria una
ara
ter��sti
a pe
uliar de ENCHILADAS: algunos n�umeros se en
uentranindentados, y usan numera
iones aparte. Por ejemplo, despu�es del primerenun
iado etiquetado 
on 2, hay 
uatro enun
iados etiquetados a, b, 
 y d,todos 
ompartiendo la misma indenta
i�on. El prop�osito de la indenta
i�on esha
er visualmente m�as f�a
il re
ono
er que los siguientes 
uatro pasos tomanlugar en la 
a
erola que se espe
i�
a en el paso 2. Si se desea referirse a al-guno de estos 
uatro pasos, se usa la letra del paso pre
edida por el n�umerodel paso no indentado anterior. Por tanto, se espera que se a~nada 
ebollapi
ada y un diente de ajo en el paso 2.a. Tan pronto 
omo las opera
ionesen la 
a
erola se han realizado al �nal del paso 2.d, las etiquetas de los pa-sos regresan a ser n�umeros no indentados. Este esquema de enumera
i�on deenun
iados resulta muy 
onveniente, ya que el prop�osito prin
ipal es ha
er8



posible su referen
ia. Es m�as f�a
il llamar la aten
i�on del le
tor en la l��nea2.
 en lugar de men
ionar \el paso donde se a~nade polvo de 
hile, pur�e detomate y 
aldo de pollo".Las indenta
iones usadas en la re
eta responden a una expli
a
i�on m�as�amplia que las indenta
iones he
has en la mayor��a de los algoritmos o pro-gramas. Pero el enun
iado 2.b es t��pi
o: hay una opera
i�on 
ontinua (freir)que se repite hasta que 
ierta 
ondi
i�on se logra, es de
ir, 
uando la 
ebolla yel diente de ajo se han \dorado". Tal tipo de enun
iado se 
ono
e 
omo 
i
lo.Todos los enun
iados que forman parte de un 
i
lo tambi�en se indentan.Una 
ara
ter��sti
a importante que 
omparten ENCHILADAS 
on to-dos los algoritmos es la laxitud de su des
rip
i�on. Revisando el algoritmo,es posible notar varias opera
iones que no se men
ionan expl��
itamente.>Qu�e tan grande debe ser la 
a
erola? >Cu�ando se 
onsidera un 
olor \dora-do"? >Cu�anta sal y pimienta debe usarse en el paso 2.d? Estas son 
osas quepodr��an preo
upar a un 
o
inero inexperto. Sin embargo, no preo
upar��an a
o
ineros expertos. Su jui
io y sentido 
om�un llenan los posibles \hoyos" enla re
eta. Un 
o
inero experto, por ejemplo, sabe lo su�
iente para sa
ar lasen
hiladas del horno al �nal del paso 9, aun 
uando el algoritmo no in
luyeexpl��
itamente tal instru

i�on.Cualesquiera que sean los paralelismos entre 
o
ina y 
omputa
i�on, losalgoritmos pertene
en m�as bien al segundo que al primero. Esto no quierede
ir que los algoritmos sean in
apa
es de produ
ir el equivalente 
omputa-
ional de una buena en
hilada. Consid�erese, por ejemplo, el siguiente algo-ritmo gr�a�
o, que se usa para produ
ir una serie de dibujos en la pantallade la 
omputadora:PATRON1. input a, b2. input lado3. for i 1 to 100a) for j  1 to 1001) x a+ i � lado=1002) y  b+ j � lado=1003) 
 int(x2 + y2)4) if 
 es impar then plot(i; j)9



Cuando se tradu
e este algoritmo a un programa para una 
omputadora
on alguna 
lase de dispositivo de salida gr�a�
o (
omo es una simple panta-lla) permite explorar una in�nidad de patrones de de
ora
i�on. Cada se

i�on
uadrada del plano tiene un patr�on �uni
o. Si el usuario da 
omo entradas las
oordenadas de la esquina inferior izquierda (a; b) de un 
uadrado, seguidade la longitud de sus lados, el algoritmo dibuja una �gura de de
ora
i�on aso-
iada a ese 
uadrado. Sorprendentemente, si se es
oge un 
uadrado peque~no
on las mismas 
oordenadas, emerge un nuevo patr�on diferente, que no esuna magni�
a
i�on ni ninguna otra transforma
i�on del original.Todo eso des
ribe qu�e ha
e el algoritmo. Pero >
�omo trabaja? Es notorioque hay dos 
i
los for en el algoritmo. El 
i
lo m�as exterior en el paso 3
uenta en forma 
ontinua de 1 a 100, usando la variable i para llevar el valora
tual de la 
uenta. Por 
ada uno de tales valores, el 
i
lo m�as interno 
uentade 1 a 100 a trav�es de la variable j del paso 3.a. M�as aun, para 
ada valor dej se repiten los 
uatro pasos etiquetados de 3.a.1 a 3.a.4. Por 
ada repeti
i�onexisten un nuevo par de valores i y j 
on los 
uales se trabaja. Ahora bien,la variable x se 
al
ula 
omo una 
oordenada que es un 
ent�esimo del an
hode un 
uadro, y se 
ontrola mediante la variable i. Similarmente, la variabley representa un 
ent�esimo de la altura de 
ada 
uadrado, y se 
ontrola 
onla variable j. El punto resultante (x; y) se en
uentra por lo tanto siempredentro del 
uadrado. Conforme j va de valor en valor, se puede pensar queel punto va as
endiendo en el 
uadrado. Cuando llega a la parte superior(j = 100), el 
i
lo interior se ha eje
utado por 
ompleto. En este punto, i
ambia a su siguiente valor, y todo el 
i
lo interior 
omienza una vez m�as
on j = 1.El punto 
ulmen del algoritmo 
onsiste en 
al
ular x2 + y2, una fun
i�on
ir
ular, y luego tomar la parte entera (int) del resultado. Si el entero espar, un punto (digamos, blan
o) se dibuja en la pantalla. Si el entero esimpar, sin embargo, no se dibuja ning�un punto para la 
oordenada (x; y),por lo que la pantalla permane
e obs
ura (
laro, si el fondo de la pantallaes originalmente obs
uro).El algoritmo PATRON muestra varias pr�a
ti
as 
omunes para expresaralgoritmos:Los enun
iados se indentan dentro del entorno de 
i
los y enun
iados
ondi
ionales del tipo if...then...else.Las asigna
iones de un valor 
al
ulado a una variable se indi
an me-diante 
e
has apuntando a la izquierda.10



El 
�al
ulo indi
ado en la parte dere
ha de una asigna
i�on puede ser
ualquier f�ormula aritm�eti
a.M�as aun, los enun
iados del algoritmo PATRON son muy generales. Porejemplo, se puede re-es
ribir el algoritmo 
omo sigue:PATRON1. Entrada: par�ametros del 
uadrado2. Por 
ada: punto del 
uadradoa) Cal
ular su fun
i�on 
b) Si 
 es par, dibujarloAlgoritmos en esta forma \
omprimida" pueden servir para varios prop�o-sitos. Pueden representar un paso en el dise~no de un programa m�as elabo-rado, en el 
ual el programador 
omienza 
on una des
rip
i�on muy generaly �amplia del pro
eso a realizar. Despu�es, el programador re-es
ribe el al-goritmo varias ve
es, re�n�andolo en 
ada paso. En alg�un punto, 
uando elprograma ha llegado a un nivel razonable de detalle, enton
es puede tradu-
irse en forma m�as o menos dire
ta a un programa en 
ualquier lenguaje deprograma
i�on, 
omo Pas
al o C.Una segunda raz�on para es
ribir algoritmos \
omprimidos" re
ae en elnivel de 
omuni
a
i�on entre seres humanos. Por ejemplo, el es
ritor de unalgoritmo normalmente 
omparte un 
ierto entendimiento 
on las dem�aspersonas a
er
a de la inten
i�on tras 
ada enun
iado. De
ir, por ejemplo, \Por
ada punto del 
uadrado" impli
a dos 
i
los. Del mismo modo, la fun
i�on 
puede bien signi�
ar los pasos 3.a.1 a 3.a.d en el primer algoritmo PATRON.El tipo de lenguaje algor��tmi
o utiliza libremente 
onstru

iones disponi-bles en mu
hos lenguajes de programa
i�on. Por ejemplo, los siguientes tiposde 
i
los son 
om�unmente utilizados:for ... torepeat ... untilwhile ...for ea
h ... 11



Adem�as, existen enun
iados de entrada (input) y de salida (output),y 
ondi
ionales 
omo if ... then e if ... then ... else. Ciertamente, sepuede extender el lenguaje algor��tmi
o para in
luir 
ualquier 
onstru

i�ondel lenguaje que parez
a razonable. Las variables pueden ser n�umeros rea-les, valores l�ogi
os (booleanos), enteros, o virtualmente 
ualquier entidadmatem�ati
a 
on valor �uni
o. Se pueden tener arreglos de 
ualquier tipo odimensi�on, listas, 
olas, pilas, et
. Aqu�ellos po
o familiarizados 
on estasno
iones pueden des
ubrir su signi�
ado en el 
ontexto del algoritmo quelos utili
e.La tradu

i�on de un algoritmo a un programa es generalmente dire
to,al menos 
uando el algoritmo se en
uentra razonablemente detallado. Porejemplo, el algoritmo PATRON puede tradu
irse al siguiente programa enPas
al:program PATRON (input, output);var a, b, lado, x, y, 
:realvar i, j:integer;beginread(a,b);read(lado);graph mode;for i:=1 to 100beginfor j:=1 to 100beginx:= a + i * lado/100;y:= b + j * lado/100;
:= trun
(x*x + y*y);if 
mod2 = 0 then plot(i,j,1);endendtextmode;endMu
hos algoritmos in
orporan preguntas sutiles e interesantes, 
omo: >qu�e pro-blemas pueden (o no) ser resueltos mediante algoritmos?, >
u�ando es un algoritmo
orre
to?, >
u�anto tarda en pro
esarse?
12



Cap��tulo 2Corre

i�on de ProgramasDepura
i�on De�nitivaEl pro
eso de depurar (debug) un programa pare
e a ve
es eterno. Esto es es-pe
ialmente 
ierto para algunos programas que no fueron analizados antes de seres
ritos, o no fueron bien estru
turados 
uando se les es
ribi�o. Justamente 
uandoun programa pare
e estar eje
ut�andose 
orre
tamente, un nuevo 
onjunto de en-tradas da 
omo resultado respuestas in
orre
tas. La 
orre
i�on de programas es una
uesti�on de importan
ia 
re
iente en un mundo que 
ada vez depende m�as de la
omputadora. Para algunos programas de apli
a
i�on no es su�
iente \suponer" deque se eje
utan 
orre
tamente; es ne
esario estar seguro.La 
orre
i�on de programas es una dis
iplina que ha evolu
ionado a partir deltrabajo pionero de C.A.R. Hoare en la Universidad de Oxford. Se basa en ha
er
iertas a�rma
iones (assertions) a
er
a de lo que programa debe haber 
umplido envarias etapas de su opera
i�on. Las a�rma
iones se prueban mediante razonamientosindu
tivos, a ve
es apoyados mediante an�alisis matem�ati
o. Si se prueba que unprograma es 
orre
to, se puede tener 
on�anza en su opera
i�on, siempre y 
uandola prueba sea 
orre
ta. Si la prueba falla, puede deberse a un error l�ogi
o (logi
albug) en el programa, el 
ual la misma prueba ayuda a ha
er notorio. En 
ualquier
aso, el entendimiento del programa es mu
has ve
es mejorado mediante intentaruna prueba de su 
orre

i�on.En este 
ap��tulo se ilustra una prueba de 
orre

i�on de un algoritmo eu
lideanoen la forma de un programa. Este algoritmo en
uentra el m�aximo 
om�un divisor(m
d) de dos enteros positivos. La �gura 2.1 muestra dos enteros, 9 y 15, que serepresentan mediante barras horizontales divididas en unidades 
uadradas.El m
d de 15 y 9 es 3. En otras palabras, 3 es un divisor 
om�un de 15 y 9; es ala vez el m�aximo divisor. La barra etiquetada 
on 3, que se usa 
omo si fuera unaregla, muestra que es una medida entera de ambas, tanto de la barra 15 
omo de la13



3

9

15

Figura 2.1: Dos enteros y su m�aximo 
om�un divisorbarra 9. Es tambi�en la regla m�as larga que tiene tal propiedad. Ha
e m�as de 2000a~nos, Eu
lides pudo haber usado una representa
i�on similar a �esta para des
ubrirel algoritmo que ahora lleva su nombre. Consid�erese, por ejemplo, otro 
onjunto debarras 
omo el que se muestra en la �gura 2.2. La barra 16 ajusta s�olo una vez enla barra 22, y se tiene una barra 6 
omo restante. Ahora bien, 
omparando la barra16 
on la barra 6, es posible a
omodar dos ve
es la barra 6 en la barra 16, y elrestante es una barra de 4. El pro
eso se repite, ahora entre las barras 6 y 4. S�oloqueda una barra 2, que al 
ompararse de nuevo 
on la barra 4, no queda ning�unrestante. De esta forma, se obtiene que 2 es el m
d de 22 y 16.
22

16

6

16

6

6

4

4

2Figura 2.2: Otros dos enteros, 22 y 16Este ejemplo sen
illo ilustra el algoritmo eu
lideano. En 
ada paso, se toma elmayor n�umero el 
ual se divide entre el menor n�umero, y se 
al
ula su residuo enterohasta que �este vale 
ero. En la forma de un algoritmo, se puede es
ribir 
omo:
14



EUCLIDES1. input M;N2. while M > 0a) L = N modNb) N =M
) M = L3. print NUna prueba de que este algoritmo produ
e el m
d de dos enteros positivos
ualesquiera es m�as f�a
il de ilustrarse si se presenta el algoritmo en forma de undiagrama de 
ujo (�gura 2.3).

L = N mod M

M>0? Print N

Input M,N

N=M

M=L

M,N enteros >= 0, M<N

No

Si

Figura 2.3: Diagrama de 
ujo para EUCLIDESEl diagrama de 
ujo ha sido etiquetado 
on una a�rma
i�on a
er
a de los valoresde M y N que se introdu
en al programa: ambos valores son enteros positivos, yM < N . El algoritmo 
ontiene un 
i
lo, y debido a que los valores de L, M y N15




ambian 
on 
ada itera
i�on, es posible distinguir los 
ambios en los valores 
onformese realiza el pro
eso, mediante utilizar sub��ndi
es para las variables: den�otese por Li,Mi y Ni los valores de estas variables obtenidas en la i-�esima itera
i�on, y sup�ongaseque hay un total de k itera
iones. De este modo, es posible etiquetar el diagramade 
ujo 
on otras a�rma
iones, una a
er
a de lo que el algoritmo obtiene 
uandosale del 
i
lo y otra a
er
a de los valores de las tres variables del algoritmo dentrodel 
i
lo (�gura 2.4).

L = N mod M

M>0? Print N

Input M,N

N=M

M=L

M,N enteros >= 0, M<N

No

Si N  es el mcd de M y N

N  =  M
M  =  L

k

i

ii

i i−1

L  = N      mod Mi−1 i−1

Figura 2.4: Diagrama de 
ujo para EUCLIDES 
on m�as a�rma
ionesClaramente, se supone para empezar que M > 0, y que M0 y N0 representanlos valores de entrada de M y N antes de 
omenzar 
on la primera itera
i�on. Lasetiquetas en el diagrama de 
ujo a�rman no s�olo que Nk es el �ultimo valor obtenidopara N que es el m
d de M y N , sino que o
urren tambi�en 
iertas rela
iones que semantienen entre los valores intermedios de L,M yN . Estas �ultimas a�rma
iones sonobviamente 
iertas, ya que son re-enun
ia
iones de lo que signi�
an las asigna
ionesdentro del 
ontexto del 
i
lo. La primera a�rma
i�on es la que se bus
a probar.En el 
aso 
uando k (el n�umero total de itera
iones) es 1, el algoritmo produ
eN1, que resulta ser igual a M0 de a
uerdo 
on la etiqueta del 
i
lo. Pero M1 debe16



ser 0 para no entrar de nuevo al 
i
lo. A partir de las a�rma
iones en el 
i
lo, sesigue que: L1 =M1 = 0y por lo tanto N0modM0 = 0En otras palabras, N es un m�ultiplo de M , y el m
d de M y N debe ser Mmismo, que es el valor de N1.Si k > 1, enton
es el 
i
lo debe tener al menos dos itera
iones su
esivas, y esposible ha
er uso del siguiente resultado, des
rito en la forma de un \lema". Aqu��,se 
onsidera que a j b signi�
a \a divide a b sin residuo".Lema: Dadas dos itera
iones su
esivas i e i + 1 del 
i
lo, un entero positivo psatisfa
e que p jMi y p j Ni si y solo si p satisfa
e que p jMi+1 y p j Ni+1.Demostra
i�on: De a
uerdo 
on las a�rma
iones en el 
i
lo, Mi+1 = Li+1 =NimodMi. De esto se sigue que hay un entero positivo q tal que:Ni = qMi +Mi+1Si p j (MiyNi), enton
es p j Mi+1 de a
uerdo 
on esta igualdad. Tambi�enNi+1 = Mi para obtener p j Mi. Sin embargo, es 
laro que a partir de la igualdadque p j Ni, y el lema queda 
omprobado.La prin
ipal impli
a
i�on de este lema es que:m
d(Mi; Ni) j m
d(Mi+1; Ni+1)y vi
eversa. As��, tenemos que:m
d(Mi; Ni) = m
d(Mi+1; Ni+1)Ahora bien, de a
uerdo a las a�rma
iones en el 
i
lo,Nk =Mk�1 = Nk�2modMk�2.M�as aun, para terminar el 
i
lo, debe darse que Mk = 0, por lo que Lk = 0 yNk�1modMk�1 = 0. Esto signi�
a que Mk�1 j Nk�1. Pero Lk�1 = Mk�1, y Lk�1es obviamente el m
d de Mk�1 y Nk�1.Sea L el m
d de M y N . Como el paso ini
ial de una demostra
i�on indu
tivasimple, es notorio que: L = m
d(M1; N1)Sup�ongase que para la i-�esima itera
i�on, se tiene que:L = m
d(Mi; Ni)17



Enton
es, por la 
on
lusi�on obtenida del lema, se tiene que:L = m
d(Mi+1; Ni+1) i < k:El resultado se mantiene 
orre
to hasta i = k � 1, pero en este 
aso ya se haobtenido que Lk�1 = m
d(Mk�1; Nk�1), y 
laramente L = Lk�1. Re
u�erdese queel valor de salida, Nk, es igual a Lk�1, por lo que se obtiene el resultado deseado.Normalmente, al demostrar la 
orre

i�on, es ne
esario probar tambi�en que elalgoritmo termina su eje
u
i�on para todos las entradas de inter�es. En el 
aso delalgoritmo EUCLIDES, se podr��a probar la termina
i�on mediante notar, en efe
to,queM de
re
e 
on 
ada itera
i�on, y dado queM es ini
ialmente un entero positivo,eventualmente debe llegar al valor de 
ero. Es aqu�� donde se toma en 
uenta la no-negatividad de M y N .Para los algoritmos 
on m�as de un 
i
lo, y espe
ialmente 
uando los 
i
los sonanidados, es ne
esaria una estrategia de 
omproba
i�on m�as 
ompleta. En gene-ral, adem�as de las a�rma
iones sobre los valores de entrada y de salida, al menosuna a�rma
i�on debe apare
er por 
ada 
i
lo del algoritmo. Es enton
es ne
esario
omprobar para 
ada ruta entre dos a�rma
iones adya
entes A y A0 que si A esverdadera 
uando el algoritmo al
an
e ese punto, enton
es A0 ser�a verdadera 
uandola eje
u
i�on llegue ahi. Este requerimiento se 
umple de manera obvia en el 
aso dela 
omproba
i�on del algoritmo EUCLIDES, que 
ontiene tan solo un 
i
lo.

18



Cap��tulo 3Arboles de CoberturaM��nimaUn Algoritmo VelozEl �area 
ono
ida 
omo Teor��a de Grafos es una rama de las matem�ati
as quetiene una rela
i�on espe
ial 
on la 
omputa
i�on, tanto en aspe
tos te�ori
os 
omopr�a
ti
os: el lenguaje, las t�e
ni
as y los teoremas que 
onforman la Teor��a de Gra-fos, as�� 
omo el he
ho de que la Teor��a de Grafos es en s�� misma es una fuente ri
ade problemas que representan un reto para resolverlas utilizando una 
omputado-ra. Ciertamente, no mu
hos de los problemas de esta teor��a pare
en tener alg�unalgoritmo que los resuelva en tiempo polinomial. De he
ho, mu
hos de los prime-ros problemas en demostrarse ser NP-
ompletos fueron problemas de la Teor��a deGrafos.De entre los problemas bien 
ono
idos y ya resueltos, se en
uentra la b�usquedade un �arbol de 
obertura m��nima para una grafo. Espe
���
amente, dado una grafoG, 
on aristas de varias longitudes, el problema es en
ontrar un �arbol T en G talque: T \
ubra" G, es de
ir, todos los v�erti
es de G se en
uentren en T .T tiene la longitud m��nima total, sujeto a la 
ondi
i�on anterior.El �arbol (que se muestra en l��neas m�as gruesas) de la �gura 3.1 
ubre al grafoque se muestra, pero no se trata de un �arbol de 
obertura m��nima. Por ejemplo,si uno de las aristas in
identes 
on un v�erti
e mar
ado 
on un 
��r
ulo se remuevedel �arbol, y la arista que une los dos v�erti
es mar
ados 
on un 
��r
ulo se le a~nade,enton
es el �arbol resultante a�un 
ubre al grafo, y tiene una longitud menor al �arboloriginal. Las preguntas que surgen son enton
es: >
�omo se en
uentra el �arbol de
obertura m��nima de un grafo?, >existe m�as de uno?19
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Figura 3.1: Un grafo y un �arbol de 
oberturaEl algoritmo 
ono
ido m�as e�
iente para hallar el �arbol de 
obertura m��nimaresulta ser un algoritmo \voraz". Tal tipo de algoritmos resuelven problemas deoptimiza
i�on mediante optimizar 
ada paso, del mismo modo que una persona voraz
uando se le presenta un plato de galletas: 
ada vez que se le permite a la personasele

ionar una galleta, �esta siempre sele

iona la m�as grande.El algoritmo para en
ontrar el �arbol de 
obertura m��nima que se presenta a
ontinua
i�on fue desarrollado por primera vez en 1956 por George Krusal, un ma-tem�ati
o estadounidense. Pro
ede mediante \ha
er 
re
er" un �arbol de 
oberturauna arista 
ada vez. Debido a que el �arbol debe tener una longitud m��nima, el al-goritmo siempre sele

iona la arista disponible m�as 
orta para a~nadir al �arbol. Eneste sentido, el algoritmo es \voraz".El algoritmo, llamado MINSPAN, usa un lista L de aristas que unen v�erti
esdel �arbol bajo 
onstru

i�on 
on aquellas aristas que no han sido a�un 
ubiertas. El�arbol en s�� mismo se denota por T , y por 
ada v�erti
e v, Ev representa el 
onjuntode todas las aristas in
identes en v.MINSPAN1. Sele

ionar un v�erti
e arbitrario u en el grafo.2. T  fug3. L Eu4. L ordena(L)5. while T no 
ubra G 20



a) Sele

iona la primer arista fv; tg en Lb) T  T SfvgSfv; tg
) L0  Ev � Ld) L L�EvTLe) L0  ordena(L0)f ) L mez
la(L;L0)Ini
ialmente, T 
onsiste de un solo v�erti
e u, sele

ionado arbitrariamente. Lalista L en prin
ipio 
ontiene todas las aristas 
oin
identes en u. Estas aristas seordenan de a
uerdo a su longitud. El algoritmo pro
ede enton
es iterativamente aa~nadir la arista disponible m�as 
orta al �arbol, una a la vez. La arista m�as 
ortafv; tg es f�a
il de 
al
ular, ya que siempre es el primer miembro de L; une un v�erti
et en T al v�erti
e v que no se en
uentra en T . En los pasos 5.b, 5.
 y 5.d, el v�erti
e vy la arista fv; tg se a~naden a T , se genera la lista L0 de nuevas aristas para a~nadirsea L, y enton
es L misma se redu
e a todas las aristas que unen v a alg�un otrov�erti
e en T . Se 
rea una nueva lista ordenada L en el paso 5.f, 
uando la listaordenada anterior se mez
la 
on la lista ordenada L0 de nuevas aristas.Es interesante examinar el �arbol de 
obertura generado porMINSPAN en 
asosespe
���
os. Por ejemplo, MINSPAN produ
e el �arbol que se muestra en la �gura3.2, para el grafo de la �gura 3.1. Se 
ir
ula el v�erti
e ini
ial u.
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Figura 3.2: Un �arbol de 
obertura m��nima hallado por MINSPANEn el an�alisis de algoritmos, generalmente se involu
ran dos pasos. Primero,debe probarse que el algoritmo es 
orre
to. Segundo, la 
omplejidad del algoritmo21



debe estable
erse tan pre
isamente 
omo sea posible, dentro de un orden de mag-nitud. Cuando se 
omprueba la 
orre

i�on de un algoritmo, el argumento puedeser relativamente informal. Al probar la 
orre

i�on de programas, sin embargo, lapre
isi�on de un lenguaje de programa
i�on espe
���
o produ
e pruebas m�as riguro-sas en lo posible. El mismo tipo de men
i�on puede ha
erse a
er
a de estable
er la
omplejidad en tiempo de un algoritmo. Cuando un algoritmo se des
ribe en mayordetalle, puede ser analizado en mayor profundidad, algunas de las ve
es resultandoen una 
antidad de 
omplejidad diferente en orden de magnitud.>C�omo se sabe que MINSPAN realmente obtiene un �arbol de 
obertura m��nimapara un grafo G? Se puede probar por indu

i�on que MINSPAN trabaja 
orre
ta-mente. Primero, si G tiene un solo v�erti
e, enton
es MINSPAN termina 
on ese�uni
o v�erti
e 
omo el �arbol de 
obertura m��nima. Segundo, se supone que MINS-PAN siempre en
uentra un �arbol de 
obertura m��nima para grafos 
on n�1 v�erti
es,suponiendo que G tiene n v�erti
es y examinando la opera
i�on de MINSPAN justoantes de que el �ultimo v�erti
e w de G se a~nada a T . Se de�ne a H 
omo el subgrafode G obtenido al borrar del grafo G el v�erti
e w junto 
on todas sus aristas in
i-dentes. Se ha
e operar MINSPAN sobre el subgrafo H , pre
isamente 
omo se hahe
ho 
on G, ya que la remo
i�on de w no a
orta ninguna de las aristas que quedan.Se sigue enton
es de este he
ho y de la hip�otesis de indu

i�on que T es un �arbolm��nimo para H . En su �ultima itera
i�on sobre G, MINSPAN a~nade la arista �nalque une w 
on T , y esta arista es la m�as 
orta de todas las aristas disponibles.Ahora bien, si el �arbol resultante T 0 no es m��nimo en G, enton
es hay un �arbol de
obertura mu
ho menor T 00 para G. Sea fw; vg la arista de T 00 que 
ontiene a w,y v�ease que T 00 � w debe ser un �arbol de 
obertura para H que debe ser a�un m�as
orto que T . Esta 
ontradi

i�on estable
e el resultado.Habiendo produ
ido un argumento indu
tivo razonablemente 
ongruente de queMINSPAN siempre en
uentra un �arbol de 
obertura m��nima para un grafo dado,se estable
e ahora una 
antidad en orden de magnitud de la 
omplejidad en tiempode MINSPAN.Hasta ahora, no se ha sido muy pre
iso en 
uanto a qu�e tipo de estru
turas dedatos usa MINSPAN. Resulta ser m�as e�
iente alma
enar tanto G 
omo a T enforma de listas de aristas de a
uerdo 
on el siguiente formato:vi : vi1; 
i1; vi2; 
i2; :::En otras palabras, usando un arreglo o una lista ligada, se alma
ena el v�erti
evi junto 
on los v�erti
es vij , en donde fvi; vijg es una arista de G y 
ij es la longitudde tal arista. El an�alisis de la 
omplejidad en tiempo pro
ede ahora paso por paso:El paso 1, sele

ionar un v�erti
e arbitrario de G, tiene un 
osto de 1 unidadde tiempo.Los pasos 2 y 3, a~nadir u a la lista (ini
ialmente va
��a) que de�ne a T , tieneun 
osto de 1 unidad de tiempo, y leer Eu de la lista tiene un 
osto du, donde22



du es el n�umero de aristas in
identes 
on u.El paso 4, ordenar la lista L mediante alg�un m�etodo razonablemente e�
iente
omo mergesort tiene un 
osto de dv log dv unidades de tiempo.En el 
i
lo del paso 5, 
omprobar si T 
ubre a G tiene un 
osto de 1 unidadde tiempo.En el paso 5.a, ya que L se ordena en forma as
endente, la primer arista deL es fv; tg, y tiene un 
osto de 1 unidad de tiempo para obtenerse.En el paso 5.b, la lista que de�ne T no tiene un orden espe
ial, y los nuevosv�erti
e y arista pueden a~nadirse en 1 unidad de tiempo.En el paso 5.
, el algoritmo MINSPAN debe examinar 
ada arista en Ev, yde
idir si est�a el L. Ya que las aristas en L est�an ordenadas, tiene un 
ostode log j L j unidades de tiempo para 
ada de
isi�on. Esto arroja un total dedv log j L j unidades de tiempo.En el paso 5.d, para eliminar las aristas Ev TL de L se requiere de nuevollevar a 
abo dv b�usquedas en L para hallar los miembros de Ev que seen
uentran en L. Cada b�usqueda tiene un 
osto de log j L j unidades, y 
adaelimina
i�on 
uenta 1 unidad de tiempo. Por lo tanto, este paso tiene un 
ostode dv log j L j +1 unidades de tiempo.En el paso 5.e, el ordenamiento de L0 tiene un 
osto no mayor que dv log dvunidades de tiempo.En el paso 5.f, la 
antidad de tiempo requerido para mez
lar las listas L0y L involu
ra al menos dv b�usquedas e inser
iones en L, dando un total dedv log j L j +1 unidades de tiempo.Esto 
ompleta un an�alisis detallado del algoritmo. Es ne
esario ahora sumarlas 
antidades en forma determinada. Para esto, se etiqueta a los v�erti
es de G enel orden en que apare
en en T , es de
ir, v1; v2; v3; ::: Coherentemente, sus 
ostos seindi
an d1; d2; d3; :::, y en la i-�esima itera
i�on de MINSPAN, L no puede ser mayora d1 + d2 + d3 + ::: + di�1, en tanto que j Ev j= di. Esto produ
e las siguientesexpresiones:Para los pasos 1 a 4:2 + d1 + d1 logd1Para los pasos 5 y de 5.a a 5.d:4 + 2di log (d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + diPara los pasos 5.e y 5.f:di log di + di log(d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + diLa expresi�on �nal se obtiene de sumar la primera expresi�on 
on la suma iteradade las expresiones que quedan: 23



2 + d1(log d1 + 1) + nXi=2 4 + 3di log (d1 + d2 + d3 + :::+ di�1) + 2di + di log diSimpli�
ando un po
o, se puede probar que esta expresi�on se limita superior-mente por una expresi�on m�as simple 
omo:mlog 2m+ 4ndonde m es el n�umero de aristas en G y n es el n�umero de v�erti
es. Suponiendoque G es un grafo 
onexo, se tiene que m � n, por 
onsiguiente, el l��mite superiorm��nimo es O(mlogm). Esto da la 
omplejidad en tiempo de MINSPAN en fun
i�ondel n�umero de aristas en G.Con esto, se termina el an�alisis de MINSPAN. Adem�as de ser un algoritmo
orre
to y bastante e�
iente, muestra la simpli
idad b�asi
a y elegan
ia de algunos delos problemas mejor resueltos en Teor��a de Grafos. La idea esen
ial es simplementeha
er \
re
er" un �arbol de 
obertura mediante a~nadir la arista m�as 
orta a la vez.Es interesante que virtualmente el mismo algoritmo puede ser utilizado paraen
ontrar el �arbol de 
obertura m�axima. Se ne
esita s�olo alterar la instru

i�on5.a, di
iendo \Sele

iona la �ultima arista fv; tg en L". Sin embargo, en el 
aso deotro problema 
er
anamente rela
ionado, el de en
ontrar la ruta m�as 
orta entredos v�erti
es, la situa
i�on es totalmente diferente. No hay forma, aparentemente, dealterar el algoritmo de la ruta m�as 
orta para en
ontrar la ruta m�as larga.Hay otro problema 
on �arboles m��nimos 
er
anamente rela
ionado al que seexpone aqu��. Sup�ongase un grafo dado G, y un sub
onjunto espe
���
o S de losv�erti
es de G. >Cu�al es el sub-�arbol de longitud m��nima en G que 
ubre todos losv�erti
es en S? Tal �arbol podr��a 
iertamente querer utilizar algunos de los v�erti
esen G que no se en
uentran en S, pero no se require, en general, 
ubrir todos losv�erti
es en G. Ese �arbol m��nimo en G se 
ono
e 
omo un �arbol de Steiner, y elproblema de en
ontrarlo e�
ientemente resulta mu
ho m�as dif��
il de resolver que elproblema de los �arboles de 
obertura m��nima.

24



Cap��tulo 4Multipli
a
i�on R�apidaDivide y ConquistaSer��a interesante estimar el n�umero de multipli
a
iones que se realizan diaria-mente por 
omputadoras alrededor del mundo. Tal n�umero se en
uentra probable-mente entre 1015 y 1020 en la a
tualidad, 
onsiderando la pobla
i�on mundial de
omputadoras. En la mayor��a de estas m�aquinas, la multipli
a
i�on absorbe tan solounos 
uantos mi
rosegundos. Los 
ir
uitos ele
tr�oni
os que realizan la multipli
a-
i�on se han optimizado para produ
ir el produ
to de, digamos n�umeros de 32 bits,en el menor tiempo posible. Sin embargo, la disponibilidad de solu
iones r�apidasen el hardware al problema de multipli
ar n�umeros de 32 bits tiende a obs
ure
eruna pregunta muy general que podr��a tener m�as que una importan
ia meramentete�ori
a: >Qu�e tan r�apido se pueden multipli
ar dos n�umeros de n bits? En lugarde intentar utilizar un esquema de hardware generalizado para la multipli
a
i�onr�apida, se supone que todas las opera
iones se realizan a nivel de bit, y enton
es,meramente se intenta determinar el menor n�umero de opera
iones de bit ne
esariaspara formar los produ
tos.El 
ontexto a nivel de bit de este problema puede ilustrarse mediante 
onsiderarpor el momento la adi
i�on binaria:
1  0  0  1
1  1  0  1

1  0  1  1  0

+

0     1     1     01

1     0     0     1

1     1     0     1
 +     +    +     +

Al sumar los dos n�umeros 1001 y 1101, las opera
iones sobre los bits individualesse representan en las 
olumnas. Comenzando por el extremo a la dere
ha, se suman 1m�as 1 para obtener 0, y propagar un a
arreo a la siguiente 
olumna. N�otese que 
ada25



una de estas opera
iones se 
onsideran ex
lusivamente sobre bits individuales. Es
laro que, sin importar qu�e tan largos sean los n�umeros a sumar, estas opera
ionespueden 
onsiderarse 
omo fundamentales, y absorben, digamos, 1 unidad de tiempo.Igualmente 
laro es que para sumar dos n�umeros de n d��gitos binarios se requierenn de tales opera
iones.En el 
aso de la multipli
a
i�on, sin embargo, la situa
i�on es muy diferente. Pri-mero, adaptando las reglas ordinarias para la multipli
a
i�on que se aprenden en laes
uela primaria, no es dif��
il notar que dos n�umeros de n bits pueden multipli
arseen n2 + 2n� 1 unidades de tiempo.
1  0  0  1
1  1  0  1

X

1   1   1   0   1   0   1

1  0  0  1

1  0  0  1

1  0  0  1

 0  0  0  0

Se requieren n2 pasos para formar los n produ
tos intermedios, y otros 2n� 1pasos para sumarlos. En la pr�a
ti
a, se ignoran los 2n � 1 pasos, 
on
entr�andoseen s�olo en los n2 pasos, mediante expresar que esta 
lase de multipli
a
i�on requiere\en order de" n2 unidades de tiempo, o simplemente:O(n2) pasosSer��a lo m�as inmediato intentar redu
ir la poten
ia de n de esta expresi�on.>Podr��a, por ejemplo, redu
irse a O(n1)?Como un intento ini
ial para a
elerar la multipli
a
i�on a nivel bit, se toma unaaproxima
i�on 
ono
ida 
omo \divide y 
onquista": sup�onganse dos n�umeros de nbits x y y, que se multipli
ar�an, y que 
ada uno de ellos se divide en dos partes deigual longitud, 
onsiderando lo siguiente:x = a� 2n=2 + by = 
� 2n=2 + dEl pro
eso de parti
i�on se realiza mediante revisar la mitad de 
ada n�umero ymeramente dividirlo en dos partes (en 
aso de no en
ontrarse la \mitad", se puedesimplemente a~nadir un 0 
omo bit m�as signi�
ativo). Por ejemplo:1001 = 10� 22 + 011101 = 11� 22 + 0126



Habiendo dividido x y y en dos partes 
ada uno, es posible es
ribir la multipli-
a
i�on de tales n�umeros 
omo un produ
to de 
uatro partes:x� y = (a� 
)� 2n + (b� 
)� 2n=2 + (a� d)� 2n=2 + (b� d)A primera vista, pare
e que se requiere resolver 
uatro multipli
a
iones den�umeros 
on n=2 bits, y que ser�an ne
esarias 4(n=2)2 = n2 multipli
a
iones. Estono pare
e ser un buen 
omienzo.Sin embargo, si (a � 
) y (b � d) estuvieran 
al
uladas de antemano, enton
esno ser��a ne
esario realizar dos de las multipli
a
iones para obtener los produ
tos(b� 
) y (a� d). De he
ho:(b� 
) + (a� d) = (a+ b)� (
+ d)� (a� 
)� (b� d)>Cu�antas opera
iones a nivel bit se requieren para realizar los pro
esos impl��
i-tos en estas observa
iones? Para obtener a y b a partir de x se requieren n=2opera
iones a nivel bit en 
ada 
aso, y se supone que, por el momento al menos,los produ
tos (a� 
) y (b� d) se obtienen por el \m�etodo de la es
uela primaria",as�� que requieren 
ada uno (n=2)2+2(n=2)�1 opera
iones a nivel bit. Las adi
iones(a+b) y (
+d) requieren 
ada una n=2 opera
iones, ya que 
ada una se realiza sobren�umeros de n=2 bits; el produ
to de estas dos 
antidades requiere (n=2+1)2+n+1de tales pasos. En resumen, la tabla siguiente muestra toda esta informa
i�on:Opera
i�on N�umero N�umero de bitsde pasos del resultadoa y b n=2 
ada uno n=2 
ada unoa� 
 y b� d (n=2)2 + 2(n=2)� 1 
ada uno n 
ada unoa+ b y 
+ d n=2 
ada uno n=2 + 1 
ada uno(a+ b)� (
+ d) (n=2 + 1)2 + 2(n=2 + 1)� 1 n+ 2(a+ b)� (
+ d) 2n n+ 2�a� 
� b� dEn el �ultimo rengl�on de la tabla, el produ
to (a + b) � (
 + d) se en
uentradisponible 
omo un n�umero de n+2 bits, mientras que a�
 y b�d est�an disponiblesen su forma de n bits. De tal forma, sumar los t�erminos (negativos) segundo yter
ero al primer t�ermino requiere de un total de 2n opera
iones, sin 
ontar lapropaga
i�on de a
arreos. Sumando el n�umero de pasos total en la forma de unresultado �nal, se tienen 3(n=2)2 + 15(n=2) opera
iones a nivel bit.Esta 
antidad llega a ser 
er
ana a 3n2=4, pero, y a menos que se tenga la idea
reativa de usar la misma t�e
ni
a de nuevo para el 
�omputo de a� 
, b� d y (a+b)� (
+ d), �uni
amente se lograr��a una mejora en t�erminos de un fa
tor 
onstante.Ciertamente, en �este 
omo en mu
hos otros problemas, es ne
esario dividir una yotra vez antes de llegar a \
onquistarlo".27



Ahora bien, sea T (n) que denota el n�umero de opera
iones de bit que se puedenlograr de esta forma en la multipli
a
i�on de dos n�umeros de n bits. Mediante sim-plemente insertar T (n=2) y T (n=2+ 1) en los sitios ade
uados de la tabla anterior,se obtienen las siguientes expresiones re
ursivas:T (n) = 2T (n=2) + T (n=2 + 1) + 8(n=2)= 3T (n=2) + 
ndonde 
 es una 
onstante apropiadamente es
ogida.Es enton
es m�as sen
illo mostrar por el m�etodo de indu

i�on que:T (n) � 3
nlog3 � 2
nEsta 
ota superior de la velo
idad 
on la que dos n�umeros de n bits se mul-tipli
an puede re-es
ribirse 
omo O(n1;59). Este valor a�un no llega a O(n1), perorepresenta una verdadera mejora sobre O(n2).La t�e
ni
a de multipli
a
i�on r�apida que se ha des
rito hasta ahora fue original-mente des
rita por A. Karatsuba y Y. Ofman en 1962. Fue el mejor resultado de sutipo hasta que fue mejorada en 1971 por una t�e
ni
a des
ubierta por A. S
h�onhagey V. Strassen, quienes desarrollaron un algoritmo de divide y 
onquista que requieretan solo O(n log nlog log n) opera
iones a nivel bit, representando una mejora muy
er
ana al objetivo (que tal vez no sea lograble) de O(n1).Consid�erese ahora el problema de multipli
ar dos matri
es de n�n. En el an�alisissiguiente ya no se examinan opera
iones a nivel de bit, ya que n no representa eln�umero de bits, sino mas bien, el tama~no de la matriz. Al adoptar tal suposi
i�on,es ne
esario suponer tambi�en una 
omputadora que realiza multipli
a
iones tanr�apido 
omo realiza adi
iones. De 
ualquier modo, esto no es del todo irreal, ya que(a) la mayor��a de las 
omputadoras tienen un 
ir
uito paralelo de alta velo
idadpara la multipli
a
i�on; (b) los valores de la matriz se suponen tales que quepan enuna palabra de 
ualquier 
omputadora que se est�e utilizando; y (
) no importa quefa
tor 
onstante separe el tiempo de una multipli
a
i�on del tiempo de una adi
i�on,se obtendr�a el mismo valor en orden-de-magnitud 
omo una fun
i�on de n.El m�etodo b�asi
o de multipli
ar dos matri
es X y Y es utlizar dire
tamente lade�ni
i�on: el ij-�esimo elemento del produ
to se obtiene por:nXk=1 xikykjdonde 
laramente se requieren O(n3) opera
iones, entre adi
iones y multipli
a
io-nes, y de las 
uales se requieren tan solo O(n) opera
iones para generar 
ada unode los n2 produ
tos. 28



Al mismo tiempo, ya que el produ
to Z = X � Y tiene n2 produ
tos, es deesperar que no se pueda realizar la opera
i�on 
on un n�umero menor de opera
ionesque O(n2). Para lo que sigue, y por fa
ilidad, se 
onsidera que n es poten
ia de 2.Si no lo fuera, de 
ualquier modo es posible \rellenar" las matri
es 
on 
eros, de talmodo que lo fuera. A pesar de esto, el produ
to Z de ambas matri
es permane
einalterable dentro del produ
to de las matri
es aumentadas.Como un primer paso, 
onsid�erese que X , Y y Z se parten en matri
es den=2� n=2 de la siguiente forma:� Z11 Z12Z21 Z22 � = � X11 X12X21 X22 ��� Y11 Y12Y21 Y22 �Una manipula
i�on algebrai
a permite formar las matri
es intermedias:W1 = (X11 +X22)� (Y11 + Y22)W2 = (X21 +X22)� (Y11)W3 = (X11)� (Y12 + Y22)W4 = (X22)� (Y11 + Y21)W5 = (X11 +X12)� (Y22)W6 = (X21 �X11)� (Y11 + Y12)W7 = (X12 �X22)� (Y21 + Y22)de modo que las 
uatro submatri
es de Z pueden obtenerse mediante las siguientesadi
iones: Z11 = W1 +W4 �W5 +W7Z12 = W3 +W5Z21 = W2 +W4Z22 = W1 +W3 �W2 +W6De haber 
al
ulado las submatri
es Zij dire
tamente 
omo produ
tos matri-
iales de Xij y Yij , se requerir��a de o
ho multipli
a
iones de matri
es. El m�etodoanterior requiere �uni
amente de siete. Partiendo de esto, sea T (n) el n�umero to-tal de opera
iones requeridas de una estrategia divide-y-
onquista. La expresi�onresultante de T (n) se vuelve:T (n) = 7T (n=2) + 18(n=2)229



Utilizando indu

i�on y el he
ho de que T (1) = 1, se puede resolver que estare
urren
ia tiene el siguiente n�umero de opera
iones:T (n) = 7log n + 18n2 blog n
Xk=0 (7=4)k:= 19nlog 7= O(n2;81)En el 
aso de la multipli
a
i�on de matri
es, es notorio que no ha habido unamejora dram�ati
a 
omo o
urre en el 
aso de la multipli
a
i�on de enteros. La t�e
ni
aque obtiene O(n2;81) des
rita anteriormente fue desarrollada por V. Strassen en1969. Dos mejoras le han seguido, ambas durante 1979. En la primera, A. S
h�onhageobtuvo un m�etodo que requiere O(n2;73), mientras que la segunda, por V. Pan,propone un m�etodo 
on O(n2;61). >Ser�a este �ultimo orden-de-magnitud el mejorposible?
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Cap��tulo 5El Problema de Reparti
i�onUn Algoritmo PseudovelozO
asionalmente, alguien que trabaja 
on un problema NP-
ompleto imaginahaber des
ubierto un algoritmo exa
to y que se eje
uta en tiempo polinomial pa-ra tal problema. Hasta ahora, 
om�unmente tal persona se en
uentra errada. Sinembargo, esto ha
e notar no s�olo la ne
esidad de un an�alisis 
uidadoso de nue-vos algoritmos, sino tambi�en el he
ho de que la propiedad de un algoritmo de serNP-
ompleto puede ser realmente sutil.Tal es el 
aso del problema de la reparti
i�on: Dados n enteros x1; x2; : : : ; xn, serequiere en
ontrar una reparti
i�on de estos enteros en dos 
onjuntos I y J , talesque: Xi2I xi =Xj2J xjEn otras palabras, ambos sub
onjuntos de enteros deben sumar la misma 
antidad.Una analog��a simple para este problema puede ha
erse mediante bloques de variasalturas (�gura 5.1). >Es posible 
onstruir dos 
olumnas de bloques 
on la mismaaltura?El problema de la reparti
i�on puede simpli�
arse en algo antes de intentar darleuna solu
i�on algor��tmi
a. En forma razonable, se puede sumar las alturas de todoslos bloques y tratar de 
onstruir una sola 
olumna 
uya altura fuera de la mitadde la suma. Sin embargo, a�un al intentar esta simple tarea, es ne
esario probarsistem�ati
amente 
on todos y 
ada uno de los sub
onjuntos posibles del 
onjunto debloques. Tal pro
edimiento 
onsumir��a una gran 
antidad de tiempo. Ciertamente,dado un 
onjunto de bloques, no hay garant��a alguna de que la solu
i�on al problemaplanteado exista, 
omo podr��a ser el 
aso, por ejemplo, de que la suma de las alturasfuera un n�umero impar. 31
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Figura 5.1: Un ejemplo del problema de la reparti
i�onExiste un algoritmo, sin embargo, el 
ual a primera vista pare
e resolver el pro-blema de la reparti
i�on en forma r�apida. Se trata de llenar una tabla de verdad: laentrada (i; j)-�esima es igual a 1 (verdadero) si hay un sub
onjunto fx1; x2; : : : ; xig
uya suma es j. El algoritmo revisa la tabla, rengl�on por rengl�on. Para 
al
ular elvalor en la (i; j)-�esima posi
i�on, se examinan los valores en las posi
iones (i�1; j) e(i�1; j�xi). Obviamente, si la posi
i�on (i�1; j) en la tabla es 1, enton
es el sub
on-junto fx1; x2; : : : ; xi�1g 
uya suma es j debe ser un sub
onjunto de fx1; x2; : : : ; xig.Si, sin embargo, hay un sub
onjunto de fx1; x2; : : : ; xi�1g el 
ual suma j � xi, en-ton
es el mismo sub
onjunto sumado 
on xi debe sumar j.Una tabla para los bloques de la �gura 5.1 se muestra par
ialmente a 
onti-nua
i�on, 
onsiderando tomar los bloques en el orden 3, 4, 3, 2, 3, 2, 3, 2, 1. Estosn�umeros suman un total de 22, de tal modo que se bus
a un sub
onjunto que sume11. i j 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11x1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0x2 0 0 1 1 0 0 1 0 0 0 0x3 0 0 1 1 0 0 1 0 0 1 0x4 1 0 1 1 1 0 1 1 0 1 1... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...32



El primer rengl�on de la tabla 
ontiene un solo 1, ya que el �uni
o sub
onjuntono va
��o de fx1g es el mismo 
onjunto, donde x1 = 3. El siguiente rengl�on 
ontienetres 1s 
orrespondientes a los sub
onjuntos fx1g, fx2g y fx1; x2g. Estos suman 3,4, y 7 respe
tivamente. Para 
uando se al
anza el 
uarto rengl�on, se des
ubre quex1 + x2 + x3 + x4 = 11, que es el valor que se bus
a originalmente.De la misma manera en que se des
ribe esta tabla, el siguiente algoritmo va ge-ner�andola, rengl�on por rengl�on. Sin embargo, se presenta una veris�on del algoritmoen el 
ual las posi
iones en la tabla no se llenan 
on 0 �o 1, sino 
on 0 �o X , dondeX es un sub
onjunto de fx1; x2; : : : ; xng que puede ser diferente de una posi
i�on enla tabla a la siguiente. De he
ho, X en la posi
i�on ij-�esima es un sub
onjunto (siexiste) fx1; x2; : : : ; xig 
uya suma es j.REPARTICION1. Ini
ializa todas las posi
iones en la tabla a 02. for j  1 to sum/2a) if j = x1 then tabla(1; j) fx1g3. for i 2 to na) for j  1 to sum/21) if tabla(i� 1; j) 6= 0 then tabla(i; j) tabla(i� 1; j)2) if xi � j and tabla(i� 1; j � xi) 6= 0then tabla(i; j) tabla(i� 1; j � xi)Sfx1g4. if tabla(n; sum=2) 6= 0then output tabla(n; sum=2)else output \No hay solu
i�on"No pare
e ser dif��
il 
omprobar que este algoritmo es exa
to: Siempre en
uentrauna solu
i�on (o reporta que \No hay solu
i�on") para 
ualquier parti
i�on que se lesoli
ite. Pero, >
u�anto tarda en ha
er esto?Contando 
ada if ... then, asigna
i�on, y salida output 
omo 1 unidad detiempo, se llega al siguiente 
�al
ulo:L��nea Unidades de tiempo1 n� (sum=2 + 1)2 sum=2 + 13 n4 2(n� 1)� (sum=2 + 1)5 1Total 3n(sum=2) + 4n� sum=2 + 133



Para 
al
ular la 
omplejidad de este algoritmo, se eliminan 
onstantes y t�ermi-nos aditivos dominados por el primer t�ermino. Por tanto, se di
e que el algoritmoREPARTICION tiene una 
omplejidad de O(n sum). A primera vista, pare
e 
omosi este algoritmo fuera polinomial respe
to al tama~no de su entrada, por lo queresulta �util preguntarse en este punto, >de qu�e tama~no es la entrada del algoritmo?Originalmente, se dan n enteros x1; x2; : : : ; xn. Si se es des
uidado, es posiblede
ir que 
ada entero xi tiene tama~no xi, por lo que se puede 
on
luir que la longitudtotal del 
onjunto es sum. Ya que n < sum, enton
es el algoritmo se eje
uta en eltiempo a
otado por O(sum2), lo 
ual es 
iertamente polinomial debido a la medidade la longitud.De he
ho, un requerimiento del problema es que las representa
iones sean \
on-
isas", lo que dese
ha la posibilidad de medir la longitud de esta forma: en general,se requiere que un entero se represente por un esquema 
uya longitud sea al me-nos una fun
i�on polinomial 
uya representa
i�on tenga una m��nima longitud. Estoresulta ser falso para la medida he
ha anteriormente. De he
ho, el tama~no s de losenteros x1; x2; : : : ; xn 
uando se les es
ribe en forma binaria ser��a de:s = log2x1 + log2x2 + � � �+ log2xnAhora bien, si n sum fuera a
otado por una fun
i�on polinomial de s, se podr��aes
ribir: n sum < skpara alg�un n�umero �jo k y para todos los valores de s mayores que otro valor �jom. Si xj resulta ser el miembro m�as grande del 
onjunto fx1; x2; : : : ; xng, enton
es:sk � (n log2 xj)ky xj � n sumSe sigue a partir de la primera desigualdad que:xj < nk(log2 xj)kpara toda n � m.Ya que xj y n son valores independientes, es posible es
oger el valor de xj tangrande 
omo se desee en rela
i�on 
on n, hasta el punto en que se for
e que n seamayor que m. De 
ualquier modo, hasta ahora es todav��a f�a
il sele

ionar xj losu�
ientemente grande para que viole la �ultima desigualdad. Por lo tanto, n sumno est�a a
otada por ninguna fun
i�on polinomial de s, y 
iertamente el algoritmo noes polinomial en el tiempo. 34



En 
ontraste 
on esta 
on
lusi�on, es posible preguntarse si la 
antidad sum de-ber��a d�arsele alguna 
lase de 
ota prede�nida, a
ordando restringirse a s�olo aquellosvalores que satisfa
en tal 
ota. Por ejemplo, si se requiere que:sum < s2enton
es se halla un gran n�umero de problemas de inter�es \pr�a
ti
o". M�as pre
isa-mente, hay algoritmos pseudovelo
es para problemas de plani�
a
i�on de a

ionesen los 
uales los valores a tratar no resultan muy grandes (no tiene 
aso plani�
ara

iones 
uya eje
u
i�on requiera un tiempo 
asi in�nito).En 
ualquier 
aso, y 
on valores que satisfa
en la desigualdad, se tiene unalgoritmo que se eje
uta en tiempos no peores que O(s3), ya que:n sum < ns2 < s3Previamente se ha utilizado el t�ermino pseudoveloz en lugar del t�ermino est�andartiempo pseudopolinomial. Se di
e que un algoritmo se eje
uta en tiempo pseudopo-linomial si su 
omplejidad en 
ada intan
ia I est�a superiormente a
otada por unpolinomio tanto en longitud de I , 
omo en max I , que se re�ere tan solo al tama~nodel n�umero m�as grande en I .El algoritmo REPARTICION es de tiempo pseudopolinomial para resolver elproblema de la parti
i�on, ya que:n sum < n(nx)< n2 x< s2 xdonde x = maxfx1; x2; : : : ; xng y s es la fun
i�on de longitud.Finalmente, se ha
e men
i�on a otro problema m�as general que el problema dela reparti
i�on. El algoritmo para en
ontrar una reparti
i�on tambi�en se utiliza pararesolver el problema de la \suma del sub
onjunto" en un tiempo pseudopolinomial:dados los enteros x1; x2; : : : ; xm y otros entero B, se debe en
ontrar un sub
onjuntode m enteros que sume el valor de B. Este problema tiene relevan
ia en los sistemasde en
rip
i�on de llaves p�ubli
as.
35
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Cap��tulo 6Mont��
ulos y Mez
lasLos Ordenamientos M�as R�apidosSer��a injusto para el le
tor men
ionar en un prin
ipio que ning�un algoritmopuede ordenar n n�umeros en menos que n log n pasos, sin mostrar al menos unoo dos algoritmos que pueden ha
erlo lo su�
ientemente r�apido. Los ejemplos m�asdram�ati
os de tales algoritmos son las t�e
ni
as 
ono
idas 
omo \ordenamiento pormont��
ulos" (heapsort) y \ordenamiento por mez
la" (mergesort). Estos algoritmosdemuestran la e�
ien
ia que algunas ve
es resulta de una aproxima
i�on del tipodivide-y-
onquista a un problema dado.El ordenamiento por mont��
ulo depende del 
on
epto de \mont��
ulo" (heap) queno es mas que una estru
tura espe
ial de datos. Un ejemplo natural de un mont��
ulopodr��a ser el organigrama de una 
orpora
i�on, en el 
ual 
ada empleado tiene unaposi
i�on numerable dentro de la organiza
i�on. Lejos de pare
er un mont��
ulo en elsentido ordinario de la palabra, tal estru
tura pare
e m�as bien un �arbol (�gura 6.1)En una organiza
i�on estable, la posi
i�on de un empleado se re
eja por su n�umerodentro del organigrama: es mayor que aquellos a los que se supervisa, y menor quequien lo supervisa. Tal �arbol es en realidad un mont��
ulo.El algoritmo de ordenamiento por mont��
ulo depende de la habilidad de 
on-vertir un �arbol de n�umeros en un mont��
ulo. M�as a�un, mientras m�as r�apido se logreesto, m�as r�apido ser�a el algoritmo. Sup�ongase, enton
es, que se presenta la jerarqu��ade una organiza
i�on en la que un n�umero de empleados mere
en una promo
i�on.Una forma de resolver esto es sele

ionar al azar un empleado que tenga un n�umeromayor que su jefe inmediato, y promoverlo, lo que signi�
a que tal empleado seinter
ambia 
on su jefe dentro de la jerarqu��a. Eventualmente, surge un mont��
ulo,pero >qu�e tan eventualmente? Para algunos ejemplos que involu
ran un n�umero da-do de empleados, se ha observado que es posible realizar mu
has m�as promo
iones37
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5 1 7 6 3 2Figura 6.1: Un organigramaque empleados.El pro
edimiento m�as e�
iente para 
onvertir un �arbol arbitrario en un mont��
u-lo se des
ribe simplemente en t�erminos algor��tmi
os 
omo sigue (�gura 6.2):for ea
h nodoX1. W  max(Y; Z)2. if X < W then inter
ambia X 
on el mayor de entre Y y Z
X

Y ZFigura 6.2: Convirtiendo un �arbol en mont��
uloEl algoritmo no est�a del todo 
ompleto: no se indi
a en qu�e orden debe pro
e-sarse los n nodos del �arbol. Sin embargo, el orden es 
ru
ial. Si el algoritmo trabajade abajo ha
ia arriba, �uni
amente se realizan 2n promo
iones en el peor de los
asos. N�otese que en la parte baja del �arbol se en
uentra un n�umero de peque~nossub-�arboles de tres nodos 
ada uno. Se apli
a el pro
edimiento de promo
i�on a 
adauno de �estos. En el siguiente nivel ha
ia arriba, los sub-�arboles tienen siete nodos
ada uno. Se apli
a enton
es el pro
edimiento de promo
i�on a los tres nodos m�asaltos de estos sub-�arboles. En general, la promo
i�on se va apli
ando de la forma
omo se muestra en la �gura 6.3 38
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Figura 6.3: >Ser�an Ty y Tz mont��
ulos despu�es de un inter
ambio de X?Si X es ya mayor que Y y Z, no hay promo
i�on. Ya que los sub-�arboles Ty y Tzson mont��
ulos, tambi�en lo es el sub-�arbol X . Si se inter
ambia X 
on Y , enton
esTz 
ontin�ua siendo un mont��
ulo. Pero el nuevo sub-�arbol Tx (que se obtiene dereemplazar Y por X) puede no ser un mont��
ulo: X podr��a ser menor que algunode sus des
endientes. En tal 
aso, el algoritmo b�asi
o se invo
a de nuevo para X , yse 
ontinua hasta que X en
uentra una posi
i�on �nal.Pare
er��a que el algoritmo des
rito visita varios nodos del �arbol m�as de una vez.>C�omo se sabe que no se requieren del orden de n2 
ambios para 
rear �nalmenteun mont��
ulo? Hay una 
omproba
i�on simple de que a lo m�as n promo
iones sonsu�
ientes. Un diagrama ha
e que la idea 
entral de la 
omproba
i�on quede 
lara:sup�ongase que 
ada vez que o
urre una promo
i�on, el n�umero reemplazado se llevapor una su
esi�on de promo
iones hasta la parte baja del �arbol. Para 
ontar eln�umero total de promo
iones visualmente, no hay problema al 
onsiderar que 
ada
adena de promo
iones sigue un 
amino diferente a trav�es del �arbol (�gura 6.4).El he
ho de que tal arreglo sea siempre posible signi�
a que el n�umero total depromo
iones no es mayor que el n�umero de aristas del �arbol. Tal n�umero es, porsupuesto, n� 1.

Figura 6.4: Cadenas de promo
iones en un mont��
ulo39



Teniendo un pro
edimiento para 
onvertir un �arbol en un mont��
ulo, es notorioque el ordenamiento por mont��
ulo es dire
to. Primero, se arreglan los n n�umerosarbitrariamente en forma de un �arbol binario 
ompleto (o al menos 
asi 
ompleto).En seguida, se 
onvierte el �arbol en un mont��
ulo mediante el algoritmo des
ritopreviamente. El ordenamiento se realiza al remover el n�umero en el nodo ra��z,reemplaz�andolo por un n�umero que a su vez ha sido removido de la parte m�asbaja del mont��
ulo. Cada vez que esta opera
i�on se realiza, el n�umero ra��z sale yel n�umero que lo reemplaza se pro
esa por el esquema de promo
i�on hasta queen
uentra su posi
i�on apropiada dentro del �arbol.Los n�umeros que van resultando por esta versi�on del ordenamiento por mont��
u-lo se en
uentran en orden de
re
iente. El orden opuesto resulta si se utiliza la de�-ni
i�on opuesta de mont��
ulo: 
ada n�umero es menor que sus des
endientes.Toma O(n) pasos el 
onvertir un �arbol ini
ial a un mont��
ulo. A partir de eso,por 
ada n�umero que se sa
a por el nodo ra��z, son su�
iente O(log n) promo
ionespara restaurar el mont��
ulo. El n�umero de pasos requeridos, por tanto, es O(n log n).La no
i�on de divide-y-
onquista se 
onsidera en la t�e
ni
a de mont��
ulo en elpropio algoritmo de promo
i�on: el n�umero en el nodo ra��z de 
ada sub-�arbol seinter
ambia 
on al menos uno de sus des
endientes. En otras palabras,el impa
-to de 
ada promo
i�on se 
on�na en 
ada paso a tan solo la mitad de los nodosdes
endientes de un nodo en parti
ular.La t�e
ni
a de ordenamiento por mez
la (mergesort) tambi�en depende fuerte-mente de una estrategia divide-y-
onquista. Si se desea ordenar una se
uen
ia A den n�umeros en orden de
re
iente, sup�ongase que los n�umeros ya han sido ordenadosen dos sub-se
uen
ias del mismo tama~no B y C. Si estas dos sub-se
uen
ias seen
uentran ya ordenadas de la manera requerida, >qu�e tan r�apido se puede ordenarla se
uen
ia original A? La respuesta es tan r�apido 
omo tome mez
lar las dos se-
uen
ias en una sola. N�otese que el algoritmo de mez
la debe tomar en 
uenta lostama~nos relativos de las se
uen
ias:1. j  1; k  12. for i = 1 to na) if B(j) > C(k)then A(i) B(j)j  j + 1else A(i) C(k)k  k + 1El algoritmo llena las n posi
iones de el arreglo A mediante examinar los ta-ma~nos relativos de los siguientes n�umeros a ser 
ole
tados de los arreglos B y C. Si40



el n�umero en B es mayor, se le sele

iona. De otra manera, se sele

iona el n�umeroen C. Obviamente, el algoritmo requiere O(n) pasos: para ser exa
tos, 6n+ 2.Mez
lar dos se
uen
ias previamente ordenadas es, sin embargo, todav��a unalabor lejana a ordenar una se
uen
ia 
ompletamente desordenada. >Cu�al es el objetode mez
lar? Se puede 
ontestar esta pregunta mediante impl��
itamente invo
ar el
on
epto de divide-y-
onquista, al realizar otra pregunta: >
�omo es que las sub-se
uen
ias ordenadas llegaron a estar ordenadas? La respuesta surge de inmediato:
omo el resultado de mez
lar dos sub-sub-se
uen
ias, de la mitad de la longitud dela sub-se
uen
ia.Este razonamiento se puede 
ontinuar hasta el �nal, resultando solo dlog neetapas. En la primera etapa, dos se
uen
ias de longitud n=2 se mez
lan en pares.Ciertamente, en 
ada etapa n n�umeros parti
ipan (
ada uno, una vez) en la ope-ra
i�on de mez
la. Es 
laro que el n�umero total de pasos b�asi
os tomados por elalgoritmo impl��
itamente es O(n log n).El algoritmo se llama ordenamiento por mez
la por obvias razones. Se prestaespe
ialmente para una formula
i�on re
ursiva:MEZCLAordena(i; j): if i = j1. then regresa2. else k  (i+ j)=2ordena(i; k)ordena(k + 1; j)mez
la(A(i; k); A(k + 1; j))ordena(1; n)Este algoritmo supone la existen
ia de una rutina de mez
la 
omo la des
ritaanteriormente. Tal rutina se en
arga de mez
lar los elementos de A entre la i-�esimay la k-�esima posi
iones 
on aqu�ellas entre la (k+1)-�esima y la j-�esima posi
iones. Lare
ursi�on entra 
uando el pro
edimiento ordena se de�ne en t�erminos de s�� mismo:\Para ordenar los n�umeros en las posi
iones i-�esima y j-�esima, en
u�entrese unaaproxima
i�on razonable k del ��ndi
e a la mitad entre i y j. Enton
es ordene losn�umeros de las posi
iones i-�esima a la k-�esima, y de la (k + 1)-�esima a la j-�esima,y mez
le las dos se
uen
ias (o arreglos) que se han formado."La instru

i�on �nal es una llamada simple, ordena(1; n), que invo
a al pro
e-dimiento dando 
omo datos i = 1 y j = n. Esto dispara una 
as
ada de llamadasdentro de este pro
edimiento 
ada vez que se auto-invo
a, dos ve
es por llamada.En t�erminos esquem�ati
os, por ejemplo, la se
uen
ia 2, 8, 5, 3, 9, 1, 6 se ordena
omo se muestra en la �gura 6.5. 41



2, 8, 5 3, 9, 1, 6

2 8,5 3,9 1,6

5 3 9 612 8

2 8,5 9,3 1,6

8, 5, 2 9, 6, 3, 1

2, 8, 5, 3, 9, 1, 6

9, 8, 6 , 5, 3, 2, 1

Divide

Conquista

Figura 6.5: Ordenamiento por mez
laEn la fase de \divide" del ordenamiento por mez
la, el arreglo de entrada Ase parte y sub-parte hasta dejar elementos individuales del arreglo. En la fase de\
onquista", el pro
edimiento 
omienza una larga se
uen
ia de retornos a las lla-madas anteriormente realizadas a s�� mismo. En otras palabras, los ordenamientosm�as internos se han 
ompletado, y los elementos 
omienzan un pro
eso de mez
la,al prin
ipio de dos en dos, luego de 
uatro en 
uatro, y as�� hasta terminar 
on todoslos elementos del arreglo.Ni la estru
tura de mont��
ulo ni la opera
i�on de mez
la pare
en a primera vistaser elementos 
lave para un algoritmo de ordenamiento, y sin embargo, lo son. Enambos 
asos, la aproxima
i�on divide-y-
onquista lleva a un fa
tor logar��tmi
o parael tiempo de ordenamiento. Esto simplemente no puede ser mejorado utilizando
omputadoras se
uen
iales.
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Cap��tulo 7Dete
tando PrimosUn Algoritmo que Casi SiempreFun
ionaNadie hasta ahora ha desarrollado un algoritmo para de
idir en tiempo polino-mial si un n�umero es primo. >Existe un polinomio p y un algoritmo A tales que, para
ualquier entero positivo n, A pueda des
ubrir si n es primo en tan solo p(dlog ne)pasos? Aqu��, se utiliza dlog ne 
omo una medida de la longitud de la entrada, yaque se supone que n se representa en nota
i�on binaria.Como mu
hos problemas abiertos, tan pronto 
omo el tama~no de la entradase ha
e moderadamente grande, los algoritmos 
ono
idos en la a
tualidad pararesolverlos simplemente requieren de mu
ho tiempo. Por ejemplo, nadie tiene lapa
ien
ia de esperar mientras un algoritmo trata de de
idir si un n�umero en elve
indario de 2400 es primo. Pare
er��a que para algunos problemas, al menos, estees el pre
io que hay que pagar por una 
erteza absoluta en la respuesta, siempre y
uando �esta llegue.Imag��nese, enton
es, un algoritmo que, en el lapso de unos 
uantos minutos,de
ide que 2400 � 593 es primo 
on la probabilidad de:0.9999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999999Un algoritmo 
omo este, espe
ialmente si es f�a
il de entender y de programar,tendr��a un atra
tivo tanto pr�a
ti
o 
omo est�eti
o.43



De he
ho, tal algoritmo s�� existe. Fue des
ubierto por Mi
hael O. Rabin, ydepende de la no
i�on de que los enteros sean \testigos" de la \
omposabilidad" deun n�umero n. Si un solo testigo puede hallarse, n queda 
omo un n�umero 
ompuesto;pero si durante un tiempo razonable se bus
a por un testigo y no se en
uentraninguno, enton
es se di
e que n tiene el estatus de \primalidad", y efe
tivamentelo mantiene mientras no se en
uentre un testigo.Rabin de�ne un testigo de la 
omposabilidad de n a 
ualquier entero w quesatisfa
e las siguientes 
ondi
iones:wn�1 = 1modnPara alg�un entero k, 1 < m
d(w(n�1)=2k )� 1; n) < nResulta f�a
il notar que la existen
ia de un testigo signi�
a que n es 
ompuestoporque, en la segunda 
ondi
i�on, el m�aximo 
om�un divisor (m
d) de n (y de 
ual-quier otro n�umero) es 
iertamente un fa
tor de n. Es tambi�en f�a
il de desarrollarun algoritmo que 
heque en tiempo polinomial si un entero dado es un testigo dela 
omposabilidad de n.Ya que puede determinarse r�apidamente si un n�umero es un testigo, solo quedapreguntar qu�e tan 
omunes son los testigos. Ciertamente, si los testigos son po
o
omunes, se podr��a dif��
ilmente usar nuestra inhabilidad para en
ontrar un testigo
omo una base para 
onsiderar que n es primo. Es aqu�� donde un teorema de Rabinse ha
e muy �util:Teorema: Si n es un n�umero 
ompuesto, enton
es m�as de la mitad delos n�umeros en el 
onjunto f2; 3; : : : ; n�1g son testigos de la 
omposa-bilidad de n.Resulta f�a
il ahora esquematizar un algoritmo para probar si un n�umero n esprimo:PRIMO1. Input n2. Sele

iona m enteros w1; w2; : : : ; wm al azar del 
onjunto f2; 3; : : : ; n� 1g3. for i 1 to mprobar si wi es un testigo4. if m es testigothen output \SI"else output \NO" 44



Ya que m�as de la mitad de los enteros en el 
onjunto f2; 3; : : : ; n�1g son testigosde la 
omposabilidad de n, en el 
aso de que n no sea primo la probabilidad deque ning�un testigo sea sele

ionado al azar es de (1=2)m. En otras palabras, elalgoritmo tiene tan solo una peque~na posibilidad de fallar en la dete

i�on de la
omposabilidad de n, espe
���
amente si se es
oge un valor grande para m. Por lotanto, si el algoritmo arroja un \SI", la probabilidad a priori de que n sea primoes 
laramente de al menos 1� (1=2)m.En el ejemplo utilizado al ini
io de esta nota, se utiliza un valor de m = 400.Cuando el n�umero de testigos sele

ionados para una prueba tiene 
er
a del mismoorden de magnitud del tama~no del problema, por ejemplo dlog ne, el algoritmo puedearrojar un \SI" o un \NO" en un tiempo razonablemente 
orto. Un experimentointeresante llevado a 
abo por Rabin involu
r�o una prueba de todos los n�umerosde la forma 2p � 1, para p = 1; 2; : : : ; 500, 
on solo 10 testigos en 
ada 
aso. Laprobabilidad de error fue de apenas menos que 1=1000, y en el lapso de algunosminutos, el algoritmo fue eje
utado; los \SI" arrojados 
omo resultado 
oin
idieronexa
tamente 
on la tabla de primos de Mersenne, que son primos de la forma 2p�1.Por supuesto, siempre hay un sentimiento de intranquilidad y duda tras habereje
utado el algoritmo de Rabin para un n�umero n, y des
ubrir que tal n�umeroes primo: >realmente lo es? Se estar��a tentado a in
rementar k al punto en que eltiempo que se requiere para 
on�rmar que n es primo llega a varias horas en lugar deminutos. Se propone enton
es una regla para terminar la eje
u
i�on: valores bastantemoderados de k son su�
ientes para garantizar que el hardware de la 
omputadoratiene mayor probabilidad de fallar antes de que falle el propio algoritmo.Tan interesante y atra
tivo 
omo pudiera pare
er la aproxima
i�on de Rabinpara problemas abiertos, es ne
esario ha
er una adverten
ia: uno puede f�a
ilmenteinventar testigos para la mayor��a de las 
lases de problemas. Sin embargo, puedenser po
o 
omunes, y a�un si son relativamente 
omunes, resulta muy dif��
il probarque lo sean.
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Cap��tulo 8Computa
i�on en ParaleloPro
esadores 
on ConexionesImag��nese n 
omputadoras simples (llamadas 
om�unmente nodos o pro
esado-res), organizados 
omo alg�un tipo de arreglo de tal manera que 
ada pro
esador sea
apaz de inter
ambiar informa
i�on s�olo 
on sus nodos ve
inos. El 
aso m�as simpleresulta ser el 
one
tarlos en l��nea, donde 
ada pro
esador s�olo tiene dos ve
inos:uno a la dere
ha y otro a la izquierda; los pro
esadores a los extremos, puedenservir 
omo elementos de entrada y salida. Tal tipo de \
omputadora" 
onstituyeel ejemplo m�as simple de lo que se 
ono
e 
omo una m�aquina sist�oli
a (�gura 8.1).En general, puede resolver varios problemas de forma m�as r�apida que una m�aquina
on un solo pro
esador. Uno de estos problemas es el famoso \problema de los n
uerpos" (n-body simulation): 
al
ular el re
orrido de 
ada uno de n 
uerpos quese mueven a trav�es del espa
io bajo la in
uen
ia de sus atra

iones gravita
ionalesmutuas y 
ombinadas.
P1 P2 Pi Pn−1 PnFigura 8.1: Un arreglo sist�oli
oUna 
omputadora se
uen
ial (
on un solo pro
esador) puede llevar a 
abo el
�al
ulo de todas las (n2 � n)=2 atra

iones en O(n2) pasos b�asi
os. Una m�aquinasist�oli
a, sin embargo, puede lograr el mismo resultado en O(n) pasos b�asi
os, loque signi�
a una mejora en velo
idad en un fa
tor de n. Fun
iona 
omo se des
ribea 
ontinua
i�on. 47



El 
i
lo b�asi
o del 
�omputo del problema de los n 
uerpos involu
ra 
al
ularpara 
ada uno de los 
uerpos la suma de las atra

iones de los otros n� 1 
uerpos.Es razonable suponer, para una m�aquina sist�oli
a, que 
ada pro
esador 
uenta 
onun programa para 
al
ular la f�ormula de Newton:Fij = kmimj=dij2donde mi y mj son las masas del i-�esimo y j-�esimo 
uerpos, respe
tivamente, kes la 
onstante gravita
ional, y dij es la distan
ia entre ellos. A 
ada etapa del
�omputo, 
ada pro
esador 
al
ula la distan
ia entre dos 
uerpos mediante la f�ormulaeu
lideana est�andar dadas las 
oordenadas de los dos 
uerpos, y 
al
ula la fuerzaentre ellos mediante la f�ormula anterior.El 
�omputo 
omienza 
uando las 
oordenadas y la masa del n-�esimo 
uerpoBn se introdu
en al pro
esador P1. En seguida, tales datos se pasan al segundopro
esador P2, en tanto que se introdu
en las 
oordenadas y masa del (n�1)-�esimo
uerpo Bn�1 al pro
esador P1. Esto 
ontin�ua hasta que 
ada pro
esador tiene las
oordenadas y la masa de un 
uerpo �uni
o del problema gravita
ional. En general,se puede de
ir que Pi mantiene las 
oordenadas y masa del 
uerpo Bi. Obviamente,este pro
eso absorbe n 
i
los de transmisiones.La segunda fase del 
�al
ulo en una m�aquina sist�oli
a involu
ra exa
tamente lamisma se
uen
ia de entrada, solo que ahora 
ada pro
esador ya tiene \
argada" lainforma
i�on de su 
uerpo asignado. Conforme la informa
i�on de 
ada nuevo 
uerpoBj llega por la izquierda, el pro
esador Pi eje
uta el siguiente algoritmo:1. Cal
ular dij .2. Cal
ular la fuerza Fij .3. Sumar Fij a la fuerza previamente 
al
ulada.Esto simpli�
a en mu
ho el modelo, 
onsiderando tan solo una suma de 
om-ponentes de fuerza por 
ada 
uerpo. Sin embargo, es 
laro y notorio tambi�en quesolo una 
antidad 
onstante de tiempo se absorbe antes de que 
ada pro
esadorest�e listo para la siguiente ronda de datos.Despu�es de 2n pasos, 
ada pro
esador ha 
onsiderado n � 1 fuerzas, y unanueva parte del programa ha
e re
orrer los valores obtenidos para su salida en elotro extremo del arreglo de pro
esadores. Este re
orrido absorbe otros n pasos.Si se 
uentan 
omo que 
ada 
orrimiento de informa
i�on absorbe 1 unidad detiempo, y se 
uenta que la eje
u
i�on del algoritmo des
rito toma tambi�en 1 unidadde tiempo, enton
es todo el pro
eso de 
�omputo toma en total solo 4n pasos, querepresenta una gran mejora respe
to a una 
omputadora se
uen
ial.Las m�aquinas sist�oli
as pueden ser mu
ho m�as so�sti
adas que el arreglo depro
esadores utilizado para el problema de los n 
uerpos. Por ejemplo, una geo-metr��a de pro
esadores 
om�unmente utilizada y dis
utida forma una malla 
uadrada48



o re
tangular. De forma similar, en el 
ontexto del pro
esamiento paralelo, lasm�aquinas sist�oli
as son apenas una 
lase dentro de un vasto rango de tipos de
omputadoras paralelas que se han 
onstruido o que se en
uentran en desarrollo. Unejemplo representativo de esquemas m�as generales y poderosos es la 
omputadorahiper
�ubi
a.Un hiper
ubo d-dimensional forma la base para las 
onexiones entre n pro
e-sadores. Cada pro
esador o
upa un v�erti
e del 
ubo o hiper
ubo. El n�umero totalde n pro
esadores es por lo tanto 2d. Por supuesto, este arreglo se re�ere �uni
a-mente a la topolog��a de 
onexiones entre los pro
esadores, y no a la geometr��areal. Para enfatizar este punto (que por 
ierto, se apli
a de la misma forma a lasm�aquinas sist�oli
as) es posible arreglar todos los n pro
esadores en un 
uadradobidimensional, 
omo se muestra en la �gura 8.2.

Figura 8.2: Dos formas para un hiper
uboA 
ontinua
i�on, se dis
ute la solu
i�on de un problema pr�a
ti
o que se ha men-
ionado anteriomente, pero utilizando una 
omputadora 
one
tada en hiper
ubo:la multipli
a
i�on entre matri
es. Dadas dos matri
es X y Y de n � n, >qu�e tanr�apido se pueden formar los n2 elementos de la matriz produ
to Z? En el 
ap��tulo4 se llega a la 
on
lusi�on de que tal produ
to puede realizarse entre O(n2) y O(n3).Para la solu
i�on paralela, el tiempo se redu
e a O(log n) pasos.Hasta 
ierto punto, es 
onveniente a~nadir pro
esadores para 
iertos problemas.Para llevar a 
abo la multipli
a
i�on entre matri
es, se requiere de n3 pro
esadores.De nuevo, no hay ning�un problema en 
onsiderar que n3 es una poten
ia de 2.En 
ualquier 
aso, antes de revisar el algoritmo de multipli
a
i�on de matri
es enparalelo, vale la pena observar que se puede requerir hasta d 
onexiones separadase independientes, de tal modo que los pro
esadores puedan 
omuni
arse entre s�� yen forma simult�anea. 49



Para el 
aso de n3 pro
esadores 
onviviendo en un 
ubo de dimensi�on d, se debe
umplir que: d = log n3 = 3 log nEn otras palabras, la mera 
omuni
a
i�on entre pro
esadores requiere de O(log n)pasos en el tiempo.Ahora bien, se sabe que el ij-�esimo elemento de la matriz produ
to Z tiene laforma: zij = nXk=1 xiykjPor 
oin
iden
ia, el 
�omputo paralelo de este ejemplo pro
ede en tres fases, aligual que el ejemplo de la m�aquina sist�oli
a. La primer fase distribuye los elemen-tos de los arreglos X y Y entre los n3 pro
esadores. La segunda fase realiza losprodu
tos. Finalmente, la ter
era fase lleva a 
abo las sumatorias.Es 
onveniente identi�
ar a 
ada pro
esador mediante un��ndi
e de tres n�umeros(k; i; j). Cada��ndi
e puede tener n valores binarios 
onse
utivos. De este modo, 
adapro
esador P (k; i; j) se 
one
ta �uni
amente a los pro
esadores que di�eran exa
-tamente en un bit de sus valores de ��ndi
e. Por ejemplo, el pro
esador P (101; i; j)debe estar 
one
tado 
on el pro
esador P (001; i; j).Ini
ialmente, los elementos xij y yij se depositan en el pro
esador P (0; i; j). Laprimera fase, enton
es, se en
arga de distribuir estos datos por los pro
esadores delhiper
ubo, de modo que en general el pro
esador P (k; i; j) 
ontiene a xik y a ykj .El pro
edimiento des
rito aqu�� solo 
onsidera el 
aso de xik , pero el 
aso de ykj essimilar.Primero, el 
ontenido xik de P (0; i; k) se transmite a P (k; i; k) por una ruta atrav�es de otros pro
esadores menor a log n. El mensaje mismo 
onsiste en el valorxik y el ��ndi
e del pro
esador objetivo (k; i; k). A 
ada paso del viaje del mensaje, elsiguiente pro
esador al que visita es aqu�el que tiene un ��ndi
e 
on 1 bit m�as 
er
anoa k. Por ejemplo, si k = 5 = 101, enton
es la se
uen
ia que se sigue podr��a ser:P (000; i; k)! P (100; i; k)! P (101; i; k)En seguida, 
uando el pro
esador P (0; i; k) ha enviado su mensaje a un pro-
esador P (k; i; k) (en paralelo), �este re-env��a el mismo mensaje a todos los dem�aspro
esadores P (k; i; 1); P (k; i; 2); : : : ; P (k; i; n). Esto se logra mediante un tipo deemisi�on (broad
asting). El mensaje se env��a simult�aneamente a trav�es de las 
one-xiones de 
omuni
a
i�on en los 
uales uno de los bits relevantes di�ere del bit a
tual.Por ejemplo, si k = 101, 
omo se dijo anteriormente, el mensaje podr��a ser enviadodependiendo del patr�on paralelo que se muestra en la �gura 8.3. Aqu��, de nuevo, eltiempo requerido para la transmisi�on es menor que O(log n) pasos.50



P(101,i,k)

P(001,i,k) P(111,i,k) P(100,i,k)

P(000,i,k) P(110,i,k) P(010,i,k)P(011,i,k)Figura 8.3: Distribuyendo elementos de las matri
esCon los elementos de las matri
es xik y ykj en 
ada pro
esador P (k; i; j), lasegunda fase del 
�omputo paralelo toma lugar: el produ
to xik � ykj se realiza y sealma
ena en el mismo pro
esador.La ter
era fase, 
omo la primera, es algo 
ompli
ada. Esen
ialmente, los pro-du
tos son llevados de todos los pro
esadores P (1; i; j); P (2; i; j); : : : ; P (n; i; j) alpro
esador P (0; i; j) por un \sumidero" de sumas a
umuladas. De nuevo, un men-saje se transmite de un pro
esador a otro, pero siempre en la dire

i�on en que se
ambia 1 bit del primer ��ndi
e original al ��ndi
e 0. Cuando dos de tales sumas lle-gan al mismo pro
esador, se suman al produ
to lo
al y se retransmiten. Sup�ongase,por ejemplo, que n = 4 y que los produ
tos 8, 7, 5, 3, 9, 12, y 6 han sido apenas
al
ulados en P (1; i; j) a trav�es de P (7; i; j), respe
tivamente. La �gura 8.4 mues-tra un 
onjunto de las rutas posibles de la suma hasta al
anzar P (0; i; j). En estafase del 
�omputo, toda transmisi�on y suma se realiza en paralelo, 
on el n�umero depasos a
otado meramente por la distan
ia m�axima entre dos pro
esadores, es de
ir,log n. De esta forma, el produ
to de dos matri
es de n� n se 
ompleta en tan soloO(log n) pasos.La prospe
tiva del pro
esamiento paralelo ha generado nuevos desarrollos enel 
ampo del an�alisis de algoritmos. Los algoritmos paralelos existen ahora para
asi 
ualquier problema 
l�asi
o de programa
i�on. Un mar
o razonable en el 
ualestudiar algoritmos paralelos involu
ra determinar para 
ada problema si pertene
ea un 
onjunto llamado \
lase de Ni
k" (Ni
k's 
lass1). Para 
ali�
ar 
omo miembro,un problema debe poder resolverse en tiempo polylog (el polinomio de un logaritmo)por un n�umero polinomial de pro
esadores.1\Ni
k" se re�ere a Ni
holas Pippenger, un 
ient���
o de la 
omputa
i�on de los labora-torios de IBM en San Jos�e, California. 51
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Figura 8.4: Sumando los resultadosEspe
���
amente, esto impli
a las siguientes reglas: dado un 
ierto problema P ,debe haber dos polinimios p y q tales que para una instan
ia x de P 
on tama~no n,existe un algoritmo que, al eje
utarse en p(n) pro
esadores, resuelve x en tiempoq(log n). Se ha presentado aqu�� un ejemplo de tales problemas: la multipli
a
i�on dematri
es realizada en n3 pro
esadores, que requiere de O(log n) pasos para resol-verse. En este 
aso, p es un polinomio 
�ubi
o, y q es un polinomio lineal.
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