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Introduccion

El curso de métodos numeéricos de la UACM consta de dos partes esenciales: primera, expo-
ner los fundamentos matematicos de los métodos, y segunda, desarrollar cédigos que permitan
al alumno realizar los cédlculos que se le solicitan usando las ventajas de la computadora.

Con respecto al desarrollo de los programas, es frecuente que se ignore el hecho de que el
alumno tomo un curso de programacion en C, y se le obligue a adoptar el programa de computo
que cada profesor prefiere, llamese Matlab, Scilab, etc. Sin embargo, esto puede provocar que
el alumno tenga problemas para desarrollar los cédigos, pues su preparacién previa no es la
adecuada. Como consecuencia, el alumno termina considerando el curso de métodos numéricos
como dos cursos diferentes: uno de matematicas y uno de computacién. A consecuencia de ello,
si el alumno no aprueba alguna de las dos partes, reprobara el curso completamente.

Con lo anterior en mente, el autor preparo el presente manual de algoritmos, que incluye
codigos escritos en lenguaje C, a fin de que el alumno no se distraiga del contenido matematico
del curso, y pueda aplicar los presentes algoritmos y codigos a sus problemas sin que esto tltimo
signifique un trabajo doble. De este modo, el alumno deja de tener el problema de entender
el método sin poder aplicarlo al tener problemas con el programa de computo. Si entendio el
método, no le sera dificil adaptar los cédigos dados como ejemplos para resolver los ejercicios
que le sean asignados.

El capitulo 1 expone los algoritmos y codigos para la solucion de ecuaciones algebraicas no
lineales y trascendentes, con una incégnita. Se revisan los métodos de biseccion, iteracion de
punto fijo, de las tangentes y de las secantes, asi como el de la posicién falsa.

El capitulo 2 contiene los algoritmos y codigos para interpolacién de polinomios a conjuntos
de datos. Se exponen los métodos de Lagrange, Newton, asi como los splines libres y sujetos.

El capitulo 3 trata los algoritmos y coédigos para integracién y derivacién numérica. Se revi-
san los métodos de los rectangulos, trapecios y parabolas, asi como integrales dobles. También
la derivaciéon numeérica para funciones dadas en forma tabular.

El capitulo 4 se dedica a los algoritmos y cddigos para integrar ecuaciones diferenciales
ordinarias. Los métodos que abarca son los de Euler, Runge-Kutta, Fehlberg y Adams, asi como
sistemas de ecuaciones.

El capitulo 5 contiene los algoritmos y codigos para resolver numéricamente sistemas de
ecuaciones, lineales o no lineales. Los métodos cubiertos son el de eliminacién, iteracion de
punto fijo, asi como el de las tangentes y el de las secantes, extrapolados a varias variables.

Cada capitulo contiene ejercicios de final de seccion. En trabajos previos, el autor ha acos-
tumbrado poner la solucién de cada ejercicio propuesto. Por la naturaleza del tema de este
libro, eso no es posible o recomendable en algunos de los ejercicios aqui planteados. Especifica-
mente, en los capitulos de interpolacion y ecuaciones diferenciales, escribir las respuestas haria
que el volumen de este libro aumentara en forma considerable. En lugar de ello, se ha optado
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v Introduccién

por dejar sin respuesta cada ejercicio de esos capitulos. El alumno no deberia tener problema
en verificar por si mismo la certeza de sus resultados.

Este manual no pretende ser exhaustivo en modo alguno. Los métodos numéricos aqui abor-
dados son los mas usuales, sin ser todos los que comprende un curso de métodos numéricos.

Cada uno de los cédigos dados se probé para verificar su funcionamiento®. A pesar de ello,
no se descarta la posibilidad de errores durante la edicién del libro. Se agradecera a los lectores
que se sirvan senalarlos para su correccion en futuras ediciones. Por otro lado, habra que tener
siempre presente la posibilidad de que los cédigos dados no sean compatibles con la versién
del compilador o sistema operativo usado por cada quien.

Se agradece el apoyo de la Academia de Matematicas para que el presente libro pudiera
publicarse. En particular, vayan agradecimientos a Fausto Jarquin Zarate y a Miguel Angel
Mendoza Reyes por sus comentarios y sugerencias ttiles. Por otro lado, a Diana Aurora Cruz
Hernandez, de la Academia de Informaética, cuya ayuda para revisar los codigos en C fue
determinante. Asimismo, el autor agradece a Irma Irian Garcia Salazar, del Algonquin College
(en Ottawa, Canadd) por su revisién y las correcciones propuestas.

El presente libro se escribié durante el ano sabatico que el autor disfruté de agosto de 2011
a julio de 2012. Por ello agradece a la Universidad Auténoma de la Ciudad de México el apoyo
brindado para que este proyecto pudiera realizarse.

Nada humano me es ajeno

Ottawa, Ontario.
Julio de 2012.

!Para ello se usé una computadora DELL Optiplex GX620, con sistema operativo Windows XP, usando el
compilador Dev-C++ 4.9.9.2
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Capitulo 1

Ecuaciones no lineales

En este capitulo trataremos un problema basico del calculo numérico: el problema de apro-
ximar raices para ecuaciones cuya solucién en forma analitica es imposible de encontrar. La
idea bésica es aproximar una raiz, es decir, una solucién de una ecuacién de la forma f(z) = 0,
para una funcién dada f(z), continua sobre algtn intervalo [a, b]. Los métodos que se exponen
son los siguientes: biseccion, iteracion de punto fijo, Newton-Raphson, secantes y posicién falsa.
Cada uno de estos métodos resulta ser mas conveniente que los otros para diferentes casos,
dependiendo eso tanto de la ecuacién a resolver como de la facilidad para codificarlo.

1.1. EIl método de biseccion

La primera técnica que se presenta, se conoce con el nombre de método de biseccion. Sea
f(z) una funcién continua en el intervalo [a,b] con f(a)- f(b) < 0. Entonces existe al menos
un numero p en (a,b) tal que f(p) = 0. El método requiere dividir varias veces a la mitad los
subintervalos de [a, b] y, en cada paso, localizar la mitad que contenga a p.

Para ello, supongamos que a; = a y by = b, y sea p; el punto medio de [a, b]; es decir

by —a a;+b
p=at o= (1.1)

Si f(p1) = 0, entonces p = py, de no ser asi, entonces f(p;) tiene el mismo signo que f(a)
o f(b). Si f(a1) y f(p1) tienen el mismo signo, entonces p € (p1,b;) y tomamos ay = p; y
by = b1. Si f(p1) y f(a) tienen signos opuestos, entonces p € (a1, p;) y tomamos as = a; y
by = p1. Después volvemos a aplicar el proceso al intervalo [ag, by], v asi sucesivamente. Esto
se muestra graficamente en la figura 1.1.

En la practica, cuando se presenta una ecuacion que resolver, es necesario determinar los
mejores puntos a y b con los que deberan empezarse los calculos. Para ello, es muy recomendable
generar una grafica de la funcién!, lo que por inspeccién nos dard los puntos iniciales.

Enseguida se da el algoritmo general.

!Para ello se recomienda usar el programa Graph, que se puede descargar gratis de la direccién
http://www.padowan.dk
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Capitulo 1. Ecuaciones no lineales

Figura 1.1: Método de biseccién.

1.1.1. Algoritmo de biseccién

Aproxima una solucién de f(z) = 0 dada la funcién continua f(z) en el intervalo

[a,b], donde f(a) y f(b) tienen signos opuestos.
ENTRADAS
funcién f(z)
extremos a, b
tolerancia TOL
nimero maximo de iteraciones Nj.
SALIDAS
Solucién aproximada p o mensaje de error.
Paso1 Haceri=1
Hacer FA = f(a)
Paso 2 Mientras ¢ < Ny, hacer pasos 3 al 6
Paso 3 Hacerp=a+ (b—a)/2
Hacer FP = f(p)
Paso4 SiFP =00 (b—a)/2 <TOL entonces
SALIDA(La solucién es p)
TERMINAR



1.1. El método de biseccidn

Paso b Tomar¢=1i+1
Paso 6 Si FA-FP > O entonces
Hacer a = p
Hacer FA = FP
Si no
Hacer b = p
Paso 7 SALIDA (EI método no converge)
TERMINAR

1.1.2. Cédigo para el método de biseccion

Enseguida se da un ejemplo de codigo para el método de biseccion, usando
f(z) = 2* + 42* — 10.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, double *, double *, int *);
main() {
double A,FA,B,FB,C,P,FP,TOL;
int I,NO,0K;
INPUT(&0K, &A, &B, &FA, &FB, &TOL, &NO);
if (0K) {
I=1;
0K = true;
while ((I<=NO) && O0K) {
C=(B-4)/2.0;
P=A+C;
FP = F(P);
printf("%3d %15.8e  %15.7e \n",I,P,FP);
if ((abs(FP)<0) || (C<TOL)) {
printf ("\nSolucion aproximada P = %11.8f \n",P);

0K = false;
}
else {
I++;
if ((FA*FP) > 0.0) {
A = P; FA = FP;
}
else {
B = P; FB = FP;
}
}
}
if (0K) {

printf ("\nLa iteracion %3d4",NO);
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printf(" da la aproximacion %12.8f\n",P);
printf ("fuera de la tolerancia aceptada\n");

}
}
getchar();
getchar();
}
double F(double X)
{
double f;
f=(X+4.0) X *xX - 10.0;
return f;
}

void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *FA, double *FB, double *TOL, int *NO)
{
double X;
*0K = false;

while (!(*0K)) {

printf ("Dar el valor de A\n");

scanf ("%41f", A);

printf ("Dar el valor de B\n");

scanf ("%1f", B);

if (%A > *B) {

X = xA; *A = *xB; *B = X;

}

if (*A == *B) printf("A debe ser diferente de B\n");

else {
*FA = F(*A);
*FB = F(*B);
if (xFA*(xFB) > 0.0) printf("F(A) y F(B) tienen el mismo signo\n");
else *0K = true;

}

}

*0K = false;

while (! (x0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");

scanf ("%1f", TOL);

if (*¥TOL <= 0.0) printf("La tolerancia debe ser positiva\n");
else *0K = true;

}

*0K = false;

while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NO);

if (*NO <= 0) printf("Debe ser un numero natural\n");
else *0K = true;

}
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1.2. Iteracién de punto fijo

Un punto fijo de una funcién continua g es un ntiimero p para el cual g(p) = p. El método de
aproximacién de punto fijo consiste en partir de un punto py (aproximacién inicial) y generar
puntos sucesivos p, = g(p,_1) hasta que se obtenga p = g(p) con el grado de precisién deseado.
Por supuesto que la sucesion podria no converger, en cuyo caso se deberia probar otro método.

1.2.1. Algoritmo de iteracion de punto fijo

Genera una solucién a p = g(p) dada una aproximacion inicial pg.

ENTRADA funcién g(p) aproximacion inicial pg; tolerancia T'O L; niimero maximo
de iteraciones Nj.

SALIDA solucién aproximada p o mensaje de error.
Paso1 Haceri=1
Paso 2 Mientras ¢ < Ny hacer pasos 3 al 6
Paso 3  Tomar p = g(po)
Paso 4 Si |p—po| < TOL entonces
SALIDA (La solucién es p)
TERMINAR
Paso b Tomar¢=1i+1
Paso 6 Tomar pg = p (definir de nuevo py)
Paso 7 SALIDA (El método fracasé después de NNy iteraciones)
TERMINAR

Este procedimiento se muestra graficamente en la figura 1.2.

1.2.2. Cédigo de iteraciéon de punto fijo

El siguiente ejemplo usa

#include<stdio.h>

#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE **, int *);
double G(double );

main() {
double TOL,PO,P;
int I,NO,O0K;

INPUT (&0K, &PO, &TOL, &NO);
if (0K) {
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y=g(x)

Figura 1.2: Iteracién de punto fijo.

I =1; 0K = true;
while ((I<=NO) && OK) {
P = G(PO);
printf ("%3d %15.8e\n", I, P);
if (abs(P-P0) < TOL) {
printf ("\nSolucion aproximada P = %12.8f\n", P);

OK = false;
}
else {
I++;
PO = P;
}
}
if (0K) {
printf("\nlLa iteracion numero %3d", NO);
printf (" da la aproximacion %12.8f\n", P);
printf ("fuera de la tolerancia aceptada\n");
}
}
getchar();
getchar();
}
double G(double X)
{
double g;
g = sqrt(10.0 / (4.0 + X));
return g;
}

void INPUT(int *0K, double *PO, double *TOL, int *NO)
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{
*0K = false;
printf ("Dar la aproximacion inicial\n");
scanf ("%1f",P0);
while (! (%0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1£f", TOL);
if (*¥TOL <= 0.0) printf("La tolerancia debe ser positiva\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NO);
if (*NO <= 0) printf("Debe ser un numero natural\n");
else *0K = true;
}
}

1.3. El método de Newton-Raphson

El método de Newton-Raphson sirve para resolver una ecuacién f(z) = 0 dada una apro-
ximacién inicial pg. A partir de ella se generan valores sucesivos de p,, (n > 1) haciendo

f(pn—l)
f ,(pn—l) .
La ecuacién (1.2) define un recta tangente a f(x) en el punto (p,_1, f(pn_1)), y ésta cruza
al eje x en p,, que se toma como referencia para construir la siguiente aproximacion.
Como puede verse en la figura 1.3, la recta tangente acelera el proceso de convergencia
a la raiz. Esto nos permite establecer un nimero maximo de iteraciones menor que en otros
métodos, como el método de biseccion o el del punto fijo.

Pn = Pn-1 — (12)

1.3.1. Algoritmo de Newton-Raphson

Genera una solucién a f(p) = 0 dada una aproximacion inicial pg.

ENTRADA f(z) y su derivada f’(z), aproximacién inicial pg, tolerancia TOL,
nimero de iteraciones maximo N.

SALIDA Solucién aproximada p o mensaje de error.
Paso 1 Hacer:=1
Paso 2 Mientras ¢ < Ny, hacer pasos 3 al 6
Paso 3 Hacer p = po — f(po)/ f'(po)
Paso4 Si|p—po| <TOL
SALIDA (La solucién es p)
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m=f"(p)

(p,.f(p,))

y = f(x)

p,-f(P,)

Figura 1.3: Método de Newton-Raphson

TERMINAR
Paso 5 Haceri=1+1
Paso 6  Hacer py = p
Paso 7 SALIDA (El método fracasé después de NNy iteraciones)

TERMINAR

1.3.2. Cdédigo de Newton-Raphson

Este ejemplo utiliza
f(z) = cosx — .

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
double FP(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
main() {
double TOL,PO,D,FO0,FPO;
int OK,I,NO;
INPUT(&0K, &PO, &TOL, &NO);
if (0K) {
FO = F(PO);
I=1;
0K = true;
while ((I<=N0O) && OK) {
FPO = FP(PO);
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D = FO/FPO;
PO = PO - D;
FO = F(P0);

printf("%3d %14.8e %14.7e\n",I,P0,FO0);
if (abs(D) < TOL) {
printf ("\nSolucion aproximada = %.10e\n",P0);

0K = false;
}
else I++;
}
if (0K) {
printf ("\nlLa iteracion %d",NO);
printf(" da la aproximacion %.10e\n",PO);
printf ("fuera de la tolerancia aceptada\n");
}
}
getchar();
getchar();
}
double F(double X)
{
double f;
f = cos(X) - X;
return f;
}
double FP(double X)
{
double fp;
fp = -sin(X) - 1;
return fp;
}

void INPUT(int *0K, double *PO, double *TOL, int *NO)
{
*0K = false;
printf ("Dar aproximacion inicial\n");
scanf ("%1f", PO);
while (! (%0K)) {
printf("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1£f", TOL);
if (*¥TOL <= 0.0) printf("La tolerancia debe ser positiva\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NO);
if (*NO <= 0) printf("Debe ser un entero positivo\n");
else *0K = true;

}
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1.4. EIl método de las secantes

Como en el método de Newton-Raphson interviene f’(z), a veces es preferible evitar su
calculo y en su lugar aproximar la recta tangente con la ecuacién de una secante. En este caso
se necesitan dos aproximaciones iniciales y a partir de la tercera se generan usando

f(pn—l)(pn—l - pn—2>‘ (1.3)
f(Pn-1) = f(Pn—2)
La rapidez de convergencia de este método es menor que la del método de Newton-Raphson,
pero mayor que la del método de biseccion o del punto fijo. La figura 1.4 muestra graficamente
el método.

Pn = Pn—1 —

Figura 1.4: Método de las secantes

1.4.1. Algoritmo de las secantes

Aproxima una solucién de la ecuacién f(z) = 0 dadas dos aproximaciones iniciales.

ENTRADA f(x), aproximaciones iniciales py y pp, tolerancia TOL, nimero de
iteraciones maximo Ng.

SALIDA Solucién aproximada p o mensaje de error.

Paso 1 Hacer i =2, qo = f(po), @1 = f(p1)
Paso 2 Mientras i < Ny hacer pasos 3 al 6

Paso 3 Hacer p=p1 — q¢1(p1 — o)/ (@1 — o)
Paso 4  Si |p— p1| < TOL entonces
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SALIDA (La solucion es p)
TERMINAR
Paso 5 Hacert=1+1

Paso 6 Hacer po =p1, g0 = ¢1, ;1 = p, @1 = f(p)
Paso 7 SALIDA (El método fracasé después de NNy iteraciones)

TERMINAR

1.4.2. Cédigo de las secantes

En el siguiente ejemplo se usa f(x) = senx + .

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE **, int *);
main() {
double PO,FO,P1,F1,P,FP,TOL;
int I,NO,0K;
INPUT (&0K, &PO, &P1, &TOL, &NO);
if (0K) {
I=2;
FO F(PO);
F1 F(P1);
0K = true;
while ((I<=N0O) && OK) {
P=P1 -F1 % (P1 - PO) / (F1 - F0);
FP = F(P);
printf("%3d %15.8e  %15.8e \n",I,P,FP);
if (abs(P - P1) < TOL) {
printf ("\nSolucion aproximada P = %12.8f\n",P);

OK = false;
}
else {
I++;
PO = P1;
FO = F1;
P1 = P;
F1 = FP;
}
}
if (0K) {

printf ("\nlLa iteracion %3d",NO);

printf(" da la aproximacion %12.8f\n",P);

printf ("fuera de la tolerancia aceptada\n");
}

}
getchar();

11
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getchar();
}
double F(double X)
{
double f;
f = sin(X) + X;
return f;

}

Capitulo 1. Ecuaciones no lineales

void INPUT(int *0K, double *PO, double *P1, double *TOL, int *NO)

{
*0K = false;

while (!(*0K)) {
printf ("Dar la aproximacion inicial PO\n");
scanf ("%1f", PO);
printf ("Dar la otra aproximacion inicial P1\n");
scanf ("%1f", P1);

if (*¥PO == *P1) printf ("PO debe ser diferente a Pi\n");

else *0K = true;

}
*0K = false;

while (! (*0K)) {
printf("Dar la tolerancial\n");
scanf ("%41f", TOL);

if (*¥TOL <= 0.0) printf("La tolerancia debe ser positiva\n");

else *0K = true;

}
*0K = false;

while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NO);

if (*NO <= 0) printf("Debe ser un numero naturall\n");
else *0K = true;

}

1.5. El método de la posicion falsa

El método de la posicion falsa genera aproximaciones del mismo tipo que el de la secante,
pero anade una prueba para asegurar que la raiz queda entre dos iteraciones sucesivas. Primero
se eligen dos aproximaciones iniciales pg v p1, con f(pg) - f(p1) < 0. La aproximacién py se
escoge de manera similar al a utilizada en el método de la secante, es decir, es la interseccion
en z de la recta que une a (pg, f(po)) v (p1, f(p1)). Para decidir con cudl secante se calcula ps,
antes se verifica si f(p2) - f(p1) < 0y se elige ps como la interseccién con z de la linea que une
(p1, f(p1)) v (p2, f(p2)). En otro caso, se elige p3 como la interseccién con x de la linea que une
(po, f(po)) ¥ (p2, f(p2)), v se intercambian los indices de py y p;. Esto se repite en cada nueva

iteracion. La figura 1.5 muestra graficamente este método.
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y

Figura 1.5: Método de la posicién falsa

1.5.1. Algoritmo de la posicién falsa

Aproxima una solucién para la ecuacién f(x) = 0 dadas dos aproximaciones ini-
ciales.

ENTRADA f(x), aproximaciones iniciales p = 0, p = 1, que cumplan f(po)-f(p1) <
0, tolerancia TOL, nimero de iteraciones maximo Nj.

SALIDA Solucién aproximada p o mensaje de error.

Paso 1  Hacer i =2, go = f(po), 1 = f(p1)
Paso 2 Mientras ¢ < Ny hacer pasos 3 al 7

Paso 3 Hacer p = p1 — qi(p1 — po)/ (1 — o)

Paso 4  Si |p— p1| < TOL entonces
SALIDA (La solucién es p)
TERMINAR

Paso 5 Haceri=i+1, ¢ = f(p)

Paso 6 Siq-q; <0, entonces hacer pg = p1, o = ¢1

Paso 7 Hacer p1 =p, 1 = ¢

Paso 8 SALIDA (El método fracasé después de NNy iteraciones)

TERMINAR
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1.56.2. Cédigo de la posicidn falsa
El siguiente ejemplo usa f(x) = tan(z) — x.

#include<stdio.h>
#include<math.h>

double F(double);

void INPUT(int *, double *, double *, double *, double *, double *, int *);
main() {

double Q,P0,Q0,P1,Q1,C,P,FP,TOL;

int I,NO,OK;

INPUT(&0K, &PO, &P1, &QO, &Q1, &TOL, &NO);

if (0K) {
I=2;
0K = true;
Q0 = F(PO);
Q1 = F(P1);

while ((I<=N0O) && 0K) {
P=P1-Q1 * (P1 - PO) / (Q1 - QO);
Q = F(P);
printf("%3d %15.8e  %15.8e\n",I,P,Q);
if (abs(P-P1) < TOL) {
printf ("\nSolucion aproximada P = %12.8f\n",P);

0K = false;
}
else {
I++;
if ((Q*Q1) < 0.0) {
PO = P1; Q0 = Q1;
}
P1 =P; Q1 = Q;
}
}
if (0K) {

printf("\nlLa iteracion numero %3d",NO);
printf (" da la aproximacion %12.8f\n",P);
printf ("fuera de la tolerancia\n");
}
}
getchar();
getchar();
}
double F(double X)
{
double f;
f = tan(X) - X;
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *PO, double *P1, double *QO0, double *Q1, double
*TOL, int *NO)
{
double X;
*0K = false;
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while (!(*0K)) {
printf ("Dar el valor de PO\n");
scanf ("%1f", PO);
printf ("Dar el valor de P1\n");
scanf ("%1f", P1);
if (¥PO > *P1) {

X = xP0; *PO0 = *P1; *P1 = X;

}

if (¥PO == xP1) printf("PO no debe ser igual a P1.\n");

else {
*Q0 = F(xP0);
*Q1 = F(xP1);
if (*QO0*(xQ1) > 0.0) printf("F(PO) y F(P1) tiene el mismo signo\n");
else *0K = true;

}

*0K = false;

while (! (x0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1f", TOL);
if (*¥TOL <= 0.0) printf("La tolerancia debe ser positiva\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NO);
if (*NO <= 0) printf("Debe ser un entero positivo\n");
else *0K = true;

}

Ejercicios

Usar cada uno de los métodos estudiados en este capitulo para encontrar las raices de las siguientes
ecuaciones. Tomar una tolerancia de 0.0001. Se recomienda utilizar un programa de graficacién para encontrar
los puntos iniciales donde no se especifica intervalo alguno. Tomar en cuenta que algunas ecuaciones tienen
més de una raiz, por lo que habrd que repetir el método para varios puntos iniciales diferentes. En el caso
de funciones periddicas donde hay infinidad de soluciones, serd suficiente con encontrar las cinco raices mas
cercanas al origen. Comparar la eficiencia de cada método por medio del nimero de iteraciones que cada uno
requirié en una misma ecuacion.

1. vz =cosz,|0,1] R: 0.625
2. 2P —Te?+14r—6=0 R: 0.5859,3.002, 3.419
3. = tanz, [4,4.45] R: 4.4932
4. x—27*"=0,[0,1] R: 0.641182
5. e*—a2+3z—2=0,[0,1] R: 0.257530
6. 2senmz+x=0,[1,2] R: 1.683855
7. 28— 222 —5=0,[1,4] R: 2.69065
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.

28.

23+ 322 —1=0,[-3,-2]

x—cosx =0,[0,7/2]

x—0.8—.02senz =0, [0, 7/2]

2? = 2we™% + 72 =0,]0,1]

cos(z + v2) + z(x/2 +v2) = 0,[2, 1]

23 — 322(277) + 32(47") — 8% =0, [0, 1]

5% 4+ 3(In2)%e?** — (In8)e?” — (In2)3 = 0, [-1, 0]
2zcosz — (v +1)? =0,[-3,-2],[-1,0]

rcosr —222+3x—-1=0

Capitulo 1. Ecuaciones no lineales

R: —2.87939

R: 0.73909

R: 0.96434

R: 0.567135

R: —1.414325

R: 0.641166

R: —0.183274

R: —2.191307, —0.798164
R: 0.297528,1.256622

3r=2— e + a2 R: 0.257531
r=5/2>+2 R: 2.690650
x=+/e3/3 R: 0.909999
r=>57" R: 0.469625
r=e" R: 0.448059
x = 0.5(senx + cosx) R: 0.704812
22 +10cosz =0 R: +3.16193, £1.96882
20—t 4223 302 + 2 —4=0 R: 1.49819

In(z? + 1) = %4 cos R: —0.4341431, 0.4506567, 1.7447381, 2.2383198, 3.7090412, 24.4998870

Se dispara una bala de M = 2 g en direccién vertical hacia arriba. Después desciende a su velocidad
terminal, que esta dada por

(2)(9-8)
1000

con v la velocidad terminal en m/s. Determinar la velocidad terminal de la bala con una tolerancia de
0.01 m/s. R: 37.73

= 1.4 x 107 %1% 4+ 1.15 x 107%0?,

Un objeto que cae verticalmente en el aire esta sujeto a una resistencia viscosa ademas de a la fuerza de
gravedad. Suponiendo que al dejar caer un objeto de masa m = 0.1 kg desde una altura hy = 90 m, la
altura del objeto t segundos después es

2
_ mg m°g okt
h(t)—ho—Tt"f'? (1—6 m),
donde g es la constante gravitacional en la superficie terrestre, generalmente aceptada como 9.8 m/s? y
k representa el coeficiente de resistencia del aire en Ns/m. Suponiendo k& = 0.15 Ns/m, calcular con una
precisién de 0.01 s el tiempo que tarda este objeto en caer al suelo. R: 6.0028 s

Un kg mol de gas de CO esta confinado en un recipiente a 7' = 215 K y p = 70 bar. Calcular el volumen
del gas usando la ecuacién de estado de Van der Waals

(p+ %) (v —b) = RT,

donde R = 0.08314 bar m?/(kg mol K), a = 1.463 bar m%/(kg mol)? y b = 0.0394 m?/kg. Comparar
con el resultado que se obtiene con la ecuacién de estado de un gas ideal pv = RT.



Capitulo 2

Interpolacion

El problema de la interpolacién surge de la acumulacién de informacién en ciencias expe-
rimentales. Al formularse leyes fisicas, por ejemplo, se hacen en términos de funciones conti-
nuas. Sin embargo, al realizar observaciones se tienen fundamentalmente conjuntos discretos.
Entonces, se busca hacer pasar una funcion continua a través de tal conjunto de puntos. Fre-
cuentemente, lo mas facil es ajustar algin polinomio de grado n a algtin conjunto de n + 1
puntos. Esto puede hacerse por medio de varios métodos diferentes. En este capitulo se cubren
los métodos de Lagrange y de Newton, asi como los trazadores ciibicos, o splines, tanto libres
como sujetos.

2.1. Interpolaciéon de Lagrange

Consiste en determinar un polinomio de grado n que pasa por n + 1 puntos dados (zg, yo),

(x1,%1), - - -, (Tn, yn). El polinomio estda dado por la férmula
(x—z)(x—20) -+ - (. — ) (x —zo)(x —22) - -+ (. — xp)
Py(z) = + +o-
) = s — e~z e o w0 — ) (o =)

(v —x0)(x —21) -+ (7 — Tppy)
TR | Sy r——" L (2.1)

2.1.1. Algoritmo de interpolacidon de Lagrange

Obtiene el polinomio interpolante de Lagrange

Pn<x>=zf<xi>< 1= )

j=0.g#i "

y evaltia en z dada.

ENTRADA Numero de puntos, valores de x;, f(z;).
SALIDA Polinomio interpolante P, (x).

Paso1 Hacer p =0

17
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Paso 2 Para i = 0,n hacer pasos 3 al 6
Paso 3 Hacer z = f(x;)

Paso 4 Para j = 0,n hacer paso 5

Paso 5 Sii # j, hacer z = z - (ﬂ)

Paso 6 Hacer p=p+ 2
Paso 7 SALIDA (El valor del polinomio en z es p)
TERMINAR

2.1.2. Cédigo de interpolaciéon de Lagrange

El siguiente ejemplo interpola puntos dados, usando como entrada un conjunto de n datos
en un archivo de texto, que debe tener como formato en cada renglén: “z[tabulador|y”.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double [][26], double *, int *);
void OUTPUT(int, double, double *, double [][26]);
main()
{
double Q[26][26],XX[26],D[26];
double X;
int I,J,N,0K;
INPUT (&0K, XX, Q, &X, &N);
if (0K) {
D[0] = X - XX[0];
for (I=1; I<=N; I++) {
D[I] = X - XX[I];
for (J=1; J<=I; J++)
QLII10J] = (DLI] * Q[I-1]1[J-1] - D[I-J] =
QfI1[0J-11) / (DI[I] - DII-JD);
}
OUTPUT(N, X, XX, Q);
}
return 0O;
} void INPUT(int *0K, double *XX, double Q[][26], double *X, int *N) {
int I;
char NAME[30];
FILE *INP;
printf("Dar el nombre y la extension del archivo de entrada en el formato ");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
INP = fopen(NAME, "r");
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar valor de n\n");
scanf ("%d", N);
if (xN > 0) {
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for (I=0; I<=+#N; I++)
fscanf (INP, "%1f %1f", &XX[I], &Q[I]1[0]);

fclose (INP);
*0K = true;
}
else printf("Debe ser un entero positivo\n");
}
if (x0K) {

printf("Dar el punto en que se va a evaluar el polinomio ");
scanf ("%1f", X);
}
} void OUTPUT(int N, double X, double *XX, double Q[][26]) {

int I, J;

for (I=0; I<=N; I++) {
printf("%11.6f ", XX[I]);
for (J=0; J<=I-1; J++) printf("%11.8f ", Q[II[J]);
printf("\n");

}

2.2. Interpolacion de Newton

Dado un conjunto de n + 1 puntos cuyas diferencias en las abscisas son constantes, esto es,
r; — x;_1 = cte = h, el polinomio interpolante es de la forma

B r—x9 A’y x—20 (T — 70 Ny x—x29 (T — 20 T — o
Fa@) = ot Bpo— =475, < I 1)+1-2.3 I ol

s () () (520 s

El polinomio interpolante de Newton es igual al que se obtendria si se usara la férmula de
Lagrange. La ventaja de usar el polinomio de Newton es que si se agrega un nuevo punto, sélo
hay que calcular un término nuevo, mientras que para Lagrange es necesario repetir todos los
calculos.

Si las diferencias no son constantes, el algoritmo tiene que tomar en cuenta la diferencia a
cada paso. Para ello se definen las diferencias divididas como sigue:

Diferencia dividida cero:

flwi) = f (), (2:3)

la diferencia dividida

flai, zia] = f(x;riz : £($Z)7 (2.4)

2a diferencia dividida
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f[xia x’i-ﬁ-la xi—‘rZ] - f[xi+17 xi+2] _ f[x“ xi+1] s (25)
Tito — T4
k-ésima diferencia dividida
Flai Tigts oo Tigs] = flrivy, Tivo, o Tigk] — [z Tiga, - xi—i—k—l]. (2.6)
Titk — L4

Con las diferencias divididas definidas asi, el polinomio interpolante es de la forma

Py(x) = flao] + > flro, 21, ... i) (x — x0) -+ (& — 251), (2.7)
k=1
0 bien
) =3 B[ - ) (28)
i=0  j=0
donde
F; = flzo, a1, ..., x4 (2.9)

Enseguida se da el algoritmo para construir el polinomio interpolante de Newton.

2.2.1. Algoritmo de interpolacion de Newton

Obtiene los coeficientes del polinomio interpolante P en n + 1 valores de f, en los

puntos xg, 1, T2, . . . , Tp.
ENTRADA Valores de xg, x1, . . ., Tp.
Valores de f(z1), f(x2), . .., f(z,), que se identificaran como Fyq, Fig,..., -

SALIDA Coeficientes F; = F;; del polinomio

n i—1

P(z) = ZF,-H(x—xj). (2.10)

Paso1 Parai=1,2,....,n hacer paso 2
Paso 2 Para j =1,2,...,7 Hacer paso 3
Paso 3  Hacer F}; = %
K2 =]

Paso 4 Salida (Los coeficientes son: F; = F} 1)

TERMINAR
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2.2.2. Cddigo de interpolacién de Newton

El siguiente ejemplo calcula los coeficientes del polinomio interpolante usando como entrada
un conjunto de n datos en un archivo de texto, que debe tener como formato en cada renglén:
“z[tabulador]y”. La salida la escribe en un archivo de texto.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double [][26], int *);
void OUTPUT(FILE *x*);
main()
{
double Q[26][26],X[26];
int I,J,N,0K;
FILE *0UP[1];
INPUT (&0K, X, Q, &N);
if (0K) {
OUTPUT(OUP) ;
for (I=1; I<=N; I++)
for (J=1; J<=I; J++)
QLI1[J]1 = (QCI10J-11 - QLI-11[J-11) / (X[I] - X[I-J1);
fprintf (x0UP, "Datos de entrada:\n");
for (I=0; I<=N; I++)
fprintf (*0UP, "X(%d) = %12.8f F(X(%d)) = %12.8f\n", I, X[I], I, Q[I][0]);
fprintf (*OUP, "\nLos coeficientes Q(0,0), ..., Q(N,N) son:\n");
for (I=0; I<=N; I++) fprintf (x0UP, "%12.8f\n", Q[I][I]);
}
return O;
}
void INPUT(int *0K, double *X, double Q[][26], int *N)
{
int I;
char NAME[30];
FILE *INP;
printf ("Dar el nombre del archivo de entrada en el formato:");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
INP = fopen(NAME, "r");
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar valor de n\n");
scanf ("%d", N);
if (xN > 0) {
for (I=0; I<=*N; I++)
fscanf (INP, "%1f %1f", &X[I], &Q[I][01);
fclose(INP);
*0K = true;
}
else printf("Debe ser un entero positivo\n");
}
}
void OUTPUT(FILE **QUP)
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{
char NAME[30];
printf ("Dar el nombre del archivo de salida en el formato\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
*0UP = fopen(NAME, "w");
}

2.3. Interpolacién con splines cubicos

Al realizar interpolaciéon con polinomios de grado muy grande, se corre el riesgo de obte-
ner curvas demasiado oscilantes que, si bien pasan por todos los puntos dados, no dan una
representacion simple del conjunto de datos. Esto se ilustra en la figura 2.1.

Figura 2.1: La linea continua muestra el polinomio interpolante que pasa por los puntos dados (marcados por

cuadros), mientras que la linea punteada muestra una curva mas suave, que representaria mejor a la funcién

Una alternativa para evitar esto es aproximar por fragmentos de cuatro puntos usando
un polinomio cibico para cada fragmento. A tales polinomios se les llama splines (palabra
inglesa que se puede traducir en términos practicos como trazadores). Para poder interpolar
un conjunto de splines Sj(x) a una serie de datos, se buscard que se cumplan los siguientes
requisitos:

1. La derivada del spline en cada extremo coincide con la derivada en el mismo extremo de
los splines adyacentes, esto es

SJ,'—l(xi) = S;'(xi)> S],'(xi+4) = SJ,'+1(5L'1'+4)~
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2. La segunda derivada también coincide en los extremos
Toa(xi) = 87 (i), S} (zira) = 871 (wia)-
3. El primer y ultimo splines deben cumplir en los extremos

a) Splines libres

S"(xo) = S"(x,) =0,
o bien

b) Splines sujetos

S'(wo) = (o) vy S'(zn) = ['(2n).
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Los splines libres se usan a falta de una mejor estimacion del valor de la derivada en los
extremos del intervalo. Sin embargo, si se puede hacer una estimacion, se obtiene un resultado
mejor: la forma de la curva de interpolacién es la que se tendria al hacer pasar una varilla
flexible por todos los puntos, incluyendo a los extremos. En el caso de splines libres, forzar la
derivada a cero puede crear una torsién innecesaria en los bordes. No obstante, cuando no se

tiene la informacién necesaria, es lo mejor que se puede hacer para interpolar.

2.3.1. Algoritmo de interpolaciéon con splines libres

Obtiene los coeficientes de los polinomios interpolantes S;(z) de la funcién f defi-

nida en los puntos xg, =1, . . . ,Zn, con S”(zg) = S"(x,) = 0.
ENTRADA n, x;, f(z;) identificados por a;.

SALIDA a;, bj, c;, d;, coeficientes de los polinomios

Sj(x) = aj +bj(x — x5) + ¢j(x — 25)* + dj (2 — 2;)°
definidos en z; < o < x;4;4.
Paso1 Parai=0,..,n—1hacer h; = x;41 — x;
Paso 2 Para:=1,...,n — 1 hacer paso 3
Paso 3 5 5
Q; = E(az’—i-l —a;) —
Paso 4 Hacer lo=1, 4o =0, 20 =0
Paso 5 Parai=1,...,n hacer pasos 6 al 8
Paso 6  Hacer ¢; = 2(x;11 — xi—1) — hi—1fti—1

Paso 7 Hacer pu; = %
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a;—hi—12zi-1

Paso 8 Hacer z; = r
1

Paso 9 Hacer ¢, =1

Paso 10 Hacer z, =0

Paso 11  Hacer ¢, =0

Paso 12 Para j =n —1,...,0 hacer pasos 13 al 15

Paso 13 Hacer ¢; = z; — pjcjt

Paso 14 b, = a”,llv_aj _ hj(0j+§+20j)
J
R e
Paso 15 d; = 5h;

Paso 16  SALIDA (Los coeficientes son a;, bj, ¢;, d;)
TERMINAR

2.3.2. Cddigo de interpolacién con splines libres

El siguiente ejemplo calcula los coeficientes de los splines cubicos, usando como entrada
un conjunto de n datos en un archivo de texto, que debe tener como formato en cada renglén:

“z[tabulador]y”. Los resultados los escribe en un archivo de texto.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(int, int, double *, double *, double *, double *, double *);
main()
{
double X[26],A[26],B[26],C[26],D[26],H[26],XA[26],XL[26],XU[26],XZ[26];
double XX,S,Y;
int I,J,N,M,0K;
INPUT(&0K, X, A, &N);
if (0K) {
M=N-1;
for (I=0; I<=M; I++) H[I] = X[I+1] - X[I];
for (I=1; I<=M; I++)
XA[I] = 3.0 * (A[I+1] = H[I-1] - A[I] =
(X[I+1] - X[I-1]) + A[I-1] * H[I]) /
(H[I] * H[I-11);
XL[0] = 1.0; XU[0] = 0.0; XZ[0] = 0.0;
for (I=1; I<=M; I++) {
XL[T] 2.0 * (X[I+1] - X[I-1]1) - H[I-1] * XU[I-1];
XU[I] = H[I] / XL[I];

XZ[I] = (XA[I] - H[I-1] * XZ[I-1]) / XL[I];
}
XL[N] = 1.0; XZ[N] = 0.0; C[N] = XZ[N];
for (I=0; I<=M; I++) {

J=M-I;

C[J] = XZ[J] - XU[J] * C[J+1];

B[J]

(A[J+1] - A[J]) / H[J] - H[J] * (C[J+1] + 2.0 = C[J]1) / 3.0;
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D[J] = (C[J+1] - C[J]) / (3.0 * H[J]);
}
OUTPUT(N, M, X, A, B, C, D);
}
return O;
}
void INPUT(int *0K, double *X, double *A, int *N)
{
int I;
char NAME[30];
FILE *INP;
printf ("Dar nombre de archivo de entrada en el formato");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
INP = fopen(NAME, "r");
*0K false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar valor de n\n");
scanf ("%d", N);
if (xN > 0) {
for (I=0; I<=*N; I++)
fscanf (INP, "%1f %1f", &X[I], &A[I]);
fclose(INP);
*0K = true;

}
else printf("Debe ser un entero positivo\n");
}
}
void OUTPUT(int N, int M, double *X, double *A, double *B, double *C, double *D)
{
int I;
char NAME[30];
FILE *0UP;
printf("Dar el nombre del archivo de salida en el formato:\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
OUP = fopen(NAME, "w");
for (I=0; I<=N; I++) fprintf(QUP, " J%11.8f", X[I]);
fprintf (OUP, "\n\nLos coeficientes son\n");
fprintf (QUP, "para I = 0, ..., N-1\n");
fprintf (OUP, " A(TD) B(I) c(D D(ID\n");
for (I=0; I<=M; I++)
fprintf (OUP, " %13.8f %13.8f %13.8f %13.8f \n", A[I], B[I], C[I], D[I]);
fclose(OUP) ;

2.3.3. Algoritmo de splines sujetos

Obtiene los coeficientes de los polinomios interpolantes S;(x) de la funcién f defi-
nida en los puntos g, 1, . . . ,&n, con S'(xg) = f'(xo) y S'(xn) = f'(zn).

ENTRADA n, x;, f(z;) identificados por a;, f'(x¢) = F PO, f'(z,) = FPN.

25



26 Capitulo 2. Interpolacién
SALIDA a;, bj, c;, d;, coeficientes de los polinomios
Sj(l’) = ay + bj(l’ — l’j) + Cj(l’ — l’j)2 + dj(LL’ — l’j)g

definidos en z; < x < xj4;.
Paso1 Parai=0,...,n —1 hacer h; = z;,1 — x;

Paso 2 Hacer ag = 2%=%) _ 3FP0, o, = 3F PN — n=tn-1)

Paso 3 Para:=1,...,n — 1 hacer

Paso 4 Hacer o; = h%(aiﬂ —a;) — %(ai — ;1)

Paso 5 Hacer 60 = 2h0, Ho = 05, 20 = Oéo/lgo
Paso 6 Parai=1,...,n — 1 hacer pasos 7 al 9

Paso 7 Hacer 62 = 2($i+1 — xi—l) — hi_lui_l

Paso 8 Hacer pu; = Z—

a;i—hi_1zi_1
£;
Paso 10  Hacer ¢, = h,_1(2 — ptn_1)

an—hn—12n—1
Ln

Paso 9 Hacer z; =

Paso 11  Hacer z, =

Paso 12  Hacer ¢, = z,

Paso 13 Para j =n —1,...,0 hacer pasos 14 al 16
Paso 14  Hacer ¢; = 2z — j1;¢j41

Paso 15 b, — %t17% _ hilcit2e
j ;

R 3
Paso 16 d; = 55—
Paso 17 SALIDA (Los coeficientes son a;, b;, ¢;, d;)
TERMINAR

2.3.4. Cddigo de interpolaciéon con splines sujetos

El siguiente ejemplo calcula los coeficientes de los splines cubicos, usando como entrada
un conjunto de n datos en un archivo de texto, que debe tener como formato en cada renglon:
“z[tabulador]y”; ademds de los valores de la derivada en los extremos del intervalo de interés
dados por teclado durante la corrida. Los resultados los escribe en un archivo de texto.

#include<stdio.h>
#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double *, int *, double *, double *);
void OUTPUT(int, int, double *, double *, double *, double *, double *);
main()
{
double X[26],A[26],B[26],C[26],D[26] ,H[26],XA[26],XL[26],XU[26],XZ[26];
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}

double XX,S,Y, FPO, FPN;
int I,J,N,M,0K;
INPUT(&O0K, X, A, &N, &FPO, &FPN);
if (0K) {
M=N-1;
for (I=0; I<=M; I++) H[I] = X[I+1] - X[I];
XA[0] = 3.0 * (A[1] - A[0]) / H[O0] - 3.0 * FPO;
XA[N] = 3.0 * FPN - 3.0 * (A[N] - A[N-1]) / H[N-1];
for (I=1; I<=M; I++)
XA[I] = 3.0 * (A[I+1] * H[I-1] - A[I] =*
(X[I+1] - X[I-1]1) + A[I-1] = H[II) /
(H[I] * H[I-11);
XL[O0] = 2.0 * H[0]; XU[O] = 0.5; XZ[0] = XA[0] / XL[O];
for (I=1; I<=M; I++) {
XL[I] = 2.0 * (X[I+1] - X[I-1]) - H[I-1] * XU[I-1];
XU[I] = H[I] / XL[I];
Xz [1] (XA[I] - H[I-1] * XZ[I-1]1) / XL[I];

}
XL[N] = H[N-1] * (2.0 - XU[N-11);
XZ[N] = (XA[N] - H[N-1] * XZ[N-1]) / XL[NI;

C[N] = XZI[N];
for (I=1; I<=N; I++) {
J=N-I;
C[J] = XZ[J] - XU[J] * C[J+1];
B[J] = (A[J+1] - A[J]) / H[J] - H[J] * (C[J+1] + 2.0 = C[J]) / 3.0;
D[J] = (C[J+1] - C[J1) / (3.0 * H[J]);
}
OUTPUT(N, M, X, A, B, C, D);
}
return O;

void INPUT(int *0K, double *X, double *A, int *N, double *FPO, double *FPN)

{

int I;
char NAME[30];
FILE *INP;
printf ("Dar el nombre de archivo en el formato:");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
INP = fopen(NAME, "r");
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar valor de n\n");
scanf ("%d", N);
if (*N > 0) {
for (I=0; I<=xN; I++)
fscanf (INP, "%1f %1f", &X[I], &A[I]);
fclose (INP);
*0K = true;
¥

else printf ("Debe ser un entero positivo\n");
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if ( *0K ) {

}
}

printf ("Dar F’(X(0)) y F’(X(N)) separados por un espacio\n");
scanf ("%1f %1f", FPO, FPN);

void OUTPUT(int N, int M, double *X, double *A, double *B, double *C, double *D)

{

int I;

char NAME[30];

FILE *0UP;

printf ("Dar nombre del archivo de salida en el formato\n");
printf ("nombre.txt\n");

scanf ("%s", NAME);

OUP = fopen(NAME, "w");

for (I=0; I<=N; I++) fprintf(0UP, " J%11.8f", X[I]);

fprintf (OUP,"\n\nLos coeficientes son\n");

fprintf (QUP, "para I = 0, ..., N-1\n");

fprintf (QUP, " ACT) B(I) Cc(D D(ID\n");
for (I=0; I<=M; I++)

fprintf (OUP, " %13.8f %13.8f %13.8f %13.8f\n", A[I], B[I], C[I], D[I]);

fclose(OUP);

Ejercicios

Para los conjuntos de puntos siguientes, construir los polinomios interpolantes por cada uno de los métodos
estudiados en este capitulo y calcular el valor de la funcién en los puntos indicados. Graficar y comparar en
cada caso la precision de la interpolacién.

1.

Funcion

f(0.4) = 0.97354585, f(0.8) = 0.87036324, f(1.4) = 0.70389271, f(1.9) = 0.49805269, f(2.4) =
0.28144297, f(2.9) = 0.08249972, f(3.4) = —0.07515916, f(3.9) = —0.17635031, f(4.4) = —0.21627320,
f(4.9) = —0.20050052, f(5.4) = —0.14310452

Puntos a interpolar

£(0.5), f(1.5), f(2.6), f(3.5), f(4.8)

Funcién

£(0.0) = 1.00000000, f(0.1) = 1.1668506, f(0.2) = 1.2312561, £(0.3) = 1.1326472, f(0.4) = 0.80644190,

£(0.5) = 0.19228365, f(0.6) = —0.75433779, £(0.7) = —2.0472527, f(0.8) = —3.6523356, f(0.9) =
—5.4693198, f(1.0) = —7.3151121

Puntos a interpolar

£(0.05), f(0.25), £(0.32), f(0.64), £(0.88)

Funcién

£(0.8) = 1.2806249, f(1.6) = 1.8867962, f(2.4) = 2.6000001, f(3.2) = 3.3526111, f(4.0) = 4.1231055,
f(4.8) = 4.9030604, f(5.6) = 5.6885853, f(6.4) = 6.4776545, f(7.2) = 7.2691135, f(8.0) = 8.0622587

Puntos a interpolar

£(1.0), f(2.0), £(3.0), f(6.0), £(7.0)

Funcién

£(0.8) = 1.3104793, f(1.6) = 1.4140629, f(2.4) = 1.2943968, f(3.2) = 0.97037405, f(4.0) = 0.49315059,
f(4.8) =0.06193067, f(5.6) = 0.60723442, f(6.4) = 1.0566692, f(7.2) = 1.3392791, f(8.0) = 1.4104460
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10.

11.

Puntos a interpolar

f(1.2), f(2.8), f(3.5), f(5.0), f(7.5)

Funcién

£(0.6) = 1.8141849, f(1.4) = 1.0432273, f(2.0) = 1.3729484, f(2.8) = 2.1105540, f(3.5) = 1.4031190,
f(4.1) = —0.390864, f(4.8) = —0.912879, f(5.5) = 0.5717366, f(6.2) = 2.0162477, f(6.9) = 1.7937250

Puntos a interpolar

f(1.5), f(3.0), f(4.5), f(6.0), f(6.5)

Funcién

f(1.1) = 0.1048412, f(1.7) = 0.9020680, f(2.3) = 1.9156914, f(2.9) = 3.0876613, f(3.5) = 4.3846703,
f(4.0) = 5.7850466, f(4.6) = 7.2735434, f(5.2) = 8.8388453, f(5.8) = 10.472218, f(6.4) = 12.166713
Puntos a interpolar

F(15), £(20), £(3.0), F(4.5), £(6.0)

Funcién

£(0.5) = 0.11673335, f(1.2) = 0.96874416, f(1.6) = —0.06534098, f(2.1) = —0.11674739, f(2.5) =

—0.98229235, £(3.0) = —0.69182622, f(3.4) = —0.94116682, £(3.9) = —0.27498683, f(4.3) = 0.08018288,
£(4.8) = 0.12955102

Puntos a interpolar

f(1.1), £(3.3), f(3.8), f(4.0), f(4.5)

Funcién

f(1.2) = 1.2509235, f(1.9) = 3.2814288, f(2.7) = 1.3315443, f(3.4) = 1.0966663, f(4.1) = 13.400121,
f(4.9) = 23.144955, f(5.6) = 9.8527460, f(6.4) = 1.1469774, f(7.1) = 32.654453, f(7.9) = 62.621590
Puntos a interpolar

F(L8), £(31), £(4.6), £(6.6), F(73)

Funcién

£(1.0) = 1.00000000, f(2.1) = 1.1668506, f(3.2) = 1.2312561, f(4.3) = 1.1326472, f(5.4) = 0.80644190,

F(6.5) = 0.19228365, f(7.6) = —0.75433779, f(8.7) = —2.0472527, f(9.8) = —3.6523356, f(10.9) =
—5.4693198, f(12.0) = —7.3151121

Puntos a interpolar

£(1.8), £(3.9), f£(5.7), f(7.5), f(9.4)

Funcién

f(1.2) = 1.2509235, f(1.6) = 3.2814288, f(2.5) = 1.3315443, f(3.5) = 1.0966663, f(4.4) = 13.400121,
f(4.8) = 23.144955, f(5.6) = 9.8527460, f(6.5) = 1.1469774, f(7.3) = 32.654453, f(7.9) = 62.621590

Puntos a interpolar
f(.5), f(2.6), f(3.7), f(5.9), f(7.6)

Resolver el siguiente ejercicio usando cada uno de los métodos estudiados. Comparar las respuestas
obtenidas en cada uno, y decidir cudl método de interpolacién es el mas conveniente para este caso.

Se toman lecturas de velocidad y tiempos a un automévil viajando por una carretera recta, en ciertas
posiciones (distancias) previamente elegidas. Los resultados se dan en la siguiente tabla:

Tiempo (s) | Distancia (m) | Velocidad (m/s)

0 0 75
3 7 7
5) 120 80
8 200 74

13 315 72
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Interpolar un polinomio y encontrar la posicion del auto en t = 10 s.

Usar la derivada del polinomio interpolado para ver si el auto excede el limite de velocidad de 90
km/h. Si es asi, encontrar el intervalo de tiempo donde eso ocurre.

;,Cudl es la velocidad méxima del auto?



Capitulo 3

Integracion y derivacion

En este capitulo se trata el problema de encontrar la integral de una funcién cuya antideri-
vada no se puede calcular, asi como el de aproximar la derivada de una funcién dada en forma
tabular en lugar de en forma analitica. Existen varios métodos para hacer dicha aproximacion.
Aqui se examinan los métodos de rectangulos, trapecios y de Simpson para una variable,
asi como rectangulos para la integral doble. Asimismo, se trata el problema de aproximar las
derivadas primera y segunda de una funcién dada por medio de una tabla.

3.1. Integracidon por medio de rectangulos

En el curso de calculo integral se ensena que la integral definida de una funcién continua
f(x) entre a y b se encuentra por medio de la féormula

/ (&) de = F(b) — Fla), (3.1)

donde F'(z) es una funcién (llamada primitiva) cuya derivada es f(z). Sin embargo, la mayoria
de las funciones que se pueden formar combinando las llamadas funciones elementales, no son
derivadas de alguna funcién. Es por eso que la formula anterior sélo sirve en un niimero limitado
de casos. Para cualquier otra funcion es necesario hacer alguna aproximacién numeérica.

El area bajo una curva es aproximadamente

/ flx (yo Y1+ Y2+t Yoo1), (3.2)

0 bien

/ F(@) dom P gy ), (33)

asi que, si no calculamos el limite cuando n — oo, pero usamos un numero suficiente de
rectangulos, podemos hallar una aproximacion con la precision necesaria.

Para aproximar integrales por medio de rectangulos podemos usar el algoritmo que se
presenta enseguida.
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3.1.1. Algoritmo de integracion por rectangulos

Obtiene un valor aproximado para la integral

/a b f(z) do

usando n rectangulos de bases equidistantes.
ENTRADA f(x), a, b, n.
SALIDA Valor aproximado de la integral.

Paso 1 Hacer h = =2

n

Paso 2 Hacer int =0,z =a
Paso 3  Para i desde 1 hasta n hacer pasos 4 al 6
Paso 4 Hacer y = f(x)
Paso 5 Hacer int =it +h-y
Paso 6 Hacer x =z +h
Paso 7 SALIDA (La integral vale: int)
TERMINAR

A continuacién se da el codigo para este algoritmo.

3.1.2. Cdédigo de integracion con rectangulos

En este ejemplo se calcula la integral

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT (double, double, double);
main() {
double A,B,XI0,XI1,XI2,H,XI,X;
int I,N,NN,OK;
INPUT (&0K, &A, &B, &N);
if (0K) {
H= (B -4) / N;
XI0 = F(B);
XI1 0.0;
XI2 0.0;
NN =N - 1;
for (I=1; I<=NN; I++) {
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X=A+T1=x*H;
if ((I%2) == 0) XI2 = XI2 + F(X);
else XI1 = XI1 + F(X);
}
XI = (XIO + XI2 + XI1) * H ;
OUTPUT(A, B, XI);
}
return O;
}
double F(double X)
{
double f;
f = 1/X;
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, int *N)
{
char AA;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf("Dar el limite de integracién inferior A\n");
scanf ("41f", A);
printf("Dar el limite de integracidén superior B\n");
scanf ("%41f", B);
if (*A > *B) printf("A debe ser menor que B\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de divisiones para la particion\n");
scanf ("%d", N);
if (N > 0) && (((*N)%2) == 0)) *0K = true;
else printf("Debe ser un numero natural par\n");
}
}
void OUTPUT(double A, double B, double XI)
{
printf("La integral de F desde %12.8f hasta %12.8f es\n", A, B);
printf ("%12.8f\n", XI);
getchar();
getchar();

3.2. Integracidn por trapecios

Si en lugar de usar como figura de aproximacion un rectangulo, usamos un trapecio, ten-
dremos una mejor aproximacién a la integral definida buscada. En este caso las alturas seran
los puntos medios de los subintervalos usados, esto es y; = “=*% con lo cual la integral es

2
aproximadamente
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n 2

b
b—a + Yn
/f(x)dxz (yo Y +y1+y2+‘~+yn_1).

3.2.1. Algoritmo de integracién con trapecios

Obtiene un valor aproximado para la integral

/a o) dr

usando n trapecios de bases equidistantes.
ENTRADA f(z), a, b, n.
SALIDA Valor aproximado de la integral.
Paso 1 Hacer h = b_T“
Paso 2 Hacerint:h-w,x:a—l—h
Paso 3  Para i desde 1 hasta n — 1 hacer pasos 4 al 6
Paso 4 Hacer y = f(x)
Paso 5 Hacer int =it +h-y
Paso 6 Hacer x =z +h
Paso 7 SALIDA (La integral vale: int)
TERMINAR

3.2.2. Cddigo de integracion con trapecios

En este ejemplo se calcula la integral

b
/ VT dx.
. T—1

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(double, double, double);
main() {
double A,B,XIO,XI1,XI2,H,XI,X;
int I,N,NN,OK;
INPUT(&0K, &A, &B, &N);
if (0K) {
H= (B -4) / N;
XI0 = F(A) + F(B);

(3.4)
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’

XI1
XI2 = ;
NN = N - 1;

for (I=1; I<=NN; I++) {
X=A+1Ix*H;

if ((I%2) == 0) XI2 = XI2 + F(X);
else XI1 = XI1 + F(X);

}

XI = (XIO/2 + XI2 + XI1) * H ;
OUTPUT (A, B, XI);

0.0
0.0

}
return O;
}
double F(double X)
{
double f;
f = sqrt(X)/(X-1);
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, int *N)
{
*0K = false;
while (! (*0K)) {
printf("Dar el limite de integracion inferior A\n");
scanf ("%41f", A);
printf("Dar el limite de integracion superior B\n");
scanf ("%1f", B);
if (*xA > *B) printf("A debe ser menor que B\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de divisiones para la particion\n");
scanf ("%d", N);
if ((*N > 0) && (((*N)%2) == 0)) *0K = true;
else printf ("Debe ser un numero natural par\n");
}
}
void OUTPUT(double A, double B, double XI)
{
printf("La integral de F desde %12.8f hasta %12.8f es\n", A, B);
printf ("%12.8f\n", XI);
getchar();
getchar();

3.3. Métodos de Simpson

El drea bajo una pardbola que pasa por los puntos (z;—1,vi—1), (i, ¥i) v (Tiv1, Yiv1) €8
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Az

A= ?(yi—l + 4y + i), (3.5)

asi que si sumamos sobre un numero PAR (o sea, n = 2m) de subintervalos obtendremos

b
b—a
/f(x) d:m6—m[yo+y2m+2(yz+y4+...+y2m)+4(y1+y3+...+y2m_1)]. (3.6)

Este método se debe a Thomas Simpson, por lo que la férmula (3.6) también es conocida
como formula de 1/3 de Simpson.

3.3.1. Algoritmo de integracion de 1/3 de Simpson

Obtiene un valor aproximado de la integral

/a ’ f(z) da

usando el método de 1/3 de Simpson en 2n puntos equidistantes.
ENTRADA f(x), a, b, n.
SALIDA Valor aproximado de la integral.
Paso 1 Hacer h = I’z_—n"
Paso 2 Hacer int = (f(a) + f(b)) - h, z =a
Paso 3 Hacer suma; = 0, sumas = 0
Paso4 Hacerz=a+h
Paso 5 Para i desde 1 hasta n hacer los pasos 6 al 8
Paso 6 Hacer y = f(x)
Paso 7 Hacer suma; = suma, + vy
Paso 8 Hacer z = x + 2h
Paso 9 Hacer z = a+ 2h
Paso 10  Para ¢ desde 1 hasta n hacer pasos 11 al 13
Paso 11  Hacer y = f(x)
Paso 12 Hacer sumas = sumas + y
Paso 13 Hacer x = x + 2h
Paso 14 Hacer int = £ (int + 4h - sumay + 2h - sumas)
Paso 15 SALIDA (La integral vale: int)
TERMINAR
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3.3.2. Cédigo de integracion de 1/3 de Simpson

En este ejemplo se calcula la integral

b
/ Vvsenx — x dx.

/*Metodo de Homero Simpsonx*/
#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(double, double, double);
main() {
double A,B,XIO0,XI1,XI2,H,XI,X;
int I,N,NN,OK;
INPUT (&0K, &A, &B, &N);
if (0K) {
H= (B -4) / N;
XI0 = F(A) + F(B);

XI1 = 0.0;
XI2 = 0.0;
NN =N - 1;

for (I=1; I<=NN; I++) {
X=A+ 1% H;
if ((I%2) == 0) XI2 = XI2 + F(X);
else XI1 = XI1 + F(X);
}
XI = (XIO + 2.0 * XI2 + 4.0 * XI1) * H / 3.0;
OUTPUT(A, B, XI);
}
return O;
}
double F(double X)
{
double f;
f = sqrt(sin(X)-X);
return f;

}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, int *N)

{

*0K = false;

while (! (*0K)) {
printf("Dar el limite de integracion inferior A\n");
scanf ("%41f", A);
printf("Dar el limite de integracion superior B\n");
scanf ("%1f", B);

if (*A > *B) printf("A debe ser menor que B\n");
else *0K = true;

}

*0K = false;

while (!(*0K)) {
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printf ("Dar el numero de divisiones para la particion\n");
scanf ("%d", N);

if ((*N > 0) && (((*N)%2) == 0)) *0K = true;

else printf ("Debe ser un numero natural par\n");

}
}
void OUTPUT(double A, double B, double XI)
{
printf("La integral de F desde %12.8f hasta %12.8f es\n", A, B);
printf ("%12.8f\n", XI);
getchar();
getchar();
}

Si en lugar de usar segmentos de parabolas cada tres puntos usamos segmentos de polinomio
cibico cada cuatro puntos, obtendremos la llamada férmula de 3/8 de Simpson dada abajo

b
[ 7ta) de s Gl )+ U+ fi et foa) 37

+§h(f2 + fs+ ot fuo1) + Zh(fg + fo+ -+ fas).

3.3.3. Algoritmo de integracion de 3/8 de Simpson

Obtiene un valor aproximado de la integral

/a o) dr

usando el método de 3/8 de Simpson en 3n puntos equidistantes.
ENTRADA f(z), a, b, n.
SALIDA Valor aproximado de la integral.
Paso 1 Hacer h = bg—n“
Paso 2 Hacer int = (f(a) + f(b)) -h,z =a
Paso 3  Hacer suma; = 0, sumas = 0, sumasz =0
Paso4 Hacerz=a+h
Paso 5 Para i desde 1 hasta n hacer los pasos 6 al 8
Paso 6 Hacer y = f(x)
Paso 7 Hacer suma; = suma, + vy
Paso 8 Hacer z = x + 2h
Paso 9 Hacer z = a+ 2h
Paso 10  Para ¢ desde 1 hasta n hacer pasos 11 al 13
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Paso 11  Hacer y = f(x)
Paso 12 Hacer sumas = sumas + vy
Paso 13 Hacer x = x + 2h
Paso 14 Hacer x = a + 3h
Paso 15  Para ¢ desde 1 hasta n hacer pasos 16 al 18
Paso 16  Hacer y = f(x)
Paso 17  Hacer sumas = sumasz + y
Paso 18 Hacer x = x + 3h
Paso 19 Hacer int = 2h(int 4+ 3sumay + 3sumas + §sumas)
Paso 20  SALIDA (La integral vale: int)
TERMINAR

3.3.4. Cddigo de integracion de 3/8 de Simpson

En este ejemplo se calcula la integral
b
/ Vsen?x + 1 dx.

/* Metodo de Homero Simpson */
#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(double, double, double);
main() {
double A,B,XI0,XI1,XI2,H,XI,X;
int I,N,NN,OK;
INPUT (&0K, &A, &B, &N);
if (0K) {
H= (B -4 /N;
XI0 = F(A) + F(B);
XI1 0.0;
XI2 0.0;
NN = N - 1;
for (I=1; I<=NN; I++) {
X=A+ 1% H;
if ((I%2) == 0) XI2 = XI2 + F(X);
else XI1 = XI1 + F(X);
}
XI = (XIO + 2.0 *x XI2 + 4.0 *x XI1) * H / 3.0;
OUTPUT(A, B, XI);

}

return O;

}

39
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double F(double X)
{
double f;
f = sqrt(sin(X)*sin(X)+1);
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, int *N)
{
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf("Dar el limite de integracion inferior A\n");
scanf ("%41f", A);
printf("Dar el limite de integracion superior B\n");
scanf ("%1f", B);
if (*xA > *B) printf("A debe ser menor que B\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de divisiones para la particion\n");
scanf ("%d", N);
if ((*N > 0) && (((*N)%2) == 0)) *0K = true;
else printf ("Debe ser un numero natural par\n");
}
}
void OUTPUT(double A, double B, double XI)
{
printf("La integral de F desde %12.8f hasta %12.8f es\n", A, B);
printf ("%12.8f\n", XI);
getchar();
getchar();

Ejercicios

Aproximar numéricamente las siguientes integrales definidas usando los métodos estudiados, con un mismo
valor de n para cada método. Comparar en cada caso la precisién de cada método.

L)L de R: 1.609438
R R: 63.75000
3. [IVI—ada R: 0.841299
4. [} G da R: 0.804719
5. [ 1og (L) da R: -14.025844
6. Jy i do R: 3.141593
7. R dy R: 0.905854
8. e gy R: -0.263736
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Jy VI+ad da R: 1.111448
[y e da R: 0.807511
[P ina? do R: 1.158882
[Pz da R: 0.101097
I (z%e")’ da R: 7.145648
i iy de R: 0.354895
Jo (@® cosz?)? da R: 33.751135
[Ze " sena® da R: 0.199815
[Pl e R: 2.446318

1 \x2/34+4
J3 V2?5 4 da R: 66.360315

S tg?a? do R: 0.0343207
Jo 5 da R: 0.406686
Js \/% dz R: 0.656753
S @ cosa?)? da R: 0.137204
Jisen? da R: 0.632567
J; cost da R: 0.761886
Ji (sen % + cos &) da R: 1.328565

Se planea construir un arco de forma parabdlica, dada por

y=0.12(30 — x)

metros, con y la altura sobre el nivel del piso y = la posicién horizontal, medida desde un extremo del
arco. Calcular la longitud total del arco.

Una particula de masa m = 10 kg se mueve a través de un fluido, sujeta a una resistencia R, que es
funcién de su velocidad v. La relacién entre la resistencia R, la velocidad v y el tiempo t estd dada por
la ecuacion

v(t) m
- / M,
o(t) R(w)

Suponiendo que R(v) = —v3/2 para un fluido particular, donde R estd en N y v en m/s, y suponiendo
v(0) = 10 m/s, aproximar el tiempo requerido para que la particula se frene hasta v =5 m/s.
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3.4. Integracién doble

Para una integral doble

/ /R Fa,y) dA (3.8)

en un rectangulo R = {(z,y)| a < x < b, ¢ <y < d}, se puede calcular en forma iterada como

//Rf(x,y) dA:/ab (/Cdf(x,y) dy) dx (3.9)

aplicando el método de Simpson (u otro) a cada integral obtenida.
Cuando la regién de integracion no es un rectangulo, sino que es de la forma

b pd(z)
/ f(,y) dy d, (3.10)
a Je(x)

primero se transforma el intervalo [¢(x), d(x)] en cada x en el intervalo [a, b], y luego se integra
en una sola variable, haciendo después la suma correspondiente para la segunda integral.

3.4.1. Algoritmo de integracién doble

Obtiene un aproximacién para la integral

b pd(z)
1 =/ / f(z,y) dy dz.
a Je(z)

ENTRADA f(z,y), c(z), d(z), a, b, enteros positivos pares m, n.
SALIDA Valor aproximado de I.

Paso 1 Hacerh:b_T“, Ji1=0,J,=0,J3=0

Paso 2 Para i =0,...,n hacer pasos 3 al 8

Paso 3 Hacer x = a +ih

HX = d(z)—c(x)

Ky = f(z,c(x)) + f(z, d(z))
Ky, =0

Kg =

Paso 4 Para j=1,...,m — 1 hacer pasos 5y 6
Paso 5 Hacer y = c¢(x) + JHX

Q= f(z,y)
Paso 6  Si j es par, entonces Ko = Ky + Q)
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Si no, entonces K3 = K35+ Q)
Paso 7 Hacer L = ZX(K; + 2K, + 4K3)

Paso 8 Sii=0o017=1, entonces hacer J, = J; + L

O bien, si ¢ es par hacer J, = Jo + L
si no, hacer J; = J;+ L
Paso 9 Hacer J = %(Jl + 2J5 4+ 4J3)
Paso 10  SALIDA (El valor de la integral es J)
TERMINAR

3.4.2. Cddigo de integracion doble en rectangulos

El siguiente ejemplo calcula la integral doble

b x?
1:/ / Y dy de.
a 23 xr

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double, double);
double C(double);
double D(double);
void INPUT(int *, double *, double *, int *, int *);
void OUTPUT(double, double, double, int, int);
main() {
double A,B,H,AN,AE,AO,X,HX,BN,YA,YB,BE,BO,Y,Z,A1,AC;
int N,M,NN,MM,I,J,0K;
INPUT(&0K, &A, &B, &N, &M);

if (0K) {
NN = 2 * N;
MM =2 % M - 1;
H= (B - A) / NN;
AN = 0.0;
AE = 0.0;
A0 = 0.0;

for (I=0; I<=NN; I++) {
X=A+T1xH;

YA = C(X);

YB = D(X);

HX = (YB - YA) / (2.0 * M);

BN = F(X, YA) + F(X, YB);
BE = 0.0;
BO = 0.0;

for (J=1; J<=MM; J++) {
Y = YA + J *x HX;
Z=FX, V);
if ((J%2) == 0) BE = BE + Z;
else BO = BO + Z;

43
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}
Al = (BN + 2.0 * BE + 4.0 * B0O) * HX / 3.0;
if ((I == 0) || (I == NN)) AN = AN + A1;
else {
if ((I%2) == 0) AE = AE + A{;
else A0 = AD + A1,
}
}
AC = (AN + 2.0 * AE + 4.0 * A0) * H /3.0;
QUTPUT(A, B, AC, N, M);
}
return O;
}
double F(double X, double Y)
{
double f;
f=Y/X;
return f;
}
double C(double X)
{
double f;
f=X=x%xX *x X;
return f;
}
double D(double X)
{
double f;
f =X % X;
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, int *N, int *M)
{
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf("Dar los limites de integracion");
printf ("separados por un espacio\n");
scanf ("%1f %1f", A, B);
if (%A > *B) printf("El limite superior debe ser mayor que el inferior\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de intervalos en x\n");
scanf ("%d",N);
printf ("Dar el numero de intervalos en y\n");
scanf ("%d",M);
if ((#M <= 0) || (%N <= 0)) printf("Deben ser enteros positivos\n");
else *0K = true;
}
}
void OUTPUT(double A, double B, double AC, int N, int M)
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printf("\nLa integral es:\n");
printf ("%12.8f", AC);

getchar();
getchar();
}
Ejercicios
Lo [0 24— y?) dyde R: 16.000000
2. [° [ @H+y+1)dedy R: 1.000000
3. [y J5 wseny dyda R: 3.570796
4 0L ety da dy R: 16.635532
5. L[V syen dady R: 0.718282
6. [T, J3Y Beosy dudy R: 6.283185
7. [y [ cos(16ma®) da dy R: 0.00397887
8. J3MP PR dudy R: 2.000000
9. [y T Y dyda R: 2.000000
10. [y [} 22 dwdy R: 0.359141
1. [y f, % dyde R: 1.000000
12. [*2 2 dedy R: 0.386294
13, 32 (970 160 dy da R: 81.000000
14, 215y dedy R: 4.000000
5. f) f_\/l?Q 3y dz dy R: 2.000000
16. 7 [V 6 dyda R: 32.000000
17. fo f 2y%sen xy dy dx R: 4.756802
18 f2 5 2 dyde R: 744.989497
9. f3 [l e dyda R: 1.718182
20. [y [ iy dyda R: 0.708303
21. ffR(2ac2 — zy — y?) dx dy, con R la regién del primer cuadrante encerrada por las rectas y = —2z + 4,
y=-2z+7,y=cx—-2yy=z+1

Transformacion sugerida: u =z —y, v =2z +y R: 8.250000
22, [[,(32* 4+ 14zy + 8y?) dx dy, con R la regién del primer cuadrante encerrada por las rectas y =

—(3/2)x+1,y=-0/2)x+3,y=-(1/)zyy=—-(1/4)z
Transformacion sugerida: u = 3x + 2y, v = x + 4y R: 12.800000
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23. ffR 2(x — y) dx dy, con R la regién cuyas fronteras son x = -3, 2 =0,y =z yy=z+1
Transformacion sugerida: ©v = 2x — 3y, v = —x +y R: -3.000000

24. [ [n(x+y)* dx dy, con R el paralelogramo con vértices (1,0), (3,1), (2,2), (0,1).
Transformacion sugerida: u =z +y, v =2 — 2y R: -63.750000

25. [ [np(x —y)*sen®(z +y) dx dy, con R el paralelogramo con vértices (m,0), (27, 7), (m,2m), (0,7).
Transformacién sugerida: u =z —y, v=x+vy R: 32.469697

3.5. Derivacidon numeérica

A diferencia del problema de la integracién, la derivacién siempre es factible para una
funciéon dada en forma analitica. El problema es que no siempre se tiene la funcién en forma
analitica, sino que a veces sélo se tiene una tabla de valores. En tales casos es necesario derivar
también en forma tabular.

Por definicién, la derivada de una funcién f(zx) en el punto xq es

f'(ag) = lim 0 H ) = (0] (3.11)
por lo que, tomando h suficientemente pequena, podremos aproximar la derivada. Notese que
si se tienen n + 1 puntos, al derivar se tendra una tabla de sélo n puntos. El problema de
aproximar la derivada con la razén de cambio finita es que a veces la h en la tabla no es
suficientemente pequena, lo cual puede hacer que el error de la aproximacion sea mayor de lo
deseable. Por ello se han desarrollado formulas para aproximar derivadas que usan mas de dos
puntos, a fin de reducir el error en la aproximacion. Tales férmulas usan desarrollos en series
de potencias alrededor del punto zy y aproximan las derivadas en términos de los valores de
la funcién en varios puntos alrededor del que nos interesa. Las formulas en cuestion son:

Para tres puntos:

/o)~ oy [3F(o) + 4f (o + ) — o +20)], (3.12)
o bien .
F(ao) = o [Flzo+ ) = = ). 313)
Para cinco puntos:
F(z0) ~ ﬁ [F(20 — 2h) — 8f (w0 — h) + 8 (xz0 + ) — F(zo +20)],  (3.14)
o bien
f’(l’o) ~ ﬁ [—25f(l‘0) + 48f(330 + h) - 36f($0 + 2h) + 6f(£B0 + 3h) - 3f(330 + 4h)] . (315)

Asimismo, cuando lo que se desea es aproximar la segunda derivada, es necesario usar la
aproximacion usando al menos tres puntos, en la forma
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£"(a0) 2 5 Lo = ) = 2 (zo) + (o + ). (3.16)

Como podra notar el lector, en este caso se pierden dos puntos en lugar de uno. Es decir,
si se tienen n + 1 puntos, se obtendra la segunda derivada en n — 1 puntos.

A continuacién se da un algoritmo para calcular las derivadas primera y segunda usando
dos y tres puntos, respectivamente.

3.5.1. Algoritmo de derivacién numérica

Aproxima las derivadas de una funcién dada en forma tabular.
ENTRADA n, x;, f(z;) en n+ 1 puntos.
SALIDA Derivadas f'(x;) y f”(x;) en n — 1 puntos.
Paso 1 Para: = 2,...,n hacer pasos 2 al 5
Paso 2 Hacer h=x; — z;_1
Paso 3  Hacer f/ = 7“”)_}{(”*1)
Paso 4 Hacer f] = f(mi“)_zj;ffﬁf(m_l)
Paso 5 Salida (f/,f!")
Paso 6 TERMINAR

3.5.2. Cédigo de derivaciéon tabular

El siguiente ejemplo calcula las derivadas primera y segunda de una funciéon dada en forma
tabular, usando como entrada un archivo de texto con formato: “z[tabulador]y”. La salida se
escribe en un archivo de texto con el formato: “z[tabulador]y[tabulador|y’[tabulador]y””.

#include<stdio.h>
int i,n;
float h;
float x[100], £x[100], dx[100], ddx[100];
char NAME1[30],NAME2[30];
FILE *INP,*QUP;
main() {
printf("Dar el nombre y la extension del archivo de entrada en el formato ");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME1);
INP = fopen(NAME1l, "r");
printf ("Dar valor de n\n");
scanf ("%d", &n);
if (> 0) {
for (i=1; i<=n; i++)
fscanf (INP, "%f\t%f\n", &x[i], &fx[il);
fclose (INP);
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else printf("Debe ser un entero positivo\n");
printf ("Dar nombre de archivo de salida en el formato: archivo.txt\n");
scanf ("%s", NAME2);
OUP = fopen(NAME2, "w");
for (i=2; i<=n-1; i++) {
h=x[i]-x[i-1];
dx[i]=(fx[i]-fx[i-1])/h;
ddx[i]=(fx[i+1]-2*fx[i]+fx [i+1])/ (h*h);
fprintf (QUP, "%E\t%Ef\t%f\t%f\n", x[i], fx[i], dx[i], ddx[il);
}
fclose(OUP) ;
return 0;

Ejercicios
Para los conjuntos de puntos siguientes, calcular las derivadas primera y segunda. Graficar los resultados
obtenidos y comparar en cada caso con las graficas dadas como soluciones.

1. f£(0.4) = 0.97354585, f(0.8) = 0.87036324, f(1.4) = 0.70389271, f(1.9) = 0.49805269, f(2.4) =
0.28144297, f(2.9) = 0.08249972, f(3.4) = —0.07515916, f(3.9) = —0.17635031, f(4.4) = —0.21627320,
£(4.9) = —0.20050052, f(5.4) = —0.14310452

2. £(0.0) = 1.00000000, £(0.1) = 1.1668506, f(0.2) = 1.2312561, f(0.3) = 1.1326472, f(0.4) = 0.80644190,
F(0.5) = 0.19228365, f(0.6) = —0.75433779, £(0.7) = —2.0472527, f(0.8) = —3.6523356, f(0.9) =
—5.4693198, f(1.0) = —7.3151121

3. f(0.8) = 1.2806249, f(1.6) = 1.8867962, f(2.4) = 2.6000001, f(3.2) = 3.3526111, £(4.0) = 4.1231055,

F(4.8) = 4.9030604, £(5.6) — 5.6885853, £(6.4) — 6.4776545, (7.2) = 7.2691135, £(8.0) = 8.0622587
4. f(0.8) = 1.3104793, £(1.6) = 1.4140629, f(2.4) = 1.2943968, f(3.2) = 0.97037405, f(4.0) = 0.49315059,
F(4.8) = 0.06193067, f(5.6) = 0.60723442, f(6.4) = 1.0566692, f(7.2) = 1.3392791, £(8.0) = 1.4104460
5. £(0.6) = 1.8141849, f(1.4) = 1.0432273, £(2.0) = 1.3729484, f(2.8) = 2.1105540, f(3.5) = 1.4031190,
F(4.1) = —0.390864, f(4.8) = —0.912879, f(5.5) = 0.5717366, £(6.2) = 2.0162477, f(6.9) = 1.7937250
6. f(1.1) = 0.1048412, f(1.7) = 0.9020680, f(2.3) = 1.9156914, f(2.9) = 3.0876613, f(3.5) = 4.3846703,
F(4.0) = 57850466, [(4.6) — 7.2735434, (5.2) — 8.8388453, f(5.8) = 10.472218, f(6.4) = 12.166713

7. f(0.5) = 0.11673335, f(1.2) = 0.96874416, f(1.6) = —0.06534098, f(2.1) = —0.11674739, f(2.5) =
—0.98229235, f(3.0) = —0.69182622, f(3.4) = —0.94116682, f(3.9) = —0.27498683, f(4.3) = 0.08018288,
F(4.8) = 0.12955102

8. f(1.2) = 1.2509235, f(1.9) = 3.2814288, f(2.7) = 1.3315443, f(3.4) = 1.0966663, f(4.1) = 13.400121,
£(4.9) = 23.144955, f(5.6) = 9.8527460, f(6.4) = 1.1469774, f(7.1) = 32.654453, £(7.9) = 62.621590

9. f(1.0) = 1.00000000, f(2.1) = 1.1668506, f(3.2) = 1.2312561, f(4.3) = 1.1326472, f(5.4) = 0.80644190,
F(6.5) = 0.19228365, f(7.6) = —0.75433779, f(8.7) = —2.0472527, f(9.8) = —3.6523356, f(10.9) =
—5.4693198, f(12.0) = —7.3151121

10. f(1.2) = 1.2509235, f(1.6) = 3.2814288, f(2.5) = 1.3315443, f(3.5) = 1.0966663, f(4.4) = 13.400121,
F(4.8) = 23.144955, f(5.6) = 9.8527460, £(6.5) = 1.1469774, f(7.3) = 32.654453, f(7.9) = 62.621590

11. Considerar una viga uniforme de 1 m de longitud, soportada en sus dos extremos, cuyo momento de
torsién estd dado por
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con y(x) la defleccién, M (x) el momento de torsién y ET la rigidez a la flexién. Calcular el momento de
torsién en cada punto de la malla, incluyendo los extremos. Usar la distribucién de deflecciéon dada por
la tabla siguiente:

i | @i (m) | yi(cm)
0 0.0 0.0
1 0.2 7.78
2 0.4 10.68
3 0.6 8.37
4 0.8 3.97
5 1.0 0.0

Suponer EI = 1.2 x 107 Nm?.

12.  En un circuito con una fuerza electromotriz E(t), resistencia R = 0.142 Q e inductancia L =0.98 H, la
primera ley de Kirchoff da la relacién

di
E(t)=L— 4+ Ri
()= L5 + Ri,

donde i es la corriente. Suponiendo que se mide la corriente para diferentes valores de ¢, obteniéndose
la siguiente tabla, aproximar el valor de F(t) cuando t =1.00, 1.01, 1.02, 1.03, 1.04 y 1.05 s.

t(s) | i(A)
0.0 [ 0.0
0.2 | 7.78
0.4 | 10.68
0.6 | 8.37
0.8 | 3.97
1.0 | 0.0
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Capitulo 3. Integracién y derivacién



Capitulo 4

Ecuaciones diferenciales ordinarias

Algunos métodos de integracion de ecuaciones diferenciales ordinarias que se estudian en los
cursos correspondientes sirven sélo para un espectro muy limitado de problemas. En general,
la integracion de una ecuacién diferencial sélo puede hacerse en forma numérica en la mayoria
de los casos. A este problema dedicaremos este capitulo. Nos limitaremos al problema de
ecuaciones diferenciales ordinarias con condiciones iniciales, es decir, a problemas de valor

inicial.

4.1. Método de Euler

Si tenemos una ecuacion diferencial de primer orden de la forma

Y f),

podemos escribirla en forma aproximada como

Yi+1 — Yi

Tl — T, ~ [ (@i, y:)-

De la anterior ecuacién se desprende de inmediato la férmula de recurrencia

Vi1 = Yi + hf (i, v5),

con h =x;,1 — ;.

4.1.1. Algoritmo de Euler

Obtiene una aproximacion del problema de valor inicial

y, = f(x,y), y(fo) =Y, TE [a7 b]

ENTRADA f(z,y), a, b, n, yo.
SALIDA Aproximacién a y(x) en n valores de = equidistantes.

Paso1 Hacer h=(b—a)/n, x =a, y = yo

o1

(4.1)

(4.2)

(4.3)
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Paso 2 Para ¢ =1,...,n hacer pasos 3 al 5
Paso 3  Hacer y =y + hf(z,y)
Paso 4 Hacerz=x+h
Paso 5 SALIDA (La solucién es (x,y))
Paso 6 TERMINAR

4.1.2. Cédigo de Euler

Ejemplo de cédigo de Euler para la ecuacion

dy 2
Yoy 241
a7

#include<stdio.h>
#include<math.h>
double F(double, double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE *x*);
main() {
double A,B,ALPHA,H,T,W;
int I,N,O0K;
FILE *0QUP;
INPUT (&0K, &A, &B, &ALPHA, &N);
if (0K) {
OUTPUT(OUP) ;
H= (B -4 /N;
T = A;
W = ALPHA;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);
for (I=1; I<=N; I++) {
W=W+Hx*F(T, W;
T=A+Tx* H;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);

}
fclose (*QUP);
}
return O;
}
double F(double T, double Y)
{
double f;
f =Y -T*T + 1.0;
return f;

}

void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA, int *N)

{
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
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printf("Dar el valor del extremo A\n");
scanf ("%41f", A);
printf ("Dar el valor del extremo B\n");
scanf ("%1f", B);
if (%A >= *B)
printf ("El valor de B debe ser mayor que el de A\n");
else *0K = true;
}
printf ("Dar la condicion inicial\n");
scanf ("%1f", ALPHA);
*0K = false;
while(! (x0K)) {
printf("dar el numero de subintervalos\n");
scanf ("%d", N);
if (*N <= 0.0) printf("Debe ser un numero naturall\n");
else *0K = true;

}
}
void OUTPUT(FILE **QUP)
{
char NAME[30];
printf("Dar el nombre de un archivo para escribir la solucion\n");
printf ("Debe estar en el formato\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
*0UP = fopen(NAME, "w");
fprintf (*QUP, "Metodo de Euler\n\n");
fprintf (x0UP, " t y\n\n") ;
printf ("Presionar enter para terminar el programa \n ");
getchar();
getchar();
}

4.2. Método de Euler mejorado

Si en la ecuacion

Y- fa) @4

en lugar de aproximar la ecuacion con

Yir1 —Yi=h f(l’uyz)

hacemos

ir = 0= o [F(eom) + Flo+ Ryl 45

la aproximacién se mejora de forma equivalente a aproximar la integral con trapecios en lugar
de con rectangulos, segiin lo estudiado en el capitulo 3.
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4.2.1. Algoritmo de Euler mejorado

Obtiene una aproximacion del problema de valor inicial

/

ENTRADA f(x,y), a, b, n, yo.

SALIDA Aproximacién a y(x) en n valores de = equidistantes.

Paso 1 Hacer h=(b—a)/n, x=a,y =1y
Paso 2 Para:=1,...,n hacer pasos 3 al 7
Paso 3 Hacer ky = f(x,y)
Paso 4  Hacer ky = f(x + h,y + h ky)
Paso 5 Hacer y =y + (ki + k)
Paso 6 Hacerz =z +h
Paso 7 SALIDA (La solucién es (x,y))
Paso 5 TERMINAR

4.2.2. Cdédigo de Euler mejorado

Ejemplo de cédigo de Euler mejorado para la ecuacion

dy 2
— =y —t 1.
at YUt

#include<stdio.h>
#include<math.h>

FILE *0UP;

double F(double, double);

void INPUT(int *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE *x*);

main() {

double A,B,ALPHA,H,T,W;
int I,N,O0K;
INPUT (&0K, &A, &B, &ALPHA, &N);
if (0K) {
OUTPUT (OUP) ;
H=(B-4) /N;
T = A;
W = ALPHA;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);
for (I=1; I<=N; I++) {
W=W+Hx* F(T, W;
T=A+1* H;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);
}

Yy = f(x,y), y(f()) =Y, TE [(l, b]
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fclose (*QUP);
}
return O;
}
double F(double T, double Y)
{
double f;
f=Y-TxT + 1.0;
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA, int *N)
{
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el valor del extremo A\n");
scanf ("%1f", A);
printf("Dar el valor del extremo B\n");
scanf ("%1f", B);
if (%A >= *B)
printf ("El valor de B debe ser mayor que el de A\n");
else *0K = true;
}
printf("Dar la condicion inicial\n");
scanf ("%1f", ALPHA);
*0K = false;
while (! (*0K)) {
printf("dar el numero de subintervalos\n");
scanf ("%d", N);
if (*N <= 0.0) printf("Debe ser un numero naturall\n");
else *0K = true;
}
}
void OUTPUT(FILE *x*QUP)
{
char NAME[30];
printf ("Dar el nombre de un archivo para escribir la solucion\n");
printf ("Debe estar en el formato\n");

printf ("nombre.txt\n");

scanf ("%s", NAME);

*0UP = fopen(NAME, "w");

fprintf (x0UP, "Metodo de Euler mejorado\n\n");

fprintf (x0UP, " t y\n\n") ;

printf ("Presionar enter para terminar el programa \n ");
getchar();

getchar();
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4.3. Método de Runge-Kutta

En una forma equivalente a la del método de Simpson para integrales (capitulo 3), el método
de Runge-Kutta aproxima la solucién de la ecuacion

dy

D~ fw) (46)

usando promedios pesados para los valores de f(x,y) en diferentes puntos del intervalo z; <
xr < x;41. La aproximacion esta dada por

h
Yi+v1 —Y; = 6 []{71 + 2/{32 + 2]€3 + /{34] 5 (47)
donde
kl = f($zayz)
ky = flzi+Nh/2,y;+ (h/2) ki)
ks = [+ h/2,y:+ (h/2) ko)
k’4 = ( + h, Y; + hk’g)

k1 es la pendiente de la funcién en el extremo izquierdo del intervalo [z;, x;11], ko es la pendiente
de z; a x;+h/2, k3 es la pendiente de x;+h/2 a x;,1 y k4 es la pendiente en el extremo derecho
del intervalo.

4.3.1. Algoritmo de Runge-Kutta de orden 4

Obtiene una aproximacion del problema de valor inicial
y' = flz,y), y(xo) =y, z€]lal

ENTRADA f(z,y), a, b, n, yo.
SALIDA Aproximacién a y(z) en n valores de x equidistantes.
Paso 1 Hacer h=(b—a)/n, x=a,y =y
Paso 2 Parai=1,...,n hacer pasos 3 al 9
Paso 3  Hacer k; = f(z,y)
Paso 4 Hacer ko = f(x + 2,y +2k)
Paso 5 Hacer k3 = f(z + 2,y + 4k,)
Paso 6 Hacer ky = f(x + h,y + h k3)
Paso 7 Hacer y =y + %(k‘l + 2ky + 2k3 + ky)
Paso 8 Hacer x =x+h
Paso 9 SALIDA ((z,v))
Paso 10 TERMINAR
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4.3.2. Cdédigo de Runge-Kutta de orden 4
Ejemplo de cédigo de Runge-Kutta de orden 4 para la ecuacién

Ay _ — 2+ 1.
dt
#include<stdio.h>
#include<math.h>
FILE *0UP[1];
double F(double, double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE **);
main() {
double A,B,ALPHA,H,T,W,K1,K2,K3,K4;
int I,N,O0K;
INPUT(&0K, &A, &B, &ALPHA, &N);
if (0K) {
OUTPUT(OUP) ;
H= (B -4) / N;
T = A;
W = ALPHA;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);
for (I=1; I<=N; I++) {
K1 = H *x F(T, W);

K2 =H*F(T+H/ 2.0, W+K1/2.0);

K3 =H=*F(T+H/ 2.0, W+K2/ 2.0);

K4 =H * F(T + H, W + K3);

W=W+ (KL + 2.0 * (K2 + K3) + K4) / 6.0;

T=A+1* H;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T, W);
}
fclose (x0UP) ;
}
return O;
}
double F(double T, double Y)
{
double f;
f=Y-TxT + 1.0;
return f;
}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA, int *N)
{
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el valor del extremo A\n");
scanf ("%1f", A);
printf("Dar el valor del extremo B\n");
scanf ("%1f", B);
if (%A >= *B)
printf ("El valor de B debe ser mayor que el de A\n");
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else *0K = true;
}
printf("Dar la condicion inicial\n");
scanf ("%1f", ALPHA);
*0K = false;
while (! (*0K)) {
printf("dar el numero de subintervalos\n");
scanf ("%d", N);
if (*N <= 0.0) printf("Debe ser un numero naturall\n");
else *0K = true;

}
}
void OUTPUT(FILE **Q0UP)
{
char NAME[30];
printf ("Dar el nombre de un archivo para escribir la solucion\n");
printf ("Debe estar en el formato\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
*0UP = fopen(NAME, "w");
fprintf (*0UP, "Metodo de Runge-Kutta de orden 4\n\n");
fprintf (xQUP, " t w\n\n") ;
printf ("Presionar enter para terminar el programa \n ");
getchar();
getchar();
}

4.4. Meétodo de Fehlberg

Los métodos de aproximacion estudiados anteriormente usan un paso de integracion h de
longitud fija. Sin embargo, si se desea mantener acotado el error de la aproximacion, a veces
es mejor usar una longitud variable a cada paso en la integracion. El método de Fehlberg usa
el algoritmo de Runge-Kutta, pero agrega control del paso de integracién en regiones donde
pueda incrementarse el error.

4.4.1. Algoritmo de Fehlberg

Obtiene una solucién aproximada para la ecuacién y' = f(t, y), con condicién inicial
y(a) = a, en el intervalo a <t < b, con un error menor a la tolerancia especificada.

ENTRADA f(t,y), a, b, o, TOL, cotas de error hae v Rmin.-
SALIDA ¢, y(t), h, o mensaje de error.
Paso1l Hacert=a,y=a, h=hpye, FLAG =1
Imprimir (¢, y)
Paso 2 Mientras FFLAG = 1 hacer pasos 3 al 11
Paso 3 Hacer ky = h- f(t,y)
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ha=h-flt+4y+5)
=h- f(t+3%y+38 +9k2)

ky=h- f(t+ Bhy+ 52k — atks + 250 ks)
ks =h-f(t+hy+ 52k, —8ky + 3k — STky)
kg =h-ft+2%y— 2k +2ky — Bk 4 B9, L)
Paso 4 Hacer R = % ‘ﬁkl — %]{73 — %M + %k@ + %kﬁ‘
Paso 5 Si R <TOL, hacer pasos 6 y 7

Paso 6 Hacert=t+h

y=y+ 2k + osks + 230 ky — £ks

Paso 7 Salida (¢,y, h)

Paso 8 Hacer § = 0.84(TOL/R)"/*

Paso 9 Sid < 0.1 entonces

Hacer h = 0.1h
O si § > 4 entonces
Hacer h = 4h
O bien
Hacer h = oh

Paso 10  Si h > h,,,, entonces
Hacer h = h,00
Paso 11  Si ¢ > b entonces hacer FLAG =0
O sit+ h > b entonces
Hacer h=5b—1
O si h < hyy, entonces
Hacer FLAG = 0,
SALIDA (Se ha rebasado Ay, )
Paso 12 TERMINAR

4.4.2. Cddigo de Fehlberg

Ejemplo de cddigo de Fehlberg para la ecuacion

dy 9
Yy
at Yt
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#include<stdio.h>
#include<math.h>
FILE *0UP[1];
double F(double, double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, double *L, double *,
double *, int *);
void OUTPUT(FILE *x);
main() {
double A,B,TOL,ALPHA,HMAX,HMIN,H,T,W,K1,K2,K3,K4,K5,K6,R,DELTA;
int I,N,O0K;
INPUT (&0K, &A, &B, &ALPHA, &TOL, &HMIN, &HMAX, &N);
if (0K) {
OUTPUT(OUP) ;
H = HMAX;
T = A;
W ALPHA;
fprintf (xQUP, "%12.7f %11.7f 0 O\n", T, W);
0K = true;
while ((T < B) && OK) {
K1 = H+F(T,W);
K2 = H*F(T+H/4,W+K1/4);
K3 = H*F(T+3*H/8,W+(3*%K1+9*K2) /32) ;
K4 = H*F(T+12%H/13,W+(1932*K1-7200%K2+7296*K3) /2197) ;
K5 = H*F (T+H,W+439%K1/216-8*K2+3680%K3/513-845%K4/4104) ;
K6 = H*F(T+H/2,W-8*K1/27+2*K2-3544*K3/2565
+1859%K4/4104-11%K5/40) ;
R = absval(K1/360-128%K3/4275-2197%K4/75240.0

+K5/50+2%K6/55) /H;
if (R <= TOL) {
T =T + H;

W = W+25%K1/216+1408*K3/2565+2197*K4/4104-K5/5;
fprintf (xQUP, "%12.7f %11.7f %11.7f %11.7f\n", T, W, H, R);
}
if (R > 1.0E-20) DELTA = 0.84 * exp(0.25 * log(TOL / R));
else DELTA = 10.0;
if (DELTA <= 0.1) H = 0.1 * H;
else {
if (DELTA >= 4.0) H = 4.0 * H;
else H = DELTA * H;
}
if (H > HMAX) H = HMAX;
if (H < HMIN) OK = false;
else {
if (T+H > B)
if (absval(B-T) < TOL) T = B;
else H =B - T;
}
}
if (10K) fprintf (x0UP, "Se excedio el H minimo\n");
fclose (x0UP) ;
}

return O;
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}
double F(double T, double Y)
{
double f;
f =Y - T+«T + 1.0;
return f;
}

void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA, double *TOL, double
*HMIN, double *HMAX, int *N)

{
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar los limites de integracion separados por un espacio\n");
scanf ("%1f %1f", A, B);
if (%A >= *B)
printf ("El limite inferior debe ser menor que el limite superior\n");
else *0K = true;
}
printf ("Dar la condicion inicialln");
scanf ("%1f", ALPHA);
*0K = false;
while (! (*0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1f", TOL);
if (*TOL <= 0.0) printf("Debe ser positiva\n");
else *0K = true;
}
*0K = false;
while (! (x0K)) {
printf ("Dar el espaciado minimo y maximo separados por un espacio");
scanf ("%1f %1f", HMIN, HMAX);
if ((*HMIN < *HMAX) && (*HMIN > 0.0)) *0K = true;
else {
printf ("E1l espaciado minimo debe ser positivo y");
printf ("menor que el espaciado maximo\n");
}
}
}
void OUTPUT(FILE **QUP)
{

char NAME[30];

printf ("Dar el nombre del archivo de salida en el formato:\n");

printf ("nombre.txt\n");

scanf ("%s", NAME);

*0UP = fopen(NAME, "w");

fprintf (x0UP, " T(I w(I) H R\n\n") ;



62 Capitulo 4. Ecuaciones diferenciales ordinarias

4.5. Meétodos multipasos

Para reducir aun mas el error, también se pueden usar varios puntos al calcular el préoximo
paso. A veces la formula de recurrencia en estos métodos sélo involucra valores de y; previos,
por lo que se les llama métodos explicitos. Otras veces la férmula de recurrencia contiene el valor
que se esta tratando de calcular, por lo que se les llama métodos tmplicitos. Frecuentemente
se combinan métodos explicitos e implicitos para dar los llamados métodos predictor-corrector,
donde el método explicito predice la aproximacién, mientras que el implicito la corrige. A
continuacién se da el algoritmo para el método de Adams, uno de los méas usuales de los
métodos predictor-corrector.

4.5.1. Algoritmo predictor-corrector de Adams

Aproxima una solucién del problema

y'=fty), a<t<b yl)=a
en n + 1 valores de t equiespaciados en |a, b].
ENTRADA f(t,y), a, b, n, «.
SALIDA Aproximacién a y en n + 1 puntos.
Paso 1 Hacer h = I’_Ta, to=a, yp = «
Imprimir (o, yo)
Paso 2 Para i =1,2,3 hacer los pasos 3 al 5
Paso 3  Hacer ky = h f(ti—1,vi-1)
ko =h f(tio+ 2y +52)
ks =h f(ti-1 + %Jli—l + %2)
ky=h f(ti-1 +h,yio1 + ks)
Paso 4 Hacer y; = yi—1 + ¢ (k1 + 2k — 2+ 2ks + ky)
t; =a+1h
Paso 5  Salida (t;, ;)
Paso 6 Para i =4,...,n hacer pasos 7 al 10
Paso 7 Hacer t = a + ih
Y =Ys + 55 55 (t3, y3) — 59 (t2, y2) + 3T (tr, 51) — 9 (to, Yo)]
Yy =ys+ 37 [9F(t,y) +19f (s, ys) — 5f (2, y2) + f(t1,91)]
Paso 8  Salida (¢;,v;)
Paso 9 Para j =0,1,2 hacer t; =11, y; = ¥j+1
Paso 10 Hacer t3=1t, y3 =1y
Paso 11 TERMINAR
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4.5.2. Cddigo predictor-corrector de Adams

Ejemplo de cédigo de Adams para la ecuacion

dy _ — 2+ 1.
dt
#include<stdio.h>
#include<math.h>
FILE *QUP[1];
double F(double, double);
void RK4(double , double , double , double *, double *);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE **);
main() {
double T[4],W[4];
double A,B,ALPHA,H,TO,W0;
int I,N,J,0K;
INPUT(&0K, &A, &B, &ALPHA, &N);
if (0K) {
OUTPUT (OUP) ;
H= (B - 4) / N;
T[O] = A;
w[o] ALPHA;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T[0], W[0]);
for (I=1; I<=3; I++) {
RK4(H, T[I-1], W[I-1], &T[I], &W[I1);
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", T[I], W[I]);

}
for (I=4; I<=N; I++) {
TO = A + I % H;
WO = W[3]+H*(55.0%F(T[3],W[3])-59.0%F(T[2],W[2])
+37.0%F(T[1],W[1])-9.0%F(T[0],W[0]))/24.0;
WO = W[3]+H*(9.0*F(TO,W0)+19.0xF(T[3],W[3])
-5.0%F(T[2],W[2]1)+F(T[1],W[1]))/24.0;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.7f\n", TO, WO);
for (J=1; J<=3; J++) {
T[J-1] = T[J];
W[J-1] = W[J];

b
T[3]
W3]

TO;
WO;

}
fclose (*QUP);
}
return O;
}
double F(double T, double Y)
{
double f;
f=Y-T+T + 1.0;
return f;
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void RK4(double H, double TO, double WO, double *T1, double *W1)
{

double K1,K2,K3,K4;

*T1 = TO + H;

K1 = F(TO, WO0);

K2 = F(TO + 0.5 * H, WO + 0.5 * K1);

K3 = F(TO + 0.5 * H, WO + 0.5 * K2);

K4 = F(xT1, WO + K3);

*W1 = WO + (K1 + 2.0 * (K2 + K3) + K4) / 6.0;

=== jasiias
* ¥ X ¥

}
void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA, int *N)
{
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf("Dar los limites del intervalo separados con un espacio\n");
scanf ("%1f %1f", A, B);
if (%A >= x*B)
printf ("El limite derecho debe ser mayor que el izquierdo\n");
else *0K = true;
}
printf("Dar la condicion iniciall\n");
scanf ("%1£f", ALPHA);
*0K = false;
while (! (*0K)) {
printf ("Dar un numero de subintervalos mayor a 3 ");
scanf ("%d", N);
if (%N < 4) printf("Debe ser al menos 4\n");
else *0K = true;
}
}
void OUTPUT(FILE **QUP)
{
char NAME[30];
printf("Dar el nombre del archivo de salida en el formato:\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
*0UP = fopen(NAME, "w");
fprintf (xQUP, " t w\n");

Ejercicios

Resolver numéricamente los siguientes problemas de valor inicial en el intervalo dado, usando los métodos
estudiados anteriormente. Comparar la precisién de cada método usando igual nimero de puntos en cada caso
y graficando las soluciones.

y=3+z—y,y0)=1,0<z<1
yYy=1-2+4y,y9(0)=1,0<x <2
y =-3x+2y,y(0)=1,0<x<3
Yy =5r—3/y,y(0)=2,0<x<2

= L b=
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7.y = L (0)=0.5,0<z <3

8 Y =05—-2+4+2y,y0)=1,0<z<2

9. ¥ =1# v0)=-20<z<1

10 ¢y =yr+y,y0)=3,0<x<2
1. y=224+9%y0)=1,0<z<3

12. ¢y =cosbrz, y(0)=1,0<z <2

13. y’:av2 1 y(0)=0,0<z<1

4. ¢ =z2e3* -2y, y(0)=0,0<z<1

5. ¢y =14+(x-y)?%y?2)=12<2<3

16. vy =14y/z,y(1)=2,1<x<2

17. y' =cos2x +sen3z, y(0) =1,0<z <1

18, y' =y/r—(y/z)* y(1)=1,1<z <2

19. y' =1+y/z+(y/x)* y(1)=0,1<x <3
20. y¥'=—(y+1y+3),y0)=-20<z<2
21. y' = —by+522+22,y(0)=3,0<z<1
22, y =2y4a?e”, y(1)=0,1<z<2

23. y =senz+e " y(0)=0,0<z<1

24. ¢ = v =-2,1<2<3

25. y' = (t+22%)y® —ay, y(0) =1, 0< 2z <2

26. Una pieza de metal de masa m = 0.1 kg que estaba a una temperatura T" = 200 °C se lleva a una
habitacion que estd a T = 25 °C. Si la temperatura del metal sigue la ecuaciéon

dr A

&= pov [e0(297 — TY) + ho(297 - T)], T(0) = 473
con t en segundos, y p = 300 kg/m?3, v = 0.001 m3, A = 0.25 m?, ¢ = 900 J/kg K, h. = 30 J/m? K,
£=0.8y 0 =>5.67x10"% w/m? K*, calcular las temperaturas del metal cada 10 segundos, hasta llegar
a 10 minutos.

27. Un circuito con una resistencia R = 1.4 €2, inductancia L = 1.7 H, capacitancia C' = 0.3 F y una fuerza
electromotriz dada por
E(t) = e "%t gen(2t — ),

satisface la ecuacion
di C,dzE 1dE 1

a S tra Tt

Si i(0) = 0, encontrar el valor de i para t =0.15, con j =0, 1, 2, .. ., 100.
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4.6. Ecuaciones de orden superior y sistemas

Aqui estudiaremos la solucién de sistemas con valores iniciales, no considerando problemas
con valores de frontera. Se sabe, del curso de ecuaciones diferenciales ordinarias, que toda
ecuacion diferencial de orden superior se puede transformar en un sistema de ecuaciones di-
ferenciales de primer orden y viceversa. Por ejemplo, una ecuacién de segundo orden puede
sustituirse por un sistema de dos ecuaciones diferenciales de primer orden. Entonces sera su-
ficiente con tratar o analizar la solucién de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden.

Para resolver el sistema

dx

- t

dt f( Jx?y>
dy

A t

7 g(t,z,y)

en forma numérica, es suficiente con calcular los valores de x y y con alguno de los métodos
estudiados anteriormente (Euler, Adams, etc.) y sustituirlos en cada nueva iteracién

riv1 = x;+ hf(ti, i, y)
Yisr = Yi+hg(ts, i, vi).

Por ejemplo, usando el método de Runge-Kutta, podemos hacer

h
Tiv1 = Xy + 6 [k’l + 2]{52 + 2]{33 + k’4]
h
Yit1 = Y+ G (01 + 20y + 205 + {4]
donde

ki = filti, zi, y:)
ky = filti+N/2,2;+ (h/2) k1, yi + (h/2) &)
ks = fi(zi+h/2,2;+ (h/2) ko, yi + (h/2) £2)
1(z; + hyx; + h ks, y; + hes)
(
(
(
(

~ >
= =
Il
ey

ti, T4, i)

by = folti+h/2,2;+ (h/2) K1,y + (R/2) £1)
Uy = folx; + h/2, 2 + (h/2) ko, y; + (h/2) £3)
by = folxy+ h,x; + h ks, y; + his).

Por supuesto, este método se puede extender a tres o mas ecuaciones, dependiendo del
orden de la ecuacion o sistema que se desee resolver numéricamente.
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4.6.1. Algoritmo de Runge-Kutta para sistemas

Obtiene una solucién aproximada del problema de valor inicial

:1:'Zfl(t,x,y),y'zfg(t,x,y), x(to):$07 y(t()):y07 te [a'7b]'

ENTRADA fi(t,x,y), fo(t, z,y), a, b, n, o, Yo.
SALIDA Aproximacién a x(t), y(t) en n valores de ¢ equidistantes.
Paso 1 Hacer h=(b—a)/n,t=a, x =10, y =1
Paso 2 Parai=1,...,n hacer pasos 3 y 4
Paso 3  Hacer ki = fi(x,y)
ke = fi(z+ % y+ k)
ks = fi(z 4+ %,y + 2ko)
ky= fi(x+ h,y+ h ks)
=+ 2(k + 2ky + 2ks + ky)
Paso 4  Hacer ¢; = fo(x,y)
Uy = folx+ 2,y + k)
U3 = falz+ 5,y + 2ks)
Uy = fo(z+h,y+h k)
y=y+ 2l + 20, + 205+ {y)
t=t+nh
SALIDA ((¢,z,y))
Paso 5 TERMINAR

4.6.2. Cddigo de Runge-Kutta para sistemas
Ejemplo de cédigo de Runge-Kutta para el sistema

dx
— = 4y —

W gury 1.6y + 3.6.
dt
#include<stdio.h>
#include<math.h>
FILE *0UP[1];
double Fi(double, double, double);
double F2(double, double, double);
void INPUT(int *, double *, double *, double *, double *, int *);
void OUTPUT(FILE *x*);
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main() {
double A,B,ALPHA1,ALPHA2,H,T,W1,W2,X11,X12,X21,X22,X31,X32,X41,X42;
int I,N,0K;
INPUT (&0K, &A, &B, &ALPHA1, &ALPHA2, &N);
if (0K) {
OUTPUT(OUP) ;
H= (B -4 /N;
T = A;
Wi ALPHA1;
W2 = ALPHA2;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.8f %11.8f\n", T, W1, W2);
for (I=1; I<=N; I++) {

X11 = H * F1(T, Wi, W2);

X12 = H * F2(T, Wi, W2);

X21 = H * F1(T+ H / 2.0, WL + X11 / 2.0, W2 + X12 / 2.0);
X22 = H * F2(T+ H/ 2.0, WL + X11 / 2.0, W2 + X12 / 2.0);
X31 = H *x FI(T + H/ 2.0, W1 + X21 / 2.0, W2 + X22 / 2.0);
X32 = H x F2(T + H / 2.0, W1 + X21 / 2.0, W2 + X22 / 2.0);
X41 = H = F1(T + H, W1 + X31, W2 + X32);

X42 = H = F2(T + H, W1 + X31, W2 + X32);

Wl =Wl + (X11 + 2.0 * X21 + 2.0 * X31 + X41) / 6.0;

W2 = W2 + (X12 + 2.0 * X22 + 2.0 * X32 + X42) / 6.0;

T=A+T1=x%H;
fprintf (xQUP, "%5.3f %11.8f %11.8f\n", T, W1, W2);
}
fclose (*0UP) ;
}
return 0;
} double Fi1(double T, double X1, double X2) {
double f;
f = -4xX1+3*X2+6;
return f;
} double F2(double T, double X1, double X2) {
double f;
f = -2.4%xX1+1.6%X2+3.6;
return f;
} void INPUT(int *0K, double *A, double *B, double *ALPHA1, double *ALPHA2, int *N) {
double X;
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el valor del extremo A\n");
scanf ("%41f", A);
printf ("Dar el valor del extremo B\n");
scanf ("%41f", B);
if (*A >= *B)
printf ("El valor de B debe ser mayor que el de A\n");
else *0K = true;
}
printf("Dar la condicion inicial y1(A)\n");
scanf ("%1f", ALPHA1);
printf("Dar la condicion inicial y2(A)\n");
scanf ("%1f", ALPHA2);
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*0K = false;
while(! (x0K)) {
printf ("dar el numero de subintervalos\n");
scanf ("%d", N);
if (*N <= 0.0) printf("Debe ser un numero naturall\n");
else *0K = true;
}
} void OUTPUT(FILE **QUP) {
char NAME[30];
printf ("Dar el nombre de un archivo para escribir la solucion\n");
printf ("Debe estar en el formato\n");
printf ("nombre.txt\n");
scanf ("%s", NAME);
*0UP = fopen(NAME, "w");
fprintf (*0UP, "Metodo de Runge-Kutta para un sistema de
dos ecuaciones de primer orden\n");

fprintf (xQUP, " t y1 y2\n\n") ;
printf ("Presionar enter para terminar el programa \n ");
getchar();
getchar();

}

Ejercicios

Resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales dados o ecuaciones diferenciales de orden superior (previa
transformacién a un sistema).

¥ =z—4y,y=—x+y, 20)=190)=0,0<t<1
¥=xz4+y+t,y =4r—2y,2(0)=1,350)=0,0<t<2
¥ =2zx+yt,y =xy,x(0)=1,y0)=1,0<t<3
¥=—tr—y—1,9y =z20)=1,y0)=1,0<¢t<2
'=rx—y+4uay, vy =3x—-2y—xy,2(0)=0,y0)=1,0<t<1
"=2(1-0.52—-0.5y), ¥ =y(—0.25+0.25z), 2(0) =4, y(0) =1,0 <t <2
' =e "t —cosz, y =sen(z —3y), z(0)=1,y(0)=2,0<t <3
o = (4 — 0.0003z — 0.0004y), 5 = y(2 — 0.0002z — 0.0001y), (0) = 10000, y(0) = 10000, 0 < ¢ < 4
=3z +2y— (22 +1)e?, ¢y =dx+y+ 2+ 2t —4)e?, 2(0) =1, y(0) =1,0<t <2

8
|

© 0P N o o W
8
I

10. 2’ = —4z — 2y + cost+4sent, y' =3z +y —3sent, (0) =0, y(0) =—-1,0<¢t <3
11. 2= +x)seny,y' =1—x—cosy, z(0) =0, y(0)=0,0<¢<1

12 2/=2+9y%y =2+y, 20)=090)=0,0<t<2

13. 2=y, ¢y =—-a2—-2"+1,2/=—2—e'+1,2(00)=1,y0)=0,20)=1,1<t<2
4., 2/=y—z2+t,y =3t 2 =y+e 20 =190)=1,20)=-1,0<t<1

15. 2’ +t%2' +3z=1t,2(0)=1,2/(0)=2,0<¢t <2

16. 2/ —a' +x=te' —t,2(0)=0,2/(0)=0,1<¢t<2

17. 2" +22" —a' =2z =€, 2(0) =1,2/(0) =2,2"(0)=0,0< ¢t <3
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18.
19.
20.
21.

22.
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22" —2t2' + 2z =t3Int, x(1) =1,2'(1) =0, 1 <t <2
32" — 22" + 3ta’ —dx =5t3Int + 93, x(1) =0, 2'(1) =1, 2"(1) =3,1 <t < 2
0" +16send =0, 0(0) = 5, ¢'(0) =0

En un lago viven dos tipos de peces, uno de los cuales se alimenta del otro. Si la poblacién del pez
que es la presa es x1(t), y la poblacién del depredador es z2(t), las poblaciones satisfacen el sistema de
ecuaciones

2 (t) = 3z1(t) — 0.00221 (t)x2(t)
Encontrar las poblaciones para 0 < t < 4, suponiendo que z1(0) = 1000 y z2(0) = 500. Graficar ambas

poblaciones como funcién del tiempo en la misma figura y comparar los méximos y minimos de cada
una de ellas.

El movimiento de una particula sujeta a un resorte, que experimenta frenado por viscosidad, se puede
modelar por medio de la ecuacion

F(t)
" ) / 2 _
Y+ 20wy +wy Tk

donde w = \/k/M, ( = 55, k=32kg/s>, M =5kg y

2Mw?
9.8 0<t<1
F(t)_{ 0 t>1.

Determinar el movimiento de la particula en 0 <t < 10 s.



Capitulo 5

Sistemas de ecuaciones lineales y no
lineales

En este capitulo se presentan dos algoritmos para obtener una solucién de sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales. Aunque el método de eliminaciéon gaussiana se estudia en
cursos de algebra lineal, es conveniente hacer una modificacién para reducir la acumulacién de
error de redondeo. El método del punto fijo es también muy usual para aumentar la eficiencia
de célculo, al evitar resolver matrices demasiado grandes como las usuales en el método de
eliminacién gaussiana. Para sistemas de ecuaciones lineales se estudia el método de eliminacion
gaussiana con pivoteo y el método del punto fijo.

Los sistemas no lineales son especialmente dificiles, tanto por los calculos involucrados
(el jacobiano, con las derivadas parciales involucradas), como porque no hay un método facil
para encontrar los puntos iniciales para comenzar a aproximar. Se recomienda, por tanto,
usar graficas tridimensionales cuando sea posible. Para estos sistemas se estudia el método de
Newton y el de Broyden.

5.1. Método de eliminacion gaussiana con pivoteo

Aunque los sistemas de ecuaciones lineales pueden resolverse en forma analitica, en la
préactica, la gran cantidad de calculos involucrados hace necesario el uso de computadoras
para llevarlos a cabo, lo cual tiene como consecuencia la acumulacién de error de redondeo.
Para reducirlo, al método de eliminacién gaussiana convencional hay que anadir el pivoteo,
que consiste en hacer intercambios de renglones aun cuando el elemento pivote no es cero: si el
elemento pivote es pequeno comparado con los otros elementos de la misma columna, se hace
un intercambio de renglon con el que contenga el elemento de mayor valor absoluto.
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5.1.1. Algoritmo de eliminacién gaussiana con pivoteo

Obtiene la solucién del sistema de ecuaciones lineales

1121 + A12T2 + -+ + A1 Ty = A1 p41
A21T1 + Q222 + +++ + A1p Ty, = G241
Ap1T1 + ApaX2 + -+ - + AppTy,, = Qpp+1-

ENTRADA Numero de ecuaciones n, matriz aumentada A = (a;;).
SALIDA Solucién x1, . . . ,x, o mensaje de que el sistema no esta determinado.
Paso 1 Parai=1,...,n hacer NROW (i) =i NCOL(i) =i
Paso 2 Parai=1,...,n — 1 hacer pasos 3 al 6

Paso 3  Tomar py ¢, los enteros mas pequenos que cumplan i < p,qg <ny
(a(ROW (p), NCOL(g)| = misicy jala( NROW (k), NCOL()))|
{Se usa la notacién: a(NROW (i), NCOL(j)) = anrow@),NcOL() }

Paso 4  Si a(NROW (p), NCOL(q)) = 0 entonces

SALIDA (’El sistema estd indeterminado’)
TERMINAR

Paso 5 Si NROW (i) # NROW (p) hacer
NCOPY = NROW (i)
NROW (i) = NROW (p)
NROW (p) = NCOPY
Si NCOL(i) # NCOL(p) hacer
NCOPY = NCOL(i)
NCOL(i) = NCOL(q)
NCOL(q) = NCOPY

Paso 6 Para j =i+ 1,...,n hacer pasos 7y 8

Paso 7 Hacer m(NROW (j), NCOL(i)) = Z((%ggg//(é))xggfég))
Paso8 Hacer (Exgrow;)—m(NROW (j), NCOL(3))-Enrow)) = (Exnrow(j))

Paso 9  Si a(NROW (n), NCOL(n)) = 0 entonces
SALIDA (No hay solucién tnica)
TERMINAR
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Paso 10  Hacer z(NCOL(n)) = a&ggs&%%ggggn))
Paso 11  Hacer
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a(NROW (i),n + 1) = Y™, a(NROW (i), NCOL(j)) - e(NCOL(j))

HNCOL(i) = a(NROW (i), NCOL(i))

Paso 12 SALIDA (’La solucién es’)
(Cz(,NCOL(i),)=",x(NCOL(1)))

TERMINAR

5.1.2. Cédigo para el método de eliminaciéon con pivoteo

#include<stdio.h>

#include<math.h>

void INPUT(int *, double [][11], int *);
void OUTPUT(int, double *);

main()

{

double A[10][11], X[10];

double AMAX,XM,SUM;

int NROW[10];

int N,M,ICHG,I,NN,IMAX,J,JJ,IP,JP,NCOPY,I1,J1,N1,K,N2,LL,KK,OK;
INPUT(&0K, A, &N);

if (0K) {

M=N+ 1;

for (I=1; I<=N; I++) NROW[I-1] = I;

NN = N - 1;

ICHG = 0;

I=1;

while ((OK) && (I <= NN)) {
IMAX = NROW[I-1];
AMAX = abs(A[IMAX-1][I-1]1);
IMAX = I;
JJ =1+ 1;

for (IP=JJ; IP<=N; IP++) {
JP = NROW[IP-1];
if (abs(A[JP-1]1[I-1]) > AMAX) {
AMAX = abs(A[JP-1][I-1]);

IMAX = IP;
}
}
if (AMAX <= 0) OK = false;
else {

if ( NROW[I-1] !'= NROW[IMAX-1]) {
ICHG = ICHG + 1;
NCOPY = NROW[I-1];
NROW[I-1] = NROW[IMAX-1];
NROW[IMAX-1] = NCOPY;
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I1 = NROW[I-1];
for (J=JJ; J<=N; J++) {
J1 = NROW[J-11;
XM = A[J1-11[I-1] / A[I1-1]1[I-1]1;
for (K=JJ; K<=M; K++)
A[J1-1][K-1] = A[J1-1][K-1] - XM * A[I1-1][K-1];
A[J1-1]1[I-1] = 0.0;

}
I++;
}
if (0K) {
N1 = NROW[N-1];
if (abs(A[N1-1][N-1]) <= 0) OK = false;
else {
X[N-1] = A[N1-1]1[M-1] / A[N1-1][N-1];
for (K=1; K<=NN; K++) {
I =NN-K+ 1;
JJ =1+ 1;
N2 = NROW[I-1];
SUM = 0.0;
for (KK=JJ; KK<=N; KK++) {
SUM SUM - A[N2-1] [KK-1] * X[KK-1];

}

X[1-1] (A[N2-1] [N] + SUM) / A[N2-1][I-1];

}
OUTPUT(N, X);
}
}
if (!0K) printf("El sistema tiene infinitas soluciones\n");
}
getchar();
getchar();
}
void INPUT(int *0K, double A[][11], int *N)
{
int I, J;
printf("Solucion de un sistema de N ecuaciones lineales con N incognitas");
printf (" usando eliminacion con pivoteo, dada la matriz AUMENTADA\n");
printf("A(1,1), A(1,2), ..., ACL,N+1)\n");

printf ("A(2,1), A(2,2), ..., A(2,N+1)\n");

printf(". . . ");

printf("A(N,1), A(N,2), ..., A(N,N+1)\n\n");
*0K = false;

while (!(*0K)) {

printf ("Dar el numero de ecuaciones\n");

scanf ("%d", N);

if (xN > 1) {

for (I=1; I<=xN; I++) {

for (J=1; J<=«N+1; J++) {
printf("Dar el coeficiente A(Y%d,%d) ", I, J);
scanf ("%1f", &A[I-1]1[J-11);}
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}
*0K = true;
}
else printf ("Debe ser un entero mayor que 2\n");
}
}
void OUTPUT(int N, double *X)
{
int I, J;
printf ("\n\nEl sistema tiene el vector solucion:\n");
for (I=1; I<=N; I++) {
printf(" %12.8f", X[I-11);
}
printf("\n");
}

5.2. Método del punto fijo

Otra técnica muy usual para resolver sistemas de ecuaciones lineales comienza por pasar el
sistema de la forma AT = b a la forma 7 = BZ + ¢, lo cual se logra despejando cada variable
en cada una de las ecuaciones. A continuacién se toma alguna aproximacién inicial Z° (a falta
de algo mejor, se puede iniciar con 7 = 5), y se itera sucesivamente, haciendo

7®) = pzk-Y 4 & (5.1)

Cuando se hace esto, se le llama método de Jacobi. Para acelerar la convergencia, en cada
iteracion se pueden usar no sélo los valores obtenidos en la iteraciéon anterior, sino también los

generados en la presente iteracion. Cuando se usa esta variacion se llama método de Gauss-
Seidel.

5.2.1. Algoritmo del punto fijo

Obtiene una solucién aproximada para el sistema @ = Br+¢ dada una aproximacién
inicial £©.

ENTRADA Numero de ecuaciones y de incégnitas n, coeficientes b;;, términos
independientes ¢;, aproximacién inicial £, tolerancia TOL, ntmero de iteraciones
maximo N.

SALIDA Solucién aproximada & o mensaje de error.
Paso 1 Hacer k=1
Paso 2 Mientras £ < N hacer pasos 3 al 6

Paso 3 Parai=1,...,n hacer

i—1 n (0)
i GyT = Y 4Ty b
Qg

X
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Paso 4 Si ||# — Zy|| < TOL entonces
SALIDA (La solucion es Z)
TERMINAR
Paso 5 Hacer k=Fk+1
Paso 6 Parai=1,...,n hacer (¥ =i =g,
Paso 7 SALIDA ("El método fracasé después de N iteraciones’)
TERMINAR

5.2.2. Cddigo para iteracion del punto fijo

#include<stdio.h>
#include<math.h>
void INPUT(int *, double *, double [][11], double *, int *, int *);
void OUTPUT(int, double *);
main()
{
double A[10][11],X1[10];
double S,ERR,TOL;
int N,I,J,NN,K,OK;
INPUT(&0K, X1, A, &TOL, &N, &NN);

if (0K) {
K=1;
0K = false;
while ((!'0K) && (X <= NN )) {
ERR = 0.0;
for (I=1; I<=N; I++) {
S =0.0;

for (J=1; J<=N; J++) if (J!=I) S = S - A[I-11[J-1] * X1[J-11;
S = (S + A[I-11[N])/A[I-1][I-1];
if (abs(S) > ERR) ERR = abs(S);
X1[I-1] = X1[I-1] + S;
}
if (ERR <= TOL) OK = true;
else
K++;
}
if (!0K) printf("Se excedio el maximo de iteraciones\n");
else OUTPUT(N, X1);
}
getchar();
getchar();
}
void INPUT(int *0K, double *X1, double A[][11], double *TOL, int *N, int *NN)
{
int I, J;
printf("Solucion de un sistema de N ecuaciones lineales con N incognitas");
printf (" usando eliminacion con pivoteo, dada la matriz AUMENTADA\n");
printf("A(1,1), A(1,2), ..., AC1,N+1)\n");
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printf("A(2,1), A(2,2), ..., A(2,N+1)\n");

printf(". . . ");
printf ("A(N,1), A(N,2), ..., A(N,N+1)\n\n");
*0K = false;

while (!(*0K)) {

printf ("Dar el numero de ecuaciones\n");

scanf ("%d", N);

if (xN > 1) {

for (I=1; I<=xN; I++) {

for (J=1; J<=xN+1; J++) {
printf("Dar el coeficiente A(%d,%d) ", I, J);
scanf ("%1f", &A[I-11[J-11);}

}
*0K = true;
}
else printf ("Debe ser un entero mayor que 2\n");
}
*0K = false;

while (! (x0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1f", TOL);
if (*TOL > 0) *0K = true;
else printf ("Debe ser un numero positivo\n");
}
*0K = false;
while (! (x0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NN);
if (*NN > 0) *0K = true;
else printf ("Debe ser un numero naturall\n");

}
}
void OUTPUT(int N, double *X1)
{
int I;
printf ("\n\nEl sistema tiene el vector solucion: \n");
for (I=1; I<=N; I++) {
printf(" %12.8f", X1[I-11);
}
printf("\n");
}

Cabe senalar que, con las modificaciones adecuadas, este método puede aplicarse igualmente
a sistemas de ecuaciones no lineales. El lector avezado sabra hacer las modificaciones necesarias,
tanto al algoritmo como al codigo presentados, para poder resolver sistemas de ecuaciones no
lineales.

Ejercicios
Encontrar soluciones aproximadas para los siguientes sistemas de ecuaciones lineales, usando los dos méto-
dos estudiados. Comparar la precisiéon de ambos métodos por sustitucion directa en el sistema.
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10.

11.

12.

4ry — 29 + 23 =8

T + 2z + 43 = 11
2x1 + 5x9 + 223 =3
2x1 — 1.522 + 323 =1
—x1 + 223 =3

4x1 —4.5x0 +bxg =1
41 + 29+ 223 =9
2x1 +4x9 —x3 = —5H
1 + 29 —3x3 = —9
1 — To + 3x3 =2
3r1 —3x9 +x3 =—1
T+ 220 =3

1 — 0.529 + 23 =4
201 —x9 —x3+ x4 =05

$1+CC2:2

1 — 050 +2x3+24 =05

—x1 + 5172 — 2563 =1
Tx1 —4xo + 203 = —2
8r1+5x9 —3x3 =7
4y + 229 — 8x3 =06
3x1 — dxo + 223 = —7
5561 + X2 — 4563 =-2
91‘1 — 61‘2 — 2$3 =5
—X1 — 3172 + 5563 =—6
—2171 + 4562 — 8563 =7
1+ T+ 14 = 2

2I1+I2—I3+I4:1

—x1+ 220+ 3x3 — x4 =4
31 —x9 —x3+ 2204 = —3

x1 + 229 + bxg = —9
r1 — To + 3x3 =2
3561—6562—.1‘3:25
4oy + 2o+ 23 +24 =7
$1+3$2—I3+I4:3

CC1—JC2—|—2SC3—|—2JC4:2

1 +x9+23+24 =5

T, 4 2x9 + 3+ 224 =5
3r1 + 229 + 223 — 314 = 2
x1 + 2209 + 203 — 204 = —2
T 4 229 + 3x3 —4xy4 = 3

Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales

RI.T1=1,1'2=—1,1'3:3

Rizy=—-1,20=0,235=1

Rizy=1,20=-1,23=3

R: 1 = 1.1875, 25 = 1.8125, z3 = 0.875

R: 21 = 2.4444, 20 = —0.4444, 25 = 1.3333, 24 = 1

R: 1 = 0.122449, 5 = 1.734694, 3 = 4.897959

R: 1 = —1.666667, xo = —0.259259, r3 = —1.648148

R: 21 = 0.634146, x5 = 0.396341, 3 = —0.835366

Rixi=—-1,20=2,23=0,24=1

R2$1:27$2:—3,1‘3:—1

R: 21 = 0.666667, zo = 2.444444, x5 = 3.444444, 4 = 1.555556

R: x1 = 2.857143, 9 = —0.571428, z3 = —0.142857, x4 = 1.714286
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13. 2z, 4+ 429 —8x3+2x4 =5 R: z; = —0.162791, 29 = 3.395349, 3 = 1.595930, z4 = 2.255814
—b5x1 — 219 + 2423 — 1324 =3
6x1 4+ 3x0 — 24x3 + 1624 =7
4y + 19 — 83 + 414 = —1

14. —8x1 +2x9 — 923 + x4 = —11 R: 21 =90, zo = 10, z3 = —80, x4 = —31
Txy —3xo+ Txs+24 =9
2x1 — dxo —x3 + Ty = —7
—2x1 — 3x9 — Bxz + 614 =4

15. —2x1 + 29 — bx3+ 624 =6 R:zy =—-28, 29 =5, 3 = —67, x4 = —65
—9z1 — 1022 + 23+ 224 =5
—x1 — 4z + Brz — dry = —2

—6x1 — 819 + 33 — x4 = —8

16. 4x1 + 2o+ 23+ 24 = -2 R: 1 = -3, 9 = 6.666667, x3 = 7.166667, 4 = —3.833333
T, + 32 —x3+ 14 =06
1 — o+ 2x3 + 224 = —3
1 +xot+x3t+a4 =7

17, x1 +2m2 + 23+ 204 = -2 R: z1 = —6.428571, x5 = 10.642857, 3 = 9.428571, 4 = 5.857143
3r1+ 222+ 2x3 —3x4 =5
x1 + 209 + 203 — 204 = 12
T + 229 + 3x3 — 4x4 = =5

18. 2x1 +4x9 —8x3+2x4 =3 R:izy=-25290=1, z3 =—-0.625, x4, = —0.5
—b5x1 — 219 + 2423 — 1314 = 2
6x1 + 3x2 — 24x3 + 1624 = —5
4y + 29 — 83 +4x4 = —6

19. —8x1 +225 — 923+ 24 =38 R: z1 =102, 29 = =5, x3 = —98, x4 = —48
Tx1 —3x2+ T3+ 24 = —5
2x1 — dxo —x3+ Txy = —9
—2x1 — 3x9 — bxg + 614 = 13

20. —2z1+ 22 —Sw3+ 624 =7 R: 2y = —82, 29 = 32, 3 = —129, 14 = —139
—9z1 — 102 + 3 + 224 = 11
—x1 —4x9 + Bx3 — dxy =4
—6x1 — 812 +3x3 — x4 = —12

21. 221 — 22+ 323 — 224+ 525 =6 R: x1 =12.594, x5 = 14.259, x5 = 14.681, x4 = 33.276, z5 = 11.191
3x1 +4xo — 223 4+ 314 — 925 = 11
5x1 — dxo — Tx3 + 64 + 225 = 15
5x1 — 222 + bx3 — x4 + 45 = —6
Tx1 + 3x2 — 223 + 224 + 25 = —3
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22.

23.

24.

25.

26.

5.3.

Para resolver el sistema F(Z) = 0, dada una aproximacién inicial 7y, donde F(Z) =

Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales

T1 — X2 + 323 —4xrg + S5 = —2 R: 1 =1.221184, x5 = —1.068536, 3 = 2.155763, x4 = 3.183801,
5 = 0.395639

T, +4r9 — 223 + 324 — 315 =1

T1 —Dry — Txz +4x4 + 225 =5

T — To + 2x3 — x4 + 45 =5

T+ To — 23 + 224 + 225 = 3

T1 + 229 —x3 + 224 + 325 = —1 R: z; = —4.269816, x5 = —3.092074, z3 = —5.759007, x4 = 0.807846,
x5 = 1.770216

—x1 — X9 + 223 — 224 + 225 = 1

201 + 209 — x3+ 11y + dxs = —9

—3x1+ 20+ x3+brs+425="7

4xy — Do +3x3 — x4 + 115 = 3

21 + 4wy — 223 + 624 — T25 =3 R: x1 = 5.291826, x5 = 1.586716, x3 = 2.805121, 4 = 4.196302,
x5 = 0.704125

2x1 —x9 +4x3+ 314 — 525 =6

T + 4o + 203 — x4 + 625 = —3

—3x1 + 22+ 23 —dxry — 35 = —6

7561 + 2562 — T3+ 91’4 - 111‘5 =-13

2x1 — 29 + 3x3 + x4 + x5 =1 R: x1 = —2.6625, 9 = —1.5, x3 = 7.9625, x4 = 4.9125, x5 = 6.425
3rx1 — 29 + 223+ dxy + Txs = —2

—2x1 + 4x9 — x3 + Dy + 35 = 2

6x1 — 8x2 — 3x3 + 11wy + D25 = —2

221 +3x2 + 23+ x4 + 425 =3

Un circuito que sigue las leyes de Kirchoff, cumple con el siguiente sistema de ecuaciones para las
corrientes que circulan a través de él:

5i1 + Hig = 6 cos(mt),
g — iy —i5 =0,
%y — 3i5 =0,
11 —t2 — 13 = 0,
Big — Tig — 2i4 = 0.

Encontrar las corrientes involucradas.

Método de Newton

(0) .(0) (0)

(fi(x1, @, ooy ), fa(T1, @y ooy )y ooy (X1, o, o)) v T = (27,25 ..., Ty ), Primero ex-

’

plicamos el método de Newton. Este consiste en obtener la matriz jacobiana
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ofh  of of
o1 0z dzn
of2 Of2 df2
J(@) = | o o oo (5.2)
Ofn  Ofn Ofn
ox1 Oxs 7 Ozn

asi como su inversa J~!(Z), e iterar en la forma siguiente

k) — =1 _ J—l(i:(k—l))ﬁ(f(k—l))_ (5.3)

El célculo de J~(%) puede ser demasiado laborioso, razén por la cual, en vez de eso se
hace un truco, que consiste en hallar un vector ¢ que satisfaga J(#*~1)j = —F(z*~V). Con
ello, la nueva aproximacién de Z#~1 se obtiene con

#®) =700 1, (5.4)

iterandose hasta obtener la precision deseada.

5.3.1. Algoritmo de Newton
Aproxima a la solucién del sistema F () = 0, dada una aproximacién inicial .

ENTRADA Numero de ecuaciones e incégnitas n, aproximacion inicial & = 0,
tolerancia T'O L, ntimero de iteraciones maximo N.

SALIDA Solucién aproximada & o mensaje de error.
Paso 1 Hacer k =1
Paso 2 Mientras k£ < N, hacer pasos 3 al 7
Paso 3 Calcular F(Z)y J(Z)
Paso 4 Resolver el sistema lineal .J(Z) = —F ()
Paso 5 Hacer 7 =7+1y
Paso 6  Si||y]| <TOL
SALIDA (La solucién es 7)
TERMINAR
Paso 7 Hacer k=k+1
Paso 8 SALIDA (EI método fracasé después de Ny iteraciones)
TERMINAR
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5.3.2. Cédigo de Newton

El siguiente cédigo se ejemplifica para el sistema

3z —cos(yz) —0.5=0

2% —81(y +0.1)(y +0.1) +sen(z) + 1.06 = 0

107 — 3
e~ 4 20z + 77; ~0

#include<stdio.h>
#include<math.h>
#define pi 4*atan(1)
double F(int, double *);
double P(int, int, double *);
void INPUT(int *, int *, double *, int *, double *);
void LINSYS(int, int *, double [][11], double *);
main() {
double A[10][11], X[10], Y[10];
double TOL,R;
int N,NN,I,J,K,O0K;
INPUT(&0K, &N, &TOL, &NN, X);
if (0K) {
K=1;
while (OK && (K <= NN)) {
for (I=1; I<=N; I++) {
for (J=1; J<=N; J++) A[I-1]1[J-1] = P(I, J, X);
A[I-1][N] = -F(I, X);
}
LINSYS(N, &O0K, A, Y);
if (0K) {
R =0.0;
for (I=1; I<=N; I++) {
if (abs(Y[I-1]) > R) R = abs(Y[I-1]1);
X[I-1] = X[I-1] + Y[I-1];

printf (" %2d", K);
for (I=1; I<=N; I++) printf(" %11.8f", X[I-11);
printf ("\nj%12.6e\n", R);
if (R < TOL) {
0K = false;
printf("La iteracion %d da la solucion:\n\n", K);
for (I=1; I<=N; I++) printf(" %11.8f", X[I-1]);
}
else K++;
}
}
if (X > NN)
printf ("E1 proceso no converge despues de %d iteraciones\n", NN);
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getchar();
getchar();
}
double F(int I, double *X)
{
double f;
switch (I) {
case 1:
f = 3*X[0] - cos(X[1]*X[2]) -0.5;
break;
case 2:
f = X[0]1*X[0] - 81x(X[1]+0.1)*(X[1]+0.1) + sin(X[2]) + 1.06;
break;
case 3:
f = exp(-X[0]*X[1]) + 20*X[2] + (10*pi-3)/3;
break;
}
return f;
}
double P(int I, int J, double *X)
{
double p;
switch (I) {
case 1:
switch (J) {
case 1:
p=3;
break;
case 2:
p = X[2]*sin(X[11*X[2]);
break;
case 3:
p = X[1I1*sin(X[1]1*X[2]);
break;
}
break;
case 2:
switch (J) {
case 1:
p = 2%X[0];
break;
case 2:
p = -162x(X[1]1+0.1);
break;
case 3:
p = cos(X[2]);
break;
}
break;
case 3:

switch (J) {
case 1:

83
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p = -X[1]*exp(-X[0]*X[1]);

break;
case 2:
p = -X[0]*exp(-X[01*X[1]1);
break;
case 3:
p = 20;
break;
}
break;
}
return p;
}
void INPUT(int *0K, int *N, double *TOL, int *NN, double *X)
{
int I;
char AA;
printf ("Metodo de Newton para un sistema no lineall\n");
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de ecuaciones\n");
scanf ("%d", N);
if (xN >= 2) *0K = true;
else printf ("Debe ser mayor que 2\n");
}
*0K = false;
while (! (%0K)) {
printf ("Dar la tolerancial\n");
scanf ("%1£f", TOL);
if (*TOL > 0.0) *0K = true;
else printf("La tolerancia debe ser positival\n");
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NN);
if (#NN > 0) *0K = true;
else printf("Debe ser un numero naturall\n");
}
for (I=1; I<=*N; I++) {
printf ("Dar aproximacion inicial X(%d).\n", I);
scanf ("%1f", &X[I-1]1);
}
}
void LINSYS(int N, int *0K, double A[][11], double *Y)
{
int L,I,K,IR,IA,J,JA;
double Z,C;
K=N-1;
*0K = true;
I=1;

while (0K && (I <= K)) {
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}

Z = abs(A[I-1][I-11);
IR = I;
IA=1+ 1;

for (J=IA; J<=N; J++)

if (abs(A[J-1]1[I-11) > Z) {

IR = J;
Z = abs(A[J-1]1[I-11);

if (Z <= 0) *0K = false;

else {
if (IR '= I)

for (J=I; J<=N+1; J++) {
C = A[I-11[J-1]1;
A[I-11[J-1] = A[IR-1][J-1];
A[IR-1]1[J-1] = C;

}

for (J=IA; J<=N; J++) {

C = A[J-11[1I-1] / A[I-1][I-1];
if (abs(C) <= 0) C = 0.0;
for (L=I; L<=N+1; L++)
A[J-1]1[L-1] = A[J-1][L-1] - C * A[I-1][L-1];

}
I++;
}
if (0K) {
if (abs(A[N-1][N-1]) <= 0) *0K = false;
else {
Y[N-1] = A[N-1]1[N] / A[N-1][N-1];
for (I=1; I<=K; I++) {
J =N - T;
JA =7 + 1;

}
}

C = A[J-11[N];
for (L=JA; L<=N; L++) C = C - A[J-1][L-1] = Y[L-1];
Y[J-11 = C / A[J-11[J-1];

if (' (*0K)) printf("El sistema lineal es singular\n");

double abs(double val) {
if (val >= 0) return val;
else return -val;

}

5.4.

Método de Broyden

En el método de Newton es necesario calcular y evaluar derivadas parciales en cada ite-
racién. A veces es preferible evitar esto, por lo que se prefiere el método de Broyden, que
consiste en aproximar las derivadas por medio de secantes, andlogamente al método de las
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secantes para ecuaciones de una variable (ver seccién 1.4). El método consiste en lo siguiente:
Primero se busca una matriz que cumpla la propiedad

Ay (@ — 20 = F(zW) - F(z), (5.5)

a partir de la cual se generan aproximaciones sucesivas

—

F(f(z‘)) _ ﬁ(f(i—l)) _ Ai—l(f(i) _ j’(i—l))

70 _ p=1)

Ai - Ai—l +

y con ella se genera cada nueva aproximacion a la solucion

D) = 720 A1 F(70), (5.7)

El siguiente algoritmo establece los pasos para aplicar este método.

5.4.1. Algoritmo de Broyden

Obtiene una solucién aproximada al sistema no lineal F'(Z) = 0 dada una aproxi-
macién inicial @,

ENTRADA Nimero de ecuaciones e incégnitas n, aproximacién inicial 7, tole-
rancia TOL, nimero de iteraciones maximo N.

SALIDA Solucién aproximada o mensaje de error.

Paso 1  Hacer Ay = J(&), siendo J(Z) el jacobiano de F(Z)
Hacer ¢ = F(Z)

Paso 2 Hacer A = Aj*

Paso 3 Hacer § = —Av
Hacer ¥ =¥+ §
Hacer k =2

Paso 4 Mientras £ < N hacer pasos 5 al 13

Paso 5 Hacer W=7

Paso 6  Hacer 2= — Ay

Paso 7 Hacer p= —5'7

Paso 8 Hacer u' = §'A

Paso 9 Hacer A=A+ %(54— 2)u
Paso 10 Hacer § = —Av

Paso 11 Hacer Z =2+ 5
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Paso 12 Si ||5]| < TOL entonces
SALIDA (La solucién es 7)
TERMINAR
Paso 13 Hacer k =k +1
Paso 14  SALIDA (El método fracasé después de Ny iteraciones)
TERMINAR

5.4.2. Cédigo de Broyden

El siguiente cédigo se ejemplifica para el sistema

3z — cos(yz) —0.5=0

2% —81(y +0.1)(y +0.1) +sen(z) + 1.06 = 0

e_xy—|—2Oz+M =0
3
#include<stdio.h>
#include<math.h>
#define pi 4*atan(1)
double F(int, double *);
double PD(int, int, double *);
void INPUT(int *, int *, double *, int *, double *);
void MULT(int, double *, double *, double *, double [][10]);
void INVERT(int, double []J[10], int *, double [][10]);
main() {
double A[10][10], B[10][10], U[10], X[10], V[10], S[10], Y[10], Z[10];
double SN,TOL,VV,ZN,P;
int N,NN,I,J,L,K,KK,OK;
INPUT(&0K, &N, &TOL, &NN, X);
if (0K) {
for (I=1; I<=N; I++) {
for (J=1; J<=N; J++) A[I-1]1[J-1] = PD(I, J, X);
V[I-1] = F(I, X);
}
INVERT(N, B, &O0K, A);
if (0K) {
K = 2;
MULT(N, &SN, V, S, A);
for (I=1; I<=N; I++) X[I-1] = X[I-1] + S[I-1];
printf ("%d",K-1);
for (I=1;I<=N;I++) printf("%11.8f",X[I-1]);
printf ("\n %12.6e\n",SN);
while ((K < NN) && 0K) {
for (I=1; I<=N; I++) {
VV = F(I, X);
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Y[I-1] = VV - V[I-1];
V[I-1] = VV;
}
MULT(N, &ZN, Y, Z, A);
P =0.0;

for (I=1; I<=N; I++) {
P =P - S[I-1] * Z[I-1];
}
for (I=1; I<=N; I++) {
U[I-1] = 0.0;
for (J=1;J<=N;J++)
U[I-1] = U[I-1]+S[J-1]1*A[J-1]1[I-1];
}
for (I=1;I<=N;I++) {
for (J=1;J<=N;J++)
A[I-1][J-1] = A[I-1]1[J-11+(S[I-1]1+Z[I-1]1)*U[J-1]1/P;
}
MULT(N, &SN, V, S, A);
for (I=1; I<=N; I++) X[I-1] = X[I-1] + S[I-1];
KK = K + 1;
printf (" %2d", K);
for (I=1; I<=N; I++) printf(" %11.8f", X[I-1]);
printf ("\n%12.6e\n", SN);
if (SN <= TOL) {
0K = false;
printf("La iteracion numero %d", K);
printf (" da la solucion:\n\n");
for (I=1; I<=N; I++) printf(" %11.8f", X[I-1]);
}
else
K = KK;
}
if (K >= NN)
printf ("El procedimiento no converge\n");
}
}
getchar();
getchar();
}
double F(int I, double *X)
{
double f;
switch (I) {
case 1:
f = 3*X[0] - cos(X[1]1*X[2]) - 0.5;
break;
case 2:
f = X[0]*X[0] - 81*(X[1]+0.1)*(X[1]+0.1) + sin(X[2]) + 1.06;
break;
case 3:
f = exp(-X[0]*X[1]) + 20*X[2] + (10%pi-3)/3;
break;
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}

return f;
}
double PD(int I, int J, double *X)
{

double pd;
switch (I) {
case 1:
switch (J) {
case 1:
pd = 3;
break;
case 2:
pd = X[2]*sin(X[11*X[2]);
break;
case 3:
pd = X[1]*sin(X[1]1*X[2]);
break;
}
break;
case 2:
switch (J) {
case 1:
pd = 2%X[0];
break;
case 2:
pd = -162*%(X[1]+0.1);
break;
case 3:
pd = cos(X[2]);
break;
}
break;
case 3:
switch (J) {
case 1:
pd = -X[1]*exp(-X[0]*X[1]);
break;
case 2:
pd = -X[0]*exp(-X[0]*X[1]);
break;
case 3:
pd = 20;
break;
}
break;
}

return pd;

}

void INPUT(int *0K, int *N, double *TOL, int

{
int I;

*NN, double *X)
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*0K = false;
printf ("Resuelve un sistema no lineal con el metodo de Broyden\n");
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de ecuaciones N\n");
scanf ("%d", N);
if (#N >= 2) *0K = true;
else printf ("N debe ser mayor que 2\n");
}
*0K = false;
while(! (*0K)) {
printf ("Dar la tolerancia\n");
scanf ("%1£f", TOL);
if (#TOL > 0.0) *0K = true;
else printf("La tolerancia debe ser positival\n");
}
*0K = false;
while (!(*0K)) {
printf ("Dar el numero de iteraciones maximo\n");
scanf ("%d", NN);
if (#NN > 0) *0K = true;
else printf ("Debe ser un numero naturall\n");
}
for (I=1; I<=*N; I++) {
printf ("Dar aproximacion inicial X(%d)\n", I);
scanf ("%1f", &X[I-1]1);

}
}
void MULT(int N, double *SN, double *V, double *S, double A[][10])
{
int I, J;
*SN = 0.0;
for (I=1; I<=N; I++) {
S[I-1] = 0.0;
for (J=1; J<=N; J++) S[I-1] = S[I-1] - A[I-1]1[J-1] * V[J-1]1;
#SN = *SN + S[I-1] * S[I-1];
}
*SN = sqrt (xSN) ;
}
void INVERT(int N, double B[][10], int *0K, double A[][10])
{

int I1,J,11,I2,K;

double C;

for (I=1; I<=N; I++) {
for (J=1; J<=N; J++) B[I-1][J-1] = 0.0;
B[I-1][I-1] = 1.0;

}

I=1;

while ((I <= N) && 0K) {
I1 =1 + 1;
12 = I;

if (I '=1N) {
C = abs(A[I-1][I-11);
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for (J=I1; J<=N; J++)
if (abs(A[J-1]1[I-11) > C) {
12 = J;
C = abs(A[J-1]1[I-1]);

}
if (C <= 0) *0K = false;
else {
if (I2 '= 1)
for (J=1; J<=N; J++) {
C = A[I-1]1[J-1]1;
A[I-11[J-1]1 = A[I2-1]1[J-1];
A[12-1]1[J-1] = C;
C = B[I-1][J-1]1;
B[I-1]1[J-1] = B[I2-1]1[J-11;
B[I2-1]1[J-1] = C;
}
}
}
else if (abs(A[N-1][N-1]) <= 0) *0K = false;
if (*0K)
for (J=1; J<=N; J++) {
if (J'=1) {
C = A[J-1][1-1] / A[I-1]1[I-1];
for (K=1; K<=N; K++) {
A[J-11[K-1] = A[J-1]1[K-1] - C * A[I-1]1[K-1];
B[J-1]1[K-1] = B[J-11[K-1] - C * B[I-1][K-1];
}
}
}
I++;
}
if (*0K)

for (I=1; I<=N; I++) {
C = A[I-1][1I-1];

for (J=1; J<=N; J++) A[I-1][J-1] = B[I-1]1[J-1] / C;

}

else printf("El Jacobiano no tiene inversa\n");

Ejercicios
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Aproximar al menos una solucién para cada uno de los sistemas de ecuaciones siguientes, usando los
métodos de Newton y de Broyden. Comparar la precisiéon de cada método por sustitucién directa.

1. x% — 2.521 — 21129 +:v§+2 =0

2t —2w24+2=0
2. 23 —10z1 +234+8=0
x1x§+z1—10z2+820
3. x1(1—m) +4ag =12
(11 —2)% + (222 —3)2 =25

R: 21 = 0.8692, 2 = 1.2855; x1 = 0.8692, x5 = 2.4085

R: 21 =0.9999, 2 = 0.9999; 21 = 2.1934, x5 = 3.0204

R: z; = —1.0000, z2 = 3.4999; z; = 2.5469, 2 = 3.9849
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Capitulo 5. Sistemas de ecuaciones lineales y no lineales

—z1(x1 + 1)+ 225 =18 R: z1 = 1.5469, zo = 10.9699; 1 = —1.9999, x5 = 9.9999
(1‘1 — 1)2 + (CEQ - 6)2 =25

422 — 2021 +0.2523 +8 =0 R: 1 = 0.4999, x5 = 1.9999; z1 = 1.0967, x5 = 6.0409
0.53:1173 +2r1 — b1 +8=0

sen(4rxixe) — 2o — 1 =0 R: z1 = —0.51316, x5 = —0.018376
0.9204225(e?*171 — 1) + 423 — 221 =0

(r1+22)2 —21 —22—10=0 R: x1 = —1.2388, xo = —1.4627; 21 = 1.8102, x5 = 1.8912
(1 —22)? —0.01(1 —21)2 =0 x1 = —1.4745, xo = —1.2270; 1 = 1.8955, x5 = 1.8060
322 — 23 =0 R: 21 = —0.4218, 29 = —0.7307: 2, = 0.4594, 5 — 0.7958
32123 — 23 —1=0 21 = 5.1585, 29 — 8.9349; 1, = —5.2326, 25 — 9.0632
In(z? + 23) — sen(xy - 22) = In(27) R:x =1.7724, 2o = 1.7724
€172 4 cos(zy - x2) =0

ot — 2a1ms + a3 —15=0 R: 21 = 2.0381, 25 = 0.6602; 21 — —2.0381, 25 = —0.6602
2% — 323 —T=0 21 = —1.9185, x5 = 0.3471; 2, = 1.9185, 29 — —0.3471
356% —2x9 — 223 —5=0 R: z1 = +1.8821, 9 = 2.9811, x3 = —0.1677
3:% + 4JC§ —-9=0 r1 = +1.5610, xo = —0.3354,23 = 1.4905
8rox3+4=0 r1 = +0.9468, 5 = 0.3354, x5 = —1.4905
23 — a3 +4r3 =0 R: zy =3.6769, o = —7.7324, z3 = 2.5198
22 —a3—11=0 x1 = 3.6769, x5 = 7.7324, x3 = 2.5198
:cg —16=0

22 41y —37=0 R: 21 = 6.0000, 25 = 1.0000, 23 — —3.9999
21 —a23-5=0 21 = 6.1710, 29 = —1.0821, 5 — —2.0889
1 +ax9+23—3=0

x? + x%xg —r123 +6=0 R: 21 = —1.4560, x5 = —1.6642, x3 = 0.42249

el +e*2 —gx3 =0

x% —2r1x3 =4

22 4+222 —2xym9 — 23 +2=0 R: 21 = —5.9733, x5 = —2.2212, 23 = 1.2772
1+ 225 +323+1=0 x1 = 1.7348, x9 = 0.7712, 3 = 1.1437
201 + 210203 —5 =10 x, = —1.4346, x5 = 2.6129, 23 = —2.0992; z; = 0.8787, x5 = —2.0183,
z3 = —1.8281

x% + w% —4x3 =3 R: z1 = 1.0099, z5 = 0.2500, z3 = —0.4793
22 4+ 102y — 23 =4 x1 = —1.0099, x5 = 0.2500, 3 = —0.4793
x5 — 2533 = 12

3x1 —cos(xa-x3) —0.5=0 R: z1 = 0.5001, x5 = 0.2508, 3 = —0.5173

4a% — 62523 + 2220 — 1 =0

e” P12 4 2023 + 9.4719755 =0

3x1 —cos(xa-x3) —0.5=0 R: z; = 0.5000, x5 = 0.0000, 3 = —0.5235
22 — 62522 —0.25=0

e~ 12 4 2013 + 9.4719755 =0
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19. 3xy —cos(za-x3) —0.5=0
9xo + \/z% +senxg+1.064+0.9=0
e 1% 4 20x3 4+ 9.4719755 =0

20. 4a? — 234+ 23 +x4=0
—x1 + 229 — 223 — 2224 =0
$1—2$2—31‘3—$3£L‘4:O

2+ +at=1
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R: z1 = 0.4981, x5 = —0.1996, x5 = —0.5288

R: 21 = 0.4640, 25 = 0.1896, 3 = 0.0396, 24 = —0.8652
21 = —0.9829, 25 = —0.1977, 25 = —0.0406, 24 = —0.8530
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El andlisis numérico es una de las ramas de la matematica que
mayor auge cobrd con la invencion de la computadora, ya que
permitié simular infinidad de procesos matematicos complejos
para ser aplicados a fendmenos del mundo real. La habilidad en
elmanejo de esta herramienta numéricaes de utilidad evidente al
futuro estudiante de ingenieria, quien debera plantear modelos
que enfrenten la solucion de problemas practicos.

Elpresente manualdealgoritmostienelaintenciondeacompanar
el trabajo de los estudiantes de ingenieria y licenciaturas afines,
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muchos de ellos.

Biblicteca






