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Resumen

La Teoria Cuéntica de la Informacién y la Computacién
Cudntica estudian la representacién y el tratamiento
de la informacién en un modelo cudntico. Este mode-
lo tiene algunas propiedades nuevas importantes como,
por ejemplo, el paralelismo cudntico que permite re-
alizar calculos simultdneos sobre una cantidad exponen-
cial de informacién. Otra aplicacién importante de las
propiedades del modelo es la implementacién de proto-
colos criptograficos de cuaderno tdnico. Pero, el hecho
de que el modelo sea continuo o analdgico exige el uso
de cédigos cuanticos para la correccién de errores. En
este articulo analizamos la capacidad de correccién de
los cédigos cudnticos a partir de una distribucién de
probabilidad del error.

1. Introduccion

En el modelo cudntico de computacién [3, 8,
13, 23, 30] la unidad de informacién bésica es el
qubit o bit cudntico. Un qubit puede estar en dos
estados puros distintos que se denotan [0) y |1)
respectivamente. Fisicamente se representa por un
sistema cudntico de dos estados. El sistema cuanti-
co de dos estados méas conocido por los profanos en
la materia es, sin duda, el spin de un electréon. En
este sistema podemos representar el spin —% por el
estado |0) y el spin +3 por el estado [1).

Hasta ahora el modelo cuantico no se diferen-
cia del clasico: un bit tiene dos valores posibles y
un qubit puede estar en dos estados puros posibles.
Sin embargo un qubit puede estar ademas en esta-
dos intermedios, es decir, en estados que son com-
binacién lineal de los dos estados puros. Esta es la
primera gran diferencia entre los modelos de com-
putacién clasico y cuantico. Por ejemplo, el spin de
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un electrén puede estar en estado

1 V3
w = 2j0)+ L) (1)

La primera conclusiéon importante es que un
qubit es un vector de un espacio vectorial generado
por los dos estados puros, es decir, es un vector de
V = L(|0),|1)). Segun la mecédnica cudntica V es un
espacio de Hilbert complejo en el que B = [|0),|1)]
es una base ortonormal y los estados son vectores
unitarios.

Entonces un qubit puede estar en cualquier
estado U = a|0)+b|1) tal que a,b € C'y |a|*+]b]* =
1. Los coeficientes a y b se llaman amplitudes y
cuando uno de ellos es cero el qubit estd en un
estado puro. Resulta relativamente facil entender
los estados puros pero no sucede lo mismo con los
estados intermedios.

Volvamos a retomar el ejemplo del spin de un
electréon y analicemos un estado intermedio, por
ejemplo el de la férmula 1. En este caso el qubit
W no tiene spin definido. Para convencerse de ello
basta recordar que el spin de un electrén es una
magnitud fisica que estd cuantificada, es decir, que
s6lo puede tener los valores —% y —l—%. Ademas estos
valores corresponden a los estados puros |0) y |1)
respectivamente. Por lo tanto el estado intermedio
W no tiene spin definido.

Como consecuencia de esta situacién surge la
segunda gran diferencia entre los modelos de com-
putacién clésico y cudntico. Siempre es posible leer
el valor de un bit pero generalmente no es posible
leer o medir el estado de un qubit. Entonces ;qué in-
formacién proporciona la lectura de un qubit?

Para entenderlo sigamos con el ejemplo del
spin de un electrén. Vamos a estudiar lo que ocurre
al medir el qubit definido en la férmula 1. Para
ello empleamos el dispositivo esquematizado en la
figura 1. El proceso de medida consiste en hacer
pasar al electrén a través de la rendija del panel 1.
Cuando pasa por la rendija el electrén atraviesa un



campo magnético que desvia su trayectoria, hacia
abajo si su spin es —3 y hacia arriba si su spin es
+%. Finalmente el electron atraviesa una de las dos
e . . e et 1
rendijas del panel 2, la inferior si su spin es —5 y

. . . l
la superior si su spin es +3.
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Figura 1: Medida del spin de ¥ = 3

El qubit ¥ que estamos analizando es un es-
tado intermedio y en consecuencia no tiene spin
definido. No es dificil convencerse de que el electron
tiene posibilidad de desviarse tanto hacia abajo co-
mo hacia arriba. En primer lugar conviene aclarar
que el electrén saldra por una de las dos rendijas del
panel 2. Si pudiese alcanzar posiciones intermedias
entre las rendijas del panel 2 el spin del electrén
no estaria cuantificado. Una vez asumido este he-
cho vamos a justificar por qué tiene posibilidad de
salir tanto por la rendija inferior como por la rendi-
ja superior. Si sélo tuviese posibilidad de salir por
una de las rendijas, supongamos que por la superi-
or, significarfa que se trata del estado puro |1) pues
tendria spin definido.

Pero las sorpresas todavia no han acabado. Si
el electrén ha pasado por la rendija inferior su spin,
después de la medida, sélo puese ser — = y su estado
|0). De modo andlogo, si el electrén ha pasado por la
rendija superior su spin, después de la medida, sélo
puese ser +% y su estado |1). El proceso de medida,
ademas de dar una informacién incompleta sobre el
qubit, lo modifica. De alguna manera el proceso de
medida obliga al qubit a decidirse por uno de los
dos estados puros.

Una vez hecho el andlisis cualitativo de la me-
dida del qubit es conveniente describir cuantitati-
vamente el proceso. Los postulados de la mecanica
cuéntica establecen que la probabilidad py (p1) de
que el estado final del qubit sea |0) (|1)) es igual al
cuadrado del médulo de la amplitud de [0) (]1)) en
la combinacién lineal. Para el qubit ¥ del ejemplo
el resultado final serd |0) con probabilidad py = %
y |1) con probabilidad p; = 2

En la tabla de la figura 2 se resume el proceso
de medida de un qubit. Decimos que el resultado
de la medida es 0 (1) si el estado final es |0) (|1)).

Estado M. | Estado final | Probabilidad
al0) +b1) | 0 ra7l0) po = |af?
al0) +b[1) | 1 mrlD p1 = |b?

Figura 2: Medida de un qubit

Tal como ocurre en computacién clasica, en
la que se utilizan cadenas de bits, en computacion
cudntica se trabaja con n qubits. Un n — qubit
es un vector unitario del espacio de Hilbert com-
plejo V, = V® - --- @V en el que B, =
[|0---00),]0---01),]0---10),...,]1---11)] es una
base ortonormal. Los vectores de la base B,, estan
definidos del siguiente modo

1. 2p) =|21) @+ ® |xn), 21,...,2, € {0,1}

La cadena de bits zix5 ...z, la podemos in-
terpretar como un ntimero natural x representado
en el sistema de numeraciéon binario. De este mo-
do los vectores de la base B,, se identifican con
los nimeros naturales x que cumplen 0 < z < 2"
(ntimeros con n digitos binarios). Y, una vez iden-
tificada la cadena de bits z123 . ..z, con el ntmero
natural z, se puede escribir = en el sistema de nu-
meracién decimal. En definitiva podemos escribir
B, = HO>7 ‘1>7 |2>v ) |2n - 1”

La identificacién de los vectores de la base V,,
con cadenas de n bits es importante para codificar
informacién en un n — qubit, mientras que iden-
tificarlos con numeros naturales tiene que ver con
nuestra predileccién por el sistema de numeracion
decimal. Con esta notaciéon un n — qubit se puede
escribir del siguiente modo

2" 1 2" 1
U= Z az|z) tal que Z laz)? = (2)
=0 =0

Conviene resaltar que la dimensién de V,
es exponencial, concretamente es 2. Esta es
la propiedad clave para conseguir el paralelismo
cuantico. Por el momento sélo podemos apreciar
la enorme capacidad de un n — qubit para alma-
cenar informacion. Por ejemplo, el par de nimeros



(131,211) se puede codificar en una cadena de 16
bits, 8 para cada niimero, que se puede representar
mediante el 16 —qubit ¥; = [1000001111010011) =
|27641). Sin embargo en un 16 —qubit se puede cod-
ificar mucha més informacién. Asi el estado

65535

1
Uy = —
2 256;::0|m>

es una combinacién lineal de todos los pares de
numeros de 8 digitos binarios desde el (0,0) has-
ta el (255,255), ambos incluidos. En el ejemplo an-
terior los ocho primeros qubits codifican el primer
numero del par, mientras los ocho qubits restantes
codifican el segundo ntmero.

En un n — qubit podemos medir cualquiera
de los qubits, por ejemplo el & — ésimo. El pro-
ceso es analogo al que ya hemos descrito para un
qubit y esta descrito en la tabla de la figura 3. Con-
siste en proyectar ortogonalmente sobre uno de los
dos subespacios en los que el qubit estd en estado
definido y renormalizar la proyeccion. El cuadrado
de la norma de la proyeccién sobre un subespacio
indica la probabilidad de que la proyeccién se pro-
duzca sobre dicho subespacio.

3)

Estado final Probabilidad
1
Uy=—— az|x) | po = ag|?
Vi S aala) > al
0<z<2n 0<z<2n
xk=0 ;Ck=0
e Y al) = Y el
pl xT xT
0<z<2n 0<z<2n
xkzl wk:1

Figura 3: Medida del k& — ésimo qubit

En general una medida cuantica tiene aso-
ciada una suma ortogonal del espacio de Hilbert
YV = S5yLS1L--- 1S vy el resultado de la medida
de un estado ¥ = ¥y + ¥y + --- + Uy, en el que
W, € S; para todo 0 < <k, es

w3

(4)

i con probabilidad
Al
Para construir algoritmos cuanticos es nece-
sario describir cémo se puede modificar el estado de
un n — qubit, es decir describir las puertas cuanti-
cas. Puesto que se trata de transformar un vector

en otro vector parece légico suponer que las puer-
tas cudnticas van a ser aplicaciones lineales. Co-
mo ademas los vectores deben ser siempre unitarios
sélo puede tratarse de transformaciones unitarias.
En efecto asi es, como se desprende de los postula-
dos de la mecénica cudntica.

Por tanto un algoritmo cuéntico es una se-
cuencia de puertas y medidas cudnticas que actian
sobre un n—qubit que inicialmente es el primer vec-
tor de la base, es decir |0). Es evidente que un orde-
nador cuéntico no puede aplicar una puerta cuanti-
ca arbitraria. Por este motivo las puertas cudnticas
deben descomponerse en puertas cuanticas elemen-
tales de uno o dos qubits.

2. Cbdigos cuanticos

El modelo cudntico de computacién es un mo-
delo continuo o analdgico y, por esta razén, va a
necesitar un sistema de correccién de errores ([1-34]
excepto [3, 8, 13, 23, 30]). El mecanismo cldsica-
mente conocido para ello consiste en codificar la
informacién mediante un cédigo corrector. Tanto
cldsicamente como cuanticamente la clave para la
correccion de errores es introducir redundancia al
codificar la informacién.

En el modelo cuantico los errores pueden ser
arbitrariamente pequenos. A primera vista esto
puede parecer un obstaculo insalvable. Sin embargo
las propiedades de las medidas cudnticas permiten
corregir errores continuos. Sea C un c6digo cuanti-
co que codifica un m — qubit en un n — qubit. Se
trata formalmente de una aplicacién lineal inyecti-
va que conserva el producto escalar cuya imagen se
denomina espacio cédigo.

C: Vi — Vn, Esp.cddigo: So =CVm) (5)
Para determinar el conjunto de errores que se
van a corregir se eligen d’ = 2"~™ operadores uni-
tarios de error Ey, E1, ..., Egs_1. Entre ellos debe
estar el operador indentidad que supondremos que
es el primero, es decir Fy = I. Para que este pro-
ceso, que se denomina proceso de discretizacion de
errores, permita corregir cualquier combinacién li-
neal de estos errores es preciso que los subespacios
Sp = En(Sp) para todo 0 < h < d” cumplan lo
siguiente
V=515

coe LSy (6)



Supongamos que un estado codificado ¥q sufre
una perturbacién convirtiéndose en el estado ¥. El
estado inicial es un estado cédigo, es decir ¥y € Sy,
mientras que el estado perturbado en general no lo
es, es decir ¥ ¢ Sy. Si el estado perturbado es de
la forma

U =aoEyVo+a1E\Vo+---+ag—1Eq 1Yo (7)

con |ag|? + -+ + |agr—1|* = 1, se puede recuperar
el estado inicial ¥y. En efecto medimos respecto de
la descomposicion ortogonal de la formula 6. El re-
sultado serda \Z:H Ep ¥, para un valor de h entre 0 y
d” —1. Aplicando a continuacién la puerta cudntica
K, ! se obtiene @—Zlkllo. Este estado no es exacta-

mente Vg pero, al diferir solamente en factor de fase
(ntimero complejo unitario), ambos estados son in-
distinguibles desde el punto de vista de la mecanica
cuantica.

Los operadores unitarios de error se pueden
elegir de forma que, por ejemplo, se corrijan to-
dos los errores que afectan a un tinico qubit. El
mejor codigo con estas caracteristicas que codificar
1 qubit es un cédigo de 5 qubits [6, 21]. Este c6di-
go es 6ptimo en el sentido de que ningun cédigo de
menos de 5 qubits puede corregir todos los errores
de un solo qubit.

3. Distribucién de probabili-

dad del error
Como se ha visto el estado ¥ de un n — qubit

es un vector unitario de un espacio de Hilbert com-
plejo V,. En este espacio vectorial de dimension

d = 2™ se considera la base ortonormal B, =
[10), |1}, ... |d —1)], respecto de la cual el estado
¥ se puede representar como
d—1 d—1
U= Za“k) tal que Z ok =1 (8)
k=0 k=0

Si representamos los coeficientes en forma
binémica, es decir ap = o + ¢ x2k4+1 para todo
0 <k <d-—1,el estado ¥ queda parametrizado
por los puntos de una esfera unitaria de dimensién
2d — 1 que denotaremos Soq_1:

2d—1

Ry = (z0, ..., T2g—1) con Z x? =1 (9)
j=0

Utilizaremos esta parametrizacién para intro-
ducir la distribucién de probabilidad del error. Sin
embargo no utilizaremos coordenadas cartesianas
sino coordenadas esféricas.

0<0o,...,0q3<m

Ty = (6o, ..., b2q—2)

0 < 0zq—2 <2m

X5 = SiH(OQ) s sin(ﬁj_l) cos(Gj), 0 S ] S 2d — 2

T2d—1 = sin(90) Sin(egdfg)

Sea U el resultado de una perturbaciéon de
un estado ¥y causada, por ejemplo, por la influ-
encia del entorno sobre el n — qubit (decoheren-
cia). Supondremos que la probabilidad de que el
resultado de la perturbacion sea ¥ depende exclu-
sivamente de ||¥g — ¥||. Supondremos sin pérdida
de generalidad que ¥ = |0) y, como consecuencia,

que Ry, = (1,0, ...,0) y que Ty, = (0, ..., 0).
Entonces
d—1

U=> alk) = [Te—¥|* =2-2cos(6p) (10)
k=0

Esto quiere decir que la funcién de densidad
de la distribucién de probabilidad del error sélo
depende del angulo 8y. Por lo tanto, es una fun-
cién constante en las intersecciones de la esfera con
hiperplanos ortogonales al primer eje coordenado,
es decir en los paralelos.

Definicién 1 Llamamos distribucidn Q(d, o) a to-
da distribucion de probabilidad de un n — qubit con
la siguiente funcion de densidad, parametrizada so-
bre la esfera Saq_1,

(2d — 2)1
(2m)

donde d = 2" y el parametro o pertenece al inter-
valo (—1,1).

(1-0?)

fa(o,60) = (14 02 — 20 cos(6p))?

(11)

Cuando o se aproxima a 1 la probabilidad se
concentra en el punto Ry, , anuldndose el error. En
sentido contrario, si o se aproxima a —1 la proba-
bilidad se concentra en el punto diametralmente o-
puesto de Ry,, maximizdndose el error. En cambio
si el pardmetro o es igual a 0 la distribucién es
uniforme, es decir, después de la perturbacién todos
los estados son igualmente probables. En la figura 4
se puede ver cémo cambia la distribucién en funcién
del pardmetro.



Figura 4: Q(8,0), 0 = —0,1, —0,05, 0, 0,05 y 0,1

Definicion 2 Llamamos varianza de un n — qubit
U con distribucion Q(d, o), Var(V), al valor espe-
rado de la variable aleatoria ||Wo — W||? es decir a
E[2 —2cos(6p)].

Teorema 3 La varianza de un n — qubit ¥ con
distribucidn Q(d,o) es

Var(¥) =2(1 — o) (12)

El teorema 3 demuestra que, como ya se men-
cioné anteriormente, cuando o se aproxima a 1
(=1) la probabilidad se concentra en ¥y (—Uy).
En efecto, el limite cuando o tiende a 1 (—1) de
E [|[¥o — ¥[[?] es 0 (4) y por lo tanto la probabili-
dad se concentra en ¥y (—Uy).

4. Analisis del error

Sea ¥;, un m — qubit y C un cédigo cudntico
que codifica ¥;,, mediante el n — qubit ¥q, es decir,
Uy = CY¥,;,. Supongamos que este estado sufre una
perturbacién, convirtiéndose en un estado ¥ que
sigue una distribucién de probabilidad Q(d, o).

El c6digo cuantico C tiene asociado un subes-
pacio de dimensién d’ = 2™, denominado espa-
cio ¢6digo, que se define como Sy = C(Vy,) y que
contiene a Wj. El subespacion Sy es uno de los
d’ = 2"~™ subespacios de dimensién d’ asociados
al codigo que determinan una descomposicién or-
togonal del espacio V,. A su vez, cada subespacio
Sp (0 < h < d’—1) tiene asociado un operador
unitario Fj que cumple Sy, = E,(Sp).

V=50 L8 L - L Sgny (13)

Se puede suponer, sin pérdida de generalidad,
que ¥y = |0), So = L(|0), ..., |[d — 1))y que para
todo0 < h <d’"—1ytodo0 <k <d—1secumple
Ey k) = |(hd'+k) mod d). Entonces se verifica Sy, =
En(So) = L(|hd), |hd' + 1), ..., |hd' +d — 1))y
En¥y = |hd’) para todo 0 < h <d" —1.

Podemos aplicar el cédigo C para corregir el
estado V. Para ello medimos el estado ¥, obtenien-
do como resultado la proyecciéon I, ¥ (convenien-
temente normalizada) en uno de los subespacios Sy
(0 < h < d”’ —1). Finalmente se corrige el error
correspondiente calculando \ilo =FE; 1,0,

Para determinar la capacidad de correccién
del cédigo C vamos a calcular la varianza del error
después de la correccién, es decir, E[||Tg — ¥o[2].
Pero antes vamos a determinar la probabilidad Py
de que la proyeccion se produzca sobre el subes-
pacio Sy, (0 < h < d” —1). Usando la simetria
de la distribucién de probabilidad se deduce que
E [|ax|?] = E [Jaw|?] para todo 0 < k, k' < d. El
mismo argumento permite probar que P, = Py
para todo 0 < h,h/ < d”’. Entonces

Py = E [Jao|*] + (&' — DE [Jeu|?] (14)

Py =dE[laa]?)] 0<h<d (15)

Teorema 4 La probabilidad de que la proyeccion
se produzca sobre el subespacio Sp para 0 < h <
d’ —1 es

d' —1
P0:1—7(1—02) (16)
1—02 1
P, = — para todo 0 < h <d (17)

Por tltimo vamos a calcular E[||¥ — \ilo||2},
con el objetivo de determinar la capacidad de co-
rreccion del codigo. Este valor esperado mide la
varianza del estado que resulta después de la co-
rreccion y se obtiene de la siguiente forma:

d’—1 (h+1)d' —1

LIPS

o[ o — B, IR0 17 | =

h=0 k=hd’

d’—1 (h+1)d' -1

S E| D awlEnT - 0
h=0 k=hd’

En la dltima igualdad hemos usado que Fj,
es una transformacién unitaria y, por tanto, con-
serva la norma y que EgVg = V4. Ademads, por la



simetria de la distribucién del error, el valor espera-
do es igual para todo 0 < h < d”. Utilizando estos
resultados la expresion anterior queda del siguiente
modo:

d' -1
E D) farllwo - ToW|? | +
k=0
2d’ -1
(d// 1) E Z | 2 2
— Oék| ||E1\I/0—H1\I/H
k=d’

Teorema 5 Los primeros términos del desarrollo
en serie de potencias de o de la varianza del error
después de la aplicacion del cédigo corrector son

| g 4 24 £ 1Y

Var(¥y) ~ 2 < 7 WO’) (18)
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